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1. Inzenjerska metoda pomaka

Metode pomaka metode su proracuna Stapnih sistema u kojima su nepoznanice orijen-
tirane duljine translacijskih pomaka i kutovi zaokreta odabranih tocaka sistema nazvanih
¢vorovima. U nastavku ¢emo pod pojmom duljine pomaka uvijek podrazumijevati nje-
govu orijentiranu duljinu.

Proracun nekom od metoda pomaka provodi se na osnovnomu sistemu koji oblikujemo
dodavanjem zamisljenih veza koje sprecavaju translacijske pomake i zaokrete ¢vorova; za
izvorni je sistem sa slike 1.a. osnovni sistem prikazan na slici b.

U prvome se koraku proracuna na osnovni sistem nanose zadane sile i sva ostala zadana
djelovanja, poput slijeganja lezajeva i temperaturnih promjena. Polje pomaka osnovnoga
sistema u stanju sprijecenth pomaka c¢vorova (slika 1.c.) odgovarat ¢e tek jednome od
mogucih stanja pomaka izvornoga sistema. Mogucim ili dopustivim stanjem pomaka na-
zivamo svako polje pomaka koje zadovoljava uvjete neprekinutosti i stvarne lezajne uvjete.
Primjerice, progibna linija grede u Bernoulli-Eulerovoj teoriji savijanja ne smije imati ni
skokove ni lomove i mora proci lezajnim tockama—pomaknutima, ako su zadani pomaci
lezajeva—uz zadane nagibe u upetim lezajevima; ili, matematickim rjecnikom: funkcija
koja opisuje progibnu liniju mora na intervalu koji odgovara osi grede biti neprekinuta
i imati neprekinutu prvu derivaciju! te mora zadovoljiti zadane, homogene ili nehomo-
gene, geometrijske rubne uvjete koji propisuju vrijednosti funkcije ili njezine derivacije u
lezajnim tockama. To stanje, u kojemu je osnovni sistem, nije, medutim, stvarno stanje
pomaka izvornoga sistema— zamisljene veze prenose na podlogu dio sila koje djeluju na
¢vorove, pa bez njih évorovi, izrezemo li ih sistema, neée biti u ravnotezi (momentni
dijagram na slici 1.d.).

Osnovni ¢emo sistem dovesti u stvarno stanje pomaka izvornoga sistema tako da stanju
sprije¢enih pomaka ¢évorova pribrojimo stanje prisilnih pomaka c¢vorova (slika 1.e.), pri
¢emu ti pomaci i zaokreti moraju biti takvi da reakcije, koje se zbog njih razvijaju u
zamisljenim vezama (momentni dijagram na slici f.), poniste reakcije izazvane zadanim
djelovanjima. Kada reakcije iS¢eznu, na ¢vorove osnovnoga sistema djelovat ¢e samo
one sile koje djeluju na ¢vorove izvornog sistema. Buduéi da su u izvornomu sistemu
te sile u ravnotezi, bit ¢e u ravnotezi i u osnovnom sistemu (momentni dijagram na
slici h.). Slijedi da uvjete is¢ezavanja reakcija u zamisljenim reakcijama mozemo izraziti
kao uwvjete ravnoteZe sila i momenata u ¢vorovima. Rjesenje sustava jednadzbi ravnoteze

I Prema jednom teoremu matematicke analize simo postojanje prve derivacije osigurava neprekinutost

funkcije [49].
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Slika 1.

cvorova trazene su, do tada nepoznate duljine pomaka ¢vorova i kutovi njihovih zaokreta.
Stvarno je stanje pomaka sistema u nasem primjeru skicirano na slici g.

U inzZenjerskoj metodi pomaka nepoznanice nisu duljine svih translacijskih pomaka
¢vorova, nego samo neovisnih translacijskih pomaka. Stoga najcesce oblikujemo samo
jednadzbe ravnoteze momenata u ¢vorovima te sustav nadopunjujemo jednadzZbama vir-
tualnih radova na neovisnim translacijskim pomacima.



1.1. Nepoznanice inzenjerske metode

Svaki (kruti) ¢vor u ravnini ima tri stupnja slobode gibanja, pa je u op¢oj metodi
pomaka broj nepoznanica priblizno jednak trostrukom broju ¢vorova sistema (oduzeti
treba broj komponenata pomaka po pravcima lezajnih veza). Uzmemo li da su Stapovi
u uzduznome smjeru (apsolutno) kruti, sto je temeljna pretpostavka inZenjerske metode
pomakd, broj nepoznanica bitno se smanjuje? Stovise, za mnoge je sisteme, posebice
okvirne, broj nepoznanica u inzenjerskoj metodi pomaka ponajces¢e manji i od stupnja
staticke neodredenosti— broja nepoznanica u metodi sila.
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Slika 2.
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Primjerice, na Sest puta staticki neodredenoj okvirnoj konstrukciji prikazanoj na sli-
ci 2.a. ¢vorovi 4, 51 6 su ,slobodni”, te je u proracunu opéom metodom pomaka broj
nepoznanica devet. Medutim, ako je uzduzna krutost stapova neizmjerna, uzduzne sile ne
uzrokuju uzduzne deformacije, pa se prorac¢unske duljine stapova ne mijenjaju.® To znagci,
prvo, da nema komponenata pomaka ¢vorova po vertikalnim pravcima: wy = ws = wg = 0
i, drugo, da su duljine horizontalnih komponenata njihovih pomaka medusobno jednake:
Uy = Us = Us = U6y, Slika 2.c. Time smo broj nepoznanica sveli na cetiri: kutove
zaokreta ¢4, @5, @6 slobodnih ¢vorova i duljinu w5 6, njihova zajednickog translacijskog
pomaka. (Slika 2.c. skica je polja pomaka za posebni slu¢aj optereéenja sa slike 2.b., ali
zakljucak o pomacima vrijedi opéenito, za bilo koje opterecéenje.)

U inzenjerskoj su metodi pomaka, prema tome, nepoznanice kutovi zaokreta i duljine
neovisnih translacijskih pomaka. Broj zaokreta jednak je broju krutih i mjesovitih kruto—
zglobnih évorova koji se mogu neovisno zaokretati? ali broj neovisnih translacijskih po-
maka nije jednak dvostrukom ukupnom broju slobodnih krutih, zglobnih i kruto—zglobnih

2 T u opéoj se metodi statickom ili kinematickom kondenzacijom neki zaokreti ili pomaci mogu ukloniti
iz skupa nepoznanica. U odjeljku 1.6. pokazat ¢emo da se inzenjerska metoda moze, uvodenjem kine-
matickih ogranic¢enja i njihovim uvazavanjem kinematickom kondenzacijom, formalno izvesti kao poseban
slucaj opc¢e metode pomaka.

3 U linearnoj se teoriji uvijek zanemaruje i promjena razmaka krajeva grede pri njezinu savijanju.

4 T ovdje se moze postaviti dodatno ogranicenje: katkada je pogodno ¢vorove povezati krutom gredom;
svi ¢e tako povezani ¢vorovi imati jednaki zaokret.



¢vorova. Taj broj odredujemo s pomocu zglobne sheme sistema koju oblikujemo pretva-
ranjem svih krutih i kruto-zglobnih ¢vornih veza, ukljucujuéi i lezajne, u zglobne. Stapne
elemente u shemi smatramo apsolutno krutima. Tu shemu nazivamo i pridruZenom reset-
kom. Zglobna shema sistema sa slike 2.a. prikazana je na slici d.

Broj neovisnih translacijskih pomaka u sistemu jednak je broju stupnjeva slobode
zglobne sheme. Analiza geometrijske promjenjivosti/nepromjenjivosti sistema sastavlje-
nih od apsolutno krutih diskova i postupci odredivanja broja stupnjeva slobode obradeni
su u Mehanici 1. i Mehanici 2., a podsjetiti se mozete u poglavljima Geometrijska pro-
mgenljivost i nepromjenljivost sistema i Kinematicka analiza konstruktivnih sistema na
stranicama 30.—47. udzbenika [65]. Primjenom opisanih postupaka lako je pokazati da
yresetka” sa slike 2.d. ima jedan stupanj slobode, te se tako i formalno dokazuje da je u
sistemu prikazanu na slici a. mogué jedan (i samo jedan) neovisan translacijski pomak.

Sisteme ¢emo razvrstati u pomicne i nepomicne, ovisno o tome jesu li translacijski
pomaci mogudi ili ne. Jedni i drugi mogu biti potpuno ili djelomice rjesivi. U prorac¢unu
nepomicnih sistema nepoznanice su samo kutovi zaokreta ¢vorova, dok su u proracunu
pomicnih nepoznanice i kutovi zaokreta i duljine neovisnih translacijskih pomaka. Pot-
puna rjesivost sistema znaci da se vrijednosti uzduznih sila mogu izracunati u svim nje-
govim elementima. Slijedi da ¢e sistem biti potpuno rjesiv ako je njegova zglobna shema
staticki odredena i geometrijski nepromjenjiva ili ako je ta shema mehanizam u uzem
smislu.

U prikazu inzenjerske metode ogranicit ¢emo se u pocetku na analizu sistema u kojima
su svi ¢vorovi kruti, a uzet ¢emo i da su sve lezajne veze krute; proracun sistema u kojima
postoje zglobovi odgodit ¢emo do odjeljka 1.4.

1.2. Nepomicni sistemi

Kao sto s pomoc¢u zglobne sheme (slika 3.b.) mozemo potvrditi, sistem sa slike 3.a. jest
nepomican: ¢vor 4 spojen je s podlogom dvama Stapovima koji ne leze na istom pravcu,
dok je ¢vor 5 nekolinearnim Stapovima spojen s tim nepomic¢nim ¢vorom i s podlogom.
Nepoznanice su, prema tome, kutovi zaokreta slobodnih ¢vorova 4 i 5: ¢4 i 5. Kako je
zglobna shema staticki odredena, sistem je potpuno rjesiv.

I u prora¢unu inzenjerskom metodom u prvom koraku sprecavamo odredene pomake;
za nepomicne sisteme to znaci da dodavanjem momentnih spojeva s podlogom treba
sprijeciti zaokrete svih krutih ¢vorova: osnovni je sistem za inzenjersku metodu prikazan
na slici 3.c.

Vrijednosti momenata upetosti na krajevima ,obostrano upetih greda” {4,5} i {3,5},
mozemo izracunati zavirivanjem u tablicu 1. Neka su, primjerice, a=3m, b=5mih=4m

te ¢=20kN/m’, P=100kN i M =50 kNm; tada su
M35 = 50,0 kNm, M3 = —50,0 kNm,
M5 = 41,7 kNm, M54 = —41,7 kNm.

Moment upetosti s vrijednoséu M, s reaktivni je moment kojim zamisljeni momentni
spoj u ¢voru 4 djeluje na gredu {4,5}, pa taj spoj preuzima i prenosi na podlogu moment

6



Tablica 1. Momenti upetosti
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Slika 3.

suprotnoga smisla vrtnje, s vrijednoséu, dakle, —M, 5. Isto su tako momenti upetosti s
vrijednostima M54 i Ms3 reaktivni momenti kojima momentni spoj u évoru 5 djeluje
na gredu {4,5} i stup {3,5}, tako da taj spoj preuzima momente suprotnih orijentacija,
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s vrijednostima —HM i —Mg,’g. Uz to, taj spoj neposredno preuzima i zadani moment
vrijednosti M koji djeluje u ¢voru 5.

Dijagram momenata na osnovnom sistemu prikazan je na slici 3.e. O¢ito je, medutim,
da to nije i ne moze biti dijagram momenata na izvornom sistemu: u ¢vorovima 4 i 5
momenti nisu uravnotezeni. Neuravnotezeni momenti, s vrijednostima —M 5 u évoru 4
i —M573 — M574 + M u ¢évoru 5 (slika 3.f.), jednaki su momentima koje zamisljeni mo-
mentni spojevi prenose na podlogu— zbrojevima momenata zadanih u ¢vorovima, ako
postoje, i momenata kojima ,obostrano upete grede” djeluju, zbog opterec¢enja na njima,
na svoje ,lezajeve”.

Kako tih lezajeva u izvornom sistemu nema, neuravnotezeni se momenti ne mogu pre-
nijeti na podlogu. Zelimo li da momenti u osnovnom sistemu budu jednaki momentima
u izvornom, zamisljeni momentni spojevi ne smiju nista preuzeti—reaktivne momente
treba ponistiti. To znaci da dodavanje spojeva moramo kompenzirati dodatnim djelova-
njima na osnovni sistem: prisilnim zaokretima zamisljenih momentnih spojeva. Naime,
kako se u izvornom sistemu ¢vorovi 4 i 5 mogu slobodno zaokretati, stanje njegovih po-

maka nece biti jednako stanju pomaka osnovnoga sistema u kojemu su ¢4 =0 i @5 =0
(slika 3.d.).

Prisilni zaokreti momentnih spojeva izazvat ¢e u priklju¢enim gredama unutarnje sile
i reakcije. Zanimat ¢e nas reaktivni momenti (slike 3.g. i h.); njihove su vrijednosti

f
mia = m174(<p471) = Qk{m} P41,
f
My1 = My 1(Pe1) = 41{3{1,4} P41,
f
Mo 4 = M2 4\(Pa,2) = 27@{2,4} P4,2,
f
Myz = My2(Pe2) = 47@{2,4} ¥4,2,
Mmys = Mys

Msa = Mys + Mys(Ps4) = 2k{f4,5} Pas5 T 4k{f4,5} #5.45

)

P45
¥5,3

ms3 = M53\¥5.3

=2 k{fg,g,} 5,3,

)
)
)
)+ mys(psa) = 4k{f4,5} P45 + 2k{f4,5} ©5.4,
)
M35 = M35 )
)

(
(
(
(a5
(
(
(

= 4 k{f&s} @5’3.

Izraze smo izveli u [27, odjeljak 12.3.3.]. Buduéi da je aksijalna krutost k{ai’j} neizmjerna, u
izrazima ¢e ostati samo ¢lanovi s fleksijskom krutosti kfz j)s ba ¢emo je oznacavati s k{fm}.
Kako se uz to svi krajevi stapova prikljucenih u ¢vor 7 zaokrecu za kut ¢;, umjesto ¢; ;
pisat ¢emo ;.

Momenti na krajevima greda zbrojevi su momenata upetosti i momenata izazvanih
prisilnim zaokretima ¢vorova, pa su njihove vrijednosti

Mgy = miy = 2k 4y 04,
My, = myy = 4k ay 04,
My = moy = 2k 4y 04,
Mys = mys = 4k 04,



Mys = mus+ Mg = dkps pa + 2kus o5 + Mys,

Msy = msq+ Msy = 2kps o4 + 4kug o5 + My,

Mss = mgs + Mss = 2kgz5y 05 + My,

Ms3 = ms3 +M5,3 = 4k3s p5 + M5,3-
Opcenito je

Mj = mij+M;; = 4kyjei + 2k e + Mg, (1)
a momentni spoj u ¢voru ¢ preuzima tada moment vrijednost kojeg je —M; ;.

Ukupni moment koji zamisljeni spoj u ¢voru ¢ preuzima zbroj je momenata kojima
i-ti krajevi svih priklju¢enih greda djeluju na njega (i, mozda, zadanoga momenta koji
djeluje neposredno na ¢vor). No, taj ukupni moment mora, rekosmo, is¢eznuti. U nasem
primjeru to znaci

—Myy — Mys — Mys = 0,

—M5’3 - M574 + M = 0,

odnosno, izrazimo li vrijednosti momenata na krajevima kao funkcije kutova zaokreta i
vrijednostl momenata upetosti,

—4dkaypa — dkpay o1 — [k o4 + 2kps o5 + Mas]| = 0,
—[4k@sy s + Mss| — [2kus o4 + dkusyos + Msyg] + M = 0,

i, nakon sredivanja, prebacivanja poznatih vrijednosti desno od znakova jednakosti i pro-
mjena predznaka,

(kg + dkpay + 4kusy) o4 + 2kus o5 = —Maygs,

2kusypa + (Akgsy + 4kasy) s = M — Msz — Ms
Rije¢ o sustavu dviju jednadzbi s dvije nepoznanice, kutovima ¢, i 5. Uzmemo li da su

Eaalpg = Bpaglpay = Egsylisy = Eusplus = E1, bit Ce
EI EI EI EI . EI

k A — k = — k = — k = —.
{1,4} \/m 5 {2,4} 10 {3,5} 1 1 {4,5} 5

Uz uvrstavanje tih vrijednosti, vrijednosti momenata upetosti i vrijednosti momenta za-
danog u ¢voru 5 sustav jednadzbi postaje

13E1 2FK]T

+ — = —41,7
5 P4 5 ¥5
2FET 9FEI
—_— — = 1417
5 (104 + 5 (105 Y]
a njegova su rjesenja
29,15 ) 85,20
= —— 1 = —.
¥4 Bl ¥5 Bl
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Dobivene vrijednosti mozemo uvrstiti u izraze za vrijednosti momenata na krajevima

greda:
My = miy = 2k 04 = —2-% . % = —11,7 kNm,
My, = myy = 4k 04, = —4-% . % = —23,3 kNm,
Moy = moy = 2kpay 04 = =2 % . % = —14,6 kNm,
My = myp = 4dkpay s = —4- ET[ . 2%# = —29,2 kNm,

Mys = mas+ Mus = ks o1 + 2kpas o5 + Mas

)

ET 29,15 L9 ET 85,20
) El 5 El

+ 41,7 = 52,5 kNm,

Msy = mss+ Msa = 2kusypa + dkusy s + Msa

EI 29,15 ET 85,20
=2 — - 4+ 4. — . — 417 = 148 kN
5 EI Y5 TEI 7 8 kN,
_ — ET 85,20
Mzs = m3s+ M3ss = 2k@syps + M3z = 2- = BT + 50,0 = 92,6 kNm,
_ — ET 85,20
M5,3 = Ms53 + M5,3 = 4]{3{375} 5 + M5’3 = 4. ? : ﬁ — 50,0 = 35,2 kNm.

Konaéni je momentni dijagram prikazan na slici 3.j. (str.8.), dok je na slici i. skicirano
stvarno stanje pomaka izvornoga sistema.

[Nacrtajte dijagrame poprec¢nih i uzduznih sila! Rijesite zadani sistem i nacrtajte
dijagrame ako su ¢ = 25 kN/m’, P = —100 kN, M = —75 kNm, Eusylyus = 8EI i
E{1’4}[{174} = E{2’4}I{2’4} = E{375}I{375} = FI te, kao 1 ranije, a=3 I, b=5bmih=4 m']

1.3. Pomic¢ni sistemi

U prorac¢unu pomicnih sistema nepoznanice su osim kutova zaokreta i orijentirane
duljine neovisnih translacijskih pomaka ¢vorova.

Zglobna shema sistema sa slike 4.a. prikazana je na slici c¢. Rijec¢ je o ¢etverozglobnu
okviru koji je, kao sto je iz kinematike poznato, mehanizam s jednim stupnjem slobode —
u zadanu je sistemu, prema tome, mogu¢ jedan neovisan translacijski pomak. Na slici 4.c.
odredeni su i apsolutni polovi krutih tijela od kojih je zglobna shema sastavljena. Ako
se tijelo Il zarotira oko svoga apsolutnog pola 3, tocka 2,3 ,putovat” ¢e (u okviru teorije
malih pomaka) po pravcu okomitom na spojnicu te tocke i apsolutnoga pola, u ovom
slucaju po horizontalnom pravcu. To je vidljivo u dijagramu horizontalnih projekcija
pomaka na istoj slici i, mozda zornije, na slici d. u skici pomaka nacrtanoj neposredno na
zglobnoj shemi. Taj cemo pomak, Cija je duljina oznacena s uys 4}, odabrati kao neovisan
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be | bd

@ 3,4} U(3,4} = W42

23 U{3,4}
O
1
1,11
11
/il = |l
QL

[ Ma,s]

My

Slika 4.

translacijski pomak. Pomaci svih ostalih tocaka sada su jednoznac¢no odredeni skicom
pomaka ili dijagramima projekcija pomaka. Na dijagramu projekcija horizontalnih po-
maka (slika c¢.) vidimo da ¢ée i duljina projekcije pomaka tocke 1,2 na horizontalni pravac
biti w4y, Sto izrice i osnovni teorem kinematike krutoga tijela®. Tu smo duljinu oznacili
s ug34y jer je to duljina projekcija pomaka tocaka 1,2 1 2,3 koje u zglobnoj shemi odgo-
varaju cvorovima 3 i 4 izvornog sistema. (Za neovisan bismo translacijski pomak mogli
odabrati i pomak duljina kojega je na slici 4.d. oznacena s ws;. Naime, zarotiramo li

> Prisjetite se [78]: projekcije vektord brzina bilo kojih dviju tocaka nedeformabilnoga tijela na os

odredenu njihovom spojnicom jednake su.
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tijelo | oko apsolutnoga pola 1, tocka 1,2 ée se gibati po pravcu okomitom na njegovu os,
a to je upravo spomenuti pomak.)

Osim vrijednosti odabranoga neovisnog translacijskog pomaka nepoznanice su i kutovi
zaokreta 3 1 ¢4 ¢vorova 31 4. Prema tome, osnovni sistem nastaje dodavanjem veza koje
sprecavaju zaokrete ¢vorova i translacijski pomak (slika 4.b.).

Ako su u sistemu moguci translacijski pomaci, krajevi stapova, nekih ili svih, pomicat
¢e se po pravcima okomitima na njihove osi (skica polja pomaka na slici 4.e.). Na momente
na krajevima Stapova utjecat ¢e stoga uz zaokrete i ti poprecni translacijski pomaci
krajeva [27, odjeljak 12.3.3.]:

m;j = —6 te.3} w;; + 41{{@]} p; + 6 te.3} wj; + 2k{i7j} Pjs
Crigy liig

mj,i = —0 te.3} U}i,j + 2]{3{27” Y2 + 6 te.3} wjﬂ- + 4]{3{27]} QOj,
€ gy liig

koje i sada mozemo sazeti u matriéni zapis (uz promjenu poretka pribrojnika):

i
3 42 —6/tu, 6/t |
[mz,j] _ k’{u]}[ /{:]} /{]} 2 (2)

My, 2 4 —6/lusy 6/lusy| |Wid
Wy i

U inzenjerskoj se metodi pomaka vrijednosti popre¢nih pomaka krajeva stapova izrazavaju
kao funkcije vrijednosti mogucih neovisnih translacijskih pomaka u sistemu.

Predznaci vrijednosti pomaka krajeva ovisit ¢e o izboru lokalnih koordinatnih sustava poje-
dinih Stapova. U indeksnoj oznaci (7, ) prvi indeks oznacava kraj stapa u kojemu je ishodiste
lokalnoga sustava £( te je os € orijentirana od kraja ¢ prema kraju j.

Stapove sistema sa slike 4.a. oznacit éemo sa (1,3), (3,4) i (2,4). Os £ prvoga Stapa orijen-
tirana je, dakle, od ¢vora 1 prema ¢voru 3, drugog od 3 prema 4, a treceg od 2 prema 4. Veze
poprecnih pomaka krajeva i neovisnih pomaka nalazimo s pomocu dijagrama projekcija pomaka
ili skice pomaka zglobne sheme (slike 4.c. ili d.; prikaz neposredno na shemi, slika d., za tu je
zadaéu obiéno pogodniji):

w4 = 0, Wa2 = U3 4);
a
w34 = tga-ug gy = 7, U34p wa3 = 0;
1
w13 = 0 w31 = u = — u .
) CcoS (v {374} h {374}

Momenti na krajevima stapa zbog prisilnih pomaka krajeva sada su:

6 6 6
mi3 = k{1,3} [2903 - m w13 + m w3,l] = k{1,3} [2903 + h“{3,4}] )

6 6 6
m31 = k3 [4<P3 - m wi1,3 + m w3,1] = k1,3 [4803 + 7 U{3,4}} )
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6 6 6a
m3a = kizay |43+ 204 — lon w34 + lon w4,3] = k(34 [4 P3+ 24 — o u{3,4}] ;

( 6 6 6a
mag = k{z4y | 203+ 44— Ton w34 + Ton w4,3] = k{34 [2 w3 +4ps — o u{3,4}J :

6 6 6
moa = k24 \2494 - @ wa 4 + m wyo| = k24 [2904 +a U{3,4}} ;

6 6 6
mao = kipay [4pa— lo wa4 + Ton w4,2] = k4 [4@4 + hu{3,4}] :

[Izvedite izraze za momente na krajevima Stapova ako ih oznac¢imo s (3,1), (4,3) i (4,2)! Za
oznake Stapova po vasem izboru izvedite izraze za momente na krajevima ako je sistem opisan u
globalnom koordinatnom sustavu xy i ako su lokalni sustavi {n! (Vrijednosti popreénih pomaka
krajeva oznacavamo tada s u;; i vj;.)]

Uvodenjem pojma zaokreta Stapa kao krutoga tijela izrazi za momente na krajevima
i postupak proracuna postaju, po naSem misljenju, preglednijima i jednostavnijima. Po-
najprije, predznak kuta zaokreta Stapa ne ovisi o izboru pocetnoga i krajnjeg ¢vora stapa,
to jest o izboru ishodista lokalnoga koordinatnog sustava’

Lako je vidjeti da vrijednosti m; ; 1 m;; ne ovise o vrijednostima w; ; i w;; apsolutnih

translacijskih pomaka krajeva, ve¢ samo o njihovoj razlici Aw; ; = w; ; —w,;:
ot _ -6 k{z,]} % = —6 k{z
{i.g}

w; 4
—6 k{lﬁj} _£{~ ?} + 6 k{i’j} E{- ]
2y} 4,7

Kut zaokreta $tapa (i,j) kao krutoga tijela definiramo izrazom

Omjerom je, naravno, definiran tangents kuta, ali kako je Aw;; « f; ;;, mozZemo uzeti
Vi) > 8 Vig)-
Smisao vrtnje ne mijenja se odaberemo li za ishodiste lokalnoga koordinatnog sistema
umjesto i-toga kraja kraj j (slike 5.a.1c. odnosno b.id.), pa jestoga 1 j) = V(i) = V-
Vrijednosti momenata na krajevima Stapa mogu se sada izraziti kao funkcije kutova
zaokreta krajeva i kuta zaokreta Stapa kao krutoga tijela:
Mij = Akigy @i + 2k @5 — 6 kg Py,
My = 2kgy i + Ak e — 6k Y
ili, u matricnom zapisu,
Wi
T =k - 4
e L e | )
Vi)
Na slikama 6.a. i b. skicirane su progibne linije i nacrtani dijagrami momenata zbog
zaokreta Cvora ¢ i zaokreta Stapa kao krutoga tijela.
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le,l 3 Wi, ¢
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v (i.9) (i.9) ]
) | ¢
¢
¢ ¢
. @ 0 RO, O
13
|’U)i,j| |7.Uj,i|l |¢(j,i)|
[wj,il N ) ]
Y | Awi, J |wi] J |Aw
| Nw(j,i) |¢(J‘,i)|r R
Slika 5.
i .
7 P Y \
‘ 2kgi gy wi 6 ki gy iy |
Ak gy pi T ‘ 6 ki) ¥iig)
Slika 6.

I kutovi zaokreta stapova kao krutih tijela funkcije su vrijednosti neovisnih transla-
cijskih pomaka. Na dijagramima projekcija pomaka zglobne sheme (slika 4.c.) mozemo
ocitati:

u
Vg = h = —%,
u
Yioay = Y = —%7
. W,y _'(MCL AUz ay
g4y = Yy = y b oh

(dijagrami projekcija pomaka sada su pogodniji od skice pomaka).
Vrijednosti ukupnih momenata na krajevima Stapova zbrojevi su vrijednosti mome-
nata upetosti i vrijednosti momenata izazvanih zaokretima ¢vorova i zaokretima Stapova,

Mi,' m@- M@' 4 2 —6 M@'
=1 | = ke oi |+ | |
Mj,i mN- Mj,i 2 4 —6 Mj,i

Vg
6 Moze se, §tovise, pokazati da se izrazi ne mijenjaju ni pri promjeni koordinatnoga sustava iz £¢ u £n.
[Domaca zadaca! |

(5)

15



pa su u nasemu primjeru:

6
Mz = mi3 = kg (2 Y3 — 61/){1,3}) = kg3 [2 w3 + EU{SA}] ;

6
Mz, = m3; = kg g (4 p3 — 61/){1,3}) = kg3 [4 Y3 + EU{3,4}J )

Ms, = may + MsA = kg (4 w3+ 2¢p4—06 ¢{3,4}) + M{u}
6a —

= kzay | 4e3+ 204 — i U{3,4}] + M3y,
Mysz = mysz+ M4,3 = k34 (2 o3 +4py—6 ¢{3,4}) + M{4,3}

6a _
= k34 [2 w3 +4p, — o u{3,4}] + Mygs,

6
Msy = moy k 2,4y (2 Pa — 6¢{2,4}) = k{4 [2 Pq + 7 U{3,4}] )

6
Mo = mys = kg (4 P4 — 6¢{2,4}) = k4 [4 Y4+ EU{3,4}] .

Momenti na krajevima Stapova izrazeni su sada kao funkcije nepoznanica @3, ¢4 1 g3 4.
Jednadzbe ravnoteze ¢vorova 31 4,

—M3z1— Mzy =0 i — Mz — My3 = 0,
nakon uvrstavanja tih izraza, promjene predznaka i sredivanja postaju

6 k{Lg} _ 6a k{374}
h bh

(4Kpsy +4k@Eay) ws + 2k ea + [ ]u{3,4} — —Msy,

6 k/’{274} _ 6a k{3’4}
h bh

2k o3 + (Akpay +4kpa) pa + [ J ugzay = —Mygs.
Rijec je o sustavu dviju jednadzbi s tri nepoznanice, pa za nalazanje jedinstvenoga rjesenja
nedostaje jedna jednadzba.

U prethodnom smo odjeljku pokazali da su jednadzbe ravnoteze momenata u ¢vo-
rovima skriveni izraz zahtjeva za iS¢ezavanjem reaktivnih momenata u zamisljenim mo-
mentnim spojevima s podlogom. Za tvorbu osnovnoga sistema za proracun pomicnih
sistema uz momentne spojeve dodati treba i veze koje sprecavaju neovisne translacijske
pomake (slika 4.b.). Treca ¢e jednadzba proizaéi stoga iz zahtjeva za iS¢ezavanjem reak-
tivne sile u toj vezi, a taj se zahtjev moze iskazati i kao neki uvjet ravnoteze pogodno
odabranoga dijela sistema.

Cesto je, medutim, dodatnu jednadzbu (ili dodatne jednadzbe, ima li vise neovis-
nih pomaka) lakse izvesti primjenom teorema o virtualnim pomacima u mehanici krutih
tijela koji je, znamo, tek alternativni iskaz uvjeta ravnoteze. Podsje¢amo: nalaze li se
materijalna tocka, kruto tijelo ili sistem krutih tijela u ravnoteznu stanju, zbroj radova
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aktivnih sila na bilo kojim virtualnim pomacima jednak je nuli, i obratno, i za nas ko-
risnije, ako je ukupni rad aktivnih sila na bilo kojim virtualnim pomacima jednak nuli,
tada su tocka, kruto tijelo ili sistem u ravnotezi. U mehanici krutih tijela virtualnim se
pomacima nazivaju zamisljeni ,dovoljno mali” pomaci omoguceni vezama u sistemu.

Pri primjeni teorema o virtualnim pomacima raskidanjem veza geometrijski nepro-
mjenjivi sistem pretvaramo u mehanizam, a sile sto su ih te veze prenosile nanosimo
kao aktivne sile koje rade na omogué¢enim pomacima svojih hvatista. Zglobna je shema
mehanizam s jednim stupnjem slobode. Na njega uz zadane sile djeluju i momenti na
krajevima Stapova—umetanjem zglobova raskinuli smo veze koje prenose te momente,
pa ih treba kao opteretenje nanijeti na nastali mehanizam. Sistem je u ravnotezi ako
(i samo ako) je ukupni rad tih momenata i zadanih sila na bilo kojemu skupu virtualnih
zaokreta i virtualnih pomaka jednak nuli.

Neovisni translacijski pomak, duljinu kojega cemo sada oznaciti s duys 43, odredbeni je

pomak polja virtualnih pomaka, pa su, prema dijagramu projekcija pomaka sa slike 4.c.
(stranica 12.), dodamo li oznakama svih kutova i duljina oznaku virtualnosti 9,

du

Sua = S = ——2,
du

S = S = —— 2,
adu

Sipisay = Stby = %

Vrijednosti su virtualnih pomaka hvatista sila HiP po pravcima njihova djelovanja:

dupg = duyzyy,

. bd {1} . CLbd 6’LL{374}
dwp = S dwy,) =

Ukupni je rad svih momenata i svih sila na tim virtualnim zaokretima i pomacima

(M1,3 + M3,1) 013y + (M2,4 + M4,2) daay + (M3,4 + M4,3) 04,3y
+ Pdwp + Houyg = 0.

Uvrstimo li izvedene izraze za vrijednosti momenata na krajevima Stapova, za vrijednosti
virtualnih pomaka i za kutove virtualnih zaokreta, dobit ¢emo

12 1 12 1
kg1 3y [6 Y3 + N U{3,4}] (_E Z_>U{3,4}> + ko [6904 + A U{3,4}] (_E 5U{3,4}>

12a — N a
+ [k{3,4} [6 w3+ 69y — h U{3,4}J + (M3,4 + M4,3)] (ﬁ 6U{3,4})

b
+ Pt Sy + Hbugy = 0,
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odnosno

k 12 2 12
[%’} [6 o3+ + U{3,4}] - {2’4} [6 s u{3,4}]

a /{7{374}

12a a ,— _
bh [6903+6904——U{3,4}] + — (M3a+ Mygs)

bh bh

ab
+ b_fjp + H] 6U{374} = 0.

Jednakost mora vrijediti za bilo koji duys 4, Sto je moguce samo ako je podizraz u uglatim
zagradama jednak nuli. Nakon izdvajanja nepoznanica, prebacivanja poznatih vrijednosti
iza znaka jednakosti i mnozenja cijeloga izraza s —1 dobit ¢emo

6 ]{3{173} 6a /{3{374}] [ 6 k‘{274} 6a /{3{374}]
[h_bh I YA RS

12 k{1,3} 12 k{2’4} 12 (12 k{374}
2 2 b2 2 U{3,4

a ,— — aby
(Mg + DT P2
pi (Maa+ Mag) + Pomn +

Napisemo li cijeli sustav jednadzbi u matricnom obliku,

- 6k 1,3 6ak 3.4 |
Ak gy + 4k 2k3.0) 2 - b;L }
¥3
6k 2.4 6ak 3.4
2 k3.4 Akgoay + 4 kg4 ;L = bl{z : 7
, ugz,q)
(8 /{:{1,3} B 6a k’{3’4} 6 k?{2,4} _ 6a k{3,4} 12 k{la?)} 12 k{274} 12a k{3’4}
Lk bh h bh h? h? b2z
—M34
_ —Mys :
a abg
E(M3’4+M4’3) + PW + H

vidjet ¢emo da je matrica sustava simetri¢na, a moze se pokazati i da je pozitivno defi-
nitna.

Rjesavanje sustava daje vrijednosti nepoznanica 4 1 ugzqy. Uvrstimo li te vri-
35 {37 }

jednosti i vrijednosti momenata upetosti u izraze za ukupne vrijednosti momenata na

krajevima Stapova, dobit ¢emo i vrijednosti tih momenata.

Primjerice, neka su a=3m, by=3m, by=2m, h=4m i FI=156250 kNm?; fleksijske
krutosti stapova tada su:

ki = 31250,0 KNm, kg = 39062,5 kNm, k4 = 31250,0 kNm.
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Ako je, nadalje, P = 100 kN, vrijednosti su momenata upetosti (tablica 1., stranica 7.)

— Pb, b2
Mg = —5

_ Pu2b
— 480kNm i My = — bg ¢ — 72,0 kNm.

Vrijednost sile H , H = 75 kN, ulazi samo u jednadzbu virtualnoga rada.

Za navedene je vrijednosti sustav jednadzbi, matri¢no,

250000,00  62500,00 18750,00 03 —48,0
62500,00 281250,00 30468,75 o0 | = 720
18750,00  30468,75 61171,875 | |ugs.a 101,4

Njegovo je rjesenje
03 = —3,569 - 107 01 =1521-100" 1w = 0,00169 m,
pa su konacne vrijednosti momenata na krajevima Stapova:

M5 = 56,97 kNm,
My, = 34,67 kNm,
Ms, = —34,67 kNm,
Mys = —122,86 kNm,
My, = 110,98 kNm,
My, = 122,36 kNm.

Sada mozemo nacrtati i kona¢ni momentni dijagram: slika 4.f. na stranici 12.

1.4. Zglobovi i staticka kondenzacija

U dosadasnjemu izlaganju metode pomaka ogranicili smo se na sisteme u kojima su
sve veze izmedu Stapova i sve vanjske veze krute. Elementi od kojih je sastavljen osnovni
sistem tada su obostrano upete grede, a pomaci i zaokreti krajeva stapova jednaki su
pomacima i zaokretima ¢vorova u koje su prikljuceni.

Ako je stap {i, j} sa évorom i spojen zglobno, i-ti kraj Stapa i ¢vor ¢ mogu se neovisno
zaokretati (slika 7.), pa zaokret kraja nece biti jednak zaokretu ¢évora: ¢; ; # ¢;.

Slika 7. Slika 8.

Ako je drugi kraj Stapa krutom vezom priklju¢en u ¢vor j, odgovarajuéi ¢e element
osnovnoga sistema biti jednostrano upeta greda (slika 8.). Izrazi za vrijednosti momenata
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upetosti i za vrijednosti momenata od prisilnih pomaka ,lezajeva” na upetom kraju mogu
se 1 sada izvesti metodom sila [domaca zadaca!] ili rjesavanjem diferencijalne jednadzbe
progibne linije uz odgovarajuée rubne uvjete [navedite ih!].

No, za izvod se mogu iskoristiti i ve¢ poznati izrazi (5) na stranici 15. za vrijed-
nosti momenata na krajevima obostrano upete grede. Kako ¢; ; # ¢;, u te izraze treba
umjesto ; uvrstiti ¢; ;:

Mij = kg (4eig + 205 — 69up) + M,
Mji = kigy (2015 + 495 — 69pp) + My,

Ali kut ¢; j nece biti nepoznanica u sustavu jednadzbi ravnoteze —nepoznanice su samo
kutovi zaokreta ¢vorova, jer je rije¢ o ravnotezi ¢vorova. Treba ga stoga ukloniti iz izraza.
Bududi da je na i-tomu kraju stapa zglob, znamo da je M, ; = 0. Iz prvoga izraza mozemo
stoga ,izvuci” ¢; ;:

1 3 M,
Pig = 59 T 5V — Tk,
i,]
Uvrstavanje u drugi izraz daje
Mj; = kujy (3¢5 — 3¢ugy) + My — 5 M. (6)
Uvest ¢emo oznake
m$, = ki) (3¢5 —3¢us), (7)
M;i = Mj,i — %M@j. (8)

Opisani postupak nazivamo statickom kondenzacijom: izraze za vrijednosti mome-
nata na krajevima Stapa sazeli’ smo primjenjujuéi staticki uvjet — poznatu vrijednost
momenta na jednome kraju. [Statickom kondenzacijom izvedite izraz za ms,; ako su m; ;
i m;; dani izrazom (2) na stranici 13!]

Uz potanji opis nacina uvodenja zglobnih veza u proracun, u sljedeé¢em, ponesto
opseznijem primjeru osvrnut ¢emo se usput na joS neke proracunske pojedinosti. Na
slici 9.a. prikazan je zadani sistem. |[Koliko je puta staticki neodreden? |

Prvi je korak u rjesavanju utvrdivanje nepoznanica. Zapoc¢nimo s kutovima zaokreta.
Cvorovi 6, 7 1 9 upeti su lezajevi, pa su njihovi zaokreti i pomaci poznati. Buduéi da su u
¢vor 8 oba Stapa prikljucena zglobno, rijec je o zglobnom ¢voru; kutovi zaokreta ¢g 4 1 g g
prikljucenih krajeva stapova su, doduse, nepoznati, ali znamo da su Mgy = Mgg = 0.
Cvorovi 1 i 5 na krajevima su prepusta; kutovi 1,2 1 54 zaokreta tih krajeva nepoznati
su, ali su i na njima vrijednosti momenata poznate: M;, =01 M54 = M.

Stapovi {1,2} i {2,3} prikljuceni su u évor 2 krutim vezama, dok je stap {2,6} prikljucen
zglobno. Taj je ¢vor mjeSoviti kruto—zglobni ¢vor, no vrijednosti su momenata na svim
prikljuéenim krajevima Stapova poznati: na kraju zglobno prikljucena stapa {2,6} mora
biti My = 0, na ,upetu” kraju prepusta {1,2} vrijednost momenta je My = —P; {19, a
iz uvjeta ravnoteze momenata u ¢voru neposredno slijedi da je na kraju 2 stapa {2,3} vri-

7 Kondenzacija je, prema ANICEVU Velikom rjecniku hrvatskoga jezika, zgusnjavanje, sabijanje, sazi-
manje.

20



ON(@) ® ; @)
2
a. ® s @ <1 b.
3
B
@) oo ®
iz 34 13,5 7
55
[ 1 i |l
IS o [Yl d.

[Pl12)] ‘Pfu,m

Mso||Msa| |Mas|||M]|

| ]
=]

Slika 9.

jednost momenta My 3 = —My 1 = P {1 ). Cvor 2 mozemo stoga smatrati zglobnim ¢vo-
rom u kojemu se sastaju samo stapovi {2,6} 1 {2,3}, pri cemu je stap {2,3} na ,zglobnomu”
kraju opterecen koncentriranim momentom c¢ija je vrijednost Ms3 = Py £ ). Kako bi

,hovo” djelovanje bilo staticki ekvivalentno ,,starome”, silu P; treba jos prenijeti u ¢vor 2.
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[ u évor 3 dva su stapa, {2,3} 1 {3,4}, spojena krutim vezama, a jedan, {3,7}, zglobno.
Kako je M3 = 0, znamo da mora biti M3y + Ms34 = 0 odnosno M;zy = —Ms 4, ali nam
vrijednosti tih momenata nisu poznate, pa ¢e kut zaokreta @3 biti nepoznanica; pritom
SU w32 = P34 = 3, ali je @37 # V3.

Ostaje ¢vor 4. U njega su sva tri Stapa priklju¢ena krutim vezama; vrijednost My 5 je,
doduse, poznata, ali My 31 My g nisu, te je ocito rije¢ o krutom ¢voru. Kut zaokreta o4 bit
¢e stoga druga nepoznanica. Moment M koji djeluje na slobodnom kraju prepusta {4,5}
mozemo prenijeti neposredno u ¢vor 4 i njegovu vrijednost uvesti u jednadzbu ravnoteze
momenata umjesto vrijednosti My 5.

Primjer pokazuje da se utvrdivanje kutova zaokreta koje treba proglasiti nepoznani-
cama ne svodi na puko prebrojavanje krutih i kruto—zglobnih ¢vorova, no taj je zadatak
ipak razmjerno lako rjesiv. Utvrdivanje neovisnih translacijskih pomaka katkada je nesto
slozenije. Zglobna shema zadanoga sistema prikazana je na slici 9.b. Zglobni stapovi koji
odgovaraju stapovima {1,2} i {4,5} nisu nacrtani—prepusti su staticki odredene podkon-
strukcije ¢ija su djelovanja na ostatak sistema poznata, pa ¢emo u nastavku proracuna
prepuste zamijeniti tim djelovanjima. Zglobna shema sadrzi Cetiri ¢vora i Sest Stapova,
te je

Smin =n-2—-0b=4-2—-6=2;
zglobna shema, dakle, ima barem dva stupnja slobode.

Svi su évorovi samo s po jednim zglobnim §tapom spojeni s podlogom. Cvor 8,
primjerice, moze se zbog toga poceti gibati po pravcu okomitom na stap {8,9}. Spojimo li
ga s podlogom jos jednim stapom koji ne lezi na pravcu Stapa {8,9}, postat ¢e nepomic¢nim
(slika 9.c.), a za dobivenu ¢e shemu biti S = 4-2—7 = 1. Lako je vidjeti da je u toj shemi
mogu¢ jedino zajednicki horizontalni pomak ¢vorova 2, 314, pa je zaista rije¢ o mehanizmu
s jednim stupnjem slobode. Na slici c. pronadeni su trenutni apsolutni polovi svih tijela od
kojih je taj mehanizam sastavljen i nacrtan je dijagram horizontalnih projekcija pomaka.
Duljinu zajednickoga pomaka Cvorova oznacCili smo s wugz34y. Taj je pomak jedan od
neovisnih translacijskih pomaka u sistemu, pa je njegova duljina nepoznanica u proracunu
inzenjerskom metodom pomaka.

Drugi neovisni pomak odredit ¢emo tako da uklonimo prethodno dodani stap i novim
Stapom sprijeCimo prvi pomak—na primjer, ¢vor 2 mozemo horizontalnim Stapom spojiti
s podlogom. Time ¢vorovi 2 i 3 postaju nepomic¢nima. [Zasto i ¢vor 37] Preostali je dio
sheme mehanizam s jednim stupnjem slobode — ¢etverozglobni okvir, pa mozemo naci
trenutne apsolutne polove svih tijela i nacrtati dijagrame projekcija pomaka (slika 9.d.).
Za drugi neovisni translacijski pomak odabrat ¢emo zajednicki vertikalni pomak ¢vorova 4
i 8 cija je duljina na slici oznaCena s wyyzg;. Ta Ce duljina biti cetvrta nepoznanica u
proracunu.

Da zakljucimo: nepoznanice su kutovi zaokreta ¢z i ¢4 te duljine w34y 1 wigy
neovisnih translacijskih pomaka. Osnovni sistem za proracun inzenjerskom metodom
pomaka prikazan je na slici 9.e. Obje veze koje sprecavaju neovisne translacijske pomake
premjestili smo u évor 4. [Zasto to smijemo uraditi? I zasto kosi stap sa slike c. smijemo
zamijeniti vertikalnim? |
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Uvjeti ravnoteze momenata u ¢vorovima 3 i 4 daju dvije jednadzbe za izracunavanje
vrijednosti nepoznanica:

—Mso — M3y = 0,
~Myy — Myg+ M = 0,

Druge su dvije jednadzbe jednadzbe radova na poljima virtualnih pomaka sa slika 9.c. id.:
M672 61/11 + M7’3 6¢ﬁ + M478 5@Z)m + PQ 5@2 = 07
(M374 + M4,3) L/JM + M478 677/Jm + ngg 5’17Dﬂ + P 5&2 = 0.

Odredbeni su pomaci polja virtualnih pomaka neovisni translacijski pomaci. Oznacimo li
njihove duljine s duya 34} 1 dwyygy, bit ¢e, prema slici 9.c., uz dodane oznake virtualnosti,

1
dpj = dubyy = dhqy = — Bugazay,
te, prema slici 9.d.,
o1 o1 L o i S 5 S 5 d
= — = — 1 = — = —— .
Vi v T OWias) m ! 16 Wi4,8}
Sila P, radi na pomacima c¢ije su duljine
_ 1 . 3
6U2 = —61/Jm . 2 = 5 5U{2,374} 1 6@2 = 5¢ﬂ . 2 = —§6W{478}.

U drugomu je mehanizmu zglob sto odgovara ¢voru 2, u koji smo premjestili silu ]317
nepomican, a u prvome se pak mehanizmu odgovarajuci zglob moze gibati samo po
horizontalnom pravcu, dakle, po pravcu okomitu na pravac djelovanja te sile, pa ona ne
radi. Moment M smo s kraja prepusta prenijeli u ¢vor 4. U tvorbi mehanizama ¢vorovi
se pretvaraju u zglobove koji se ne zaokrecu (zaokrecu se stapovi prikljuceni u njih), te
ni moment M ne radi.

U jednadzbama ravnoteze i jednadzbama rada vrijednosti momenata na krajevima
Stapova treba izraziti kao funkcije nepoznanica—kutova zaokreta ¢vorova i duljina neovis-
nih translacijskih pomaka—dodajuci, postoje li, i vrijednosti momenata upetosti. Prvo
¢emo vrijednosti momenata na krajevima izraziti kao funkcije kutova zaokreta krajeva —
koji su, kao Sto znamo, jednaki kutovima zaokreta krutih ¢vorova i krutih spojeva u
kruto—zglobnim ¢vorovima—1i kutova zaokreta Stapova kao krutih tijela:

Mss = m§y + Myy = 3kiogy 3 + My,

Msy = mzy = 4dkiay 03 + 2k3ay 04 — 6 k3430343,
Myz = myz = 2kay 03 + 4kzay s — 6 k34034,
Mso = mg, = —3k6 V6,

M7z = mszy = =3k@n e,
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9.c.id.):

mis + Mys = 3kusy s — 3kpugy Vs + Mys,

Kutovi zaokreta stapova funkcije su vrijednosti translacijskih pomaka c¢vorova
1
Vap = Vv = 1 W(4,8},
1
Ve = i = 1 Uf2,3,4}5
1
¢{3,7} = Uy = 1 Uf2,3,4}5
1 3
Vugsy = Y+ Ym = 1 U{2,3.4) — Ew{4’8}’

1
Ygoy = Y = 7 Vs

pa uvrstavanje u izraze za vrijednosti momenata daje:

Bkpasy 03 + My,

3
4k ay o3 + 2kza) 04 + §/€{3,4} W(4,8)

3
2k 4y 03 + dkizay 04 + Ek{3’4} Wy48},

3

-k
1 {2,6} U{2,3,4},

3
-k
1 {3,7} U{2,3,4},
3 9 — ¢
3kiagyps + Zk{4,8} Uf2,34) + 1_6k{4,8} wiagy + Myg,

3
—k )
4 (8.9} W48}

(slike

Uvrstimo li te izraze u jednadzbe ravnoteze i jednadzbe rada, nakon sredivanja dobi-

vamo sustav:

u kojemu su:

ay1 Qi2 Q13 @14 ¥3 by
Qg1 A22 A23 @24 P4 o by
asy1 az2 asz3 azq4 U{2,3,4} b3
(g1 Q42 A43 A44 W48} by

aiy = 3k + 4kza,
aip = az1 = 2k,

ar3 = asy1 = 0,

3

14 = Q41 = Ek{3’4}’
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aze = 4kiay + 3kug,
3

Q23 = A32 = Z_lk{4,8}7
3 9
= = —k —k
2,4 Q42 5 134} + 16 st
3 3
= —k —k 3k
as,s 16 126} + 16 "B + 16 F{4,8}
9
34 = A43 = 6_4k{4,8}>
3 27 3
= —k — k —k
Q4.4 FRAERY + 256 (4,8} T 16 (8,9}
te:
b1 = _Mi’f,%
b2 = M _MZ,S’
1 1—¢
b3:§P2—1M478,
3 3 —c¢
b4:_§P2_EM4’8.

Uzet ¢emo, jednostavnosti radi, da je EI = const na cijelomu sistemu. Tada su

. 4
kiogy = ksay = ko) = by = kusy =k 1 kg = ¢k

5
Djeluje 1i na zglobnome kraju jednostrano upete grede moment vrijednosti M., tada

je vrijednost momenta upetosti na drugomu kraju M, /2 (slika 10.) [dokazite!]. Stoga je
My, =3P lasy = P2

M.

M.
2

\,

Slika 10.

.. -7 7¢ . - ’ . . .
Vrijednost momenta upetosti M, ¢ izracunat ¢emo prema izrazu (8) na stranici 20.,
uz pomo¢ tablice 1. na stranici 7.:

e 1 | 1 (1 3 3
Mg = Mys — §M8,4 = [_§P2£{4,8}J 3 [g 25{4,8}] TR Pylygy = _ZPQ‘
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Neka su Py = P, = 100kN; tada su My, = 50kNm i Mg = —75kNm. Neka je,
nadalje, M = 50 kNm.

Sustav jednadzbi sada je

i 3
k26 0 Zk
2
ok Tk Sk S || ® 200
1 16 o1 || 1250
u | 68,75
U S A
716" e | ey | 2344
3
3, 33, 9, 1287
27 16" 6t 1280

Njegovo je rjesenje:

B 12,69 B 51,85 " B 93,51 ; w B _161,68
p3 = —k ) Pq = —k: ) (2,34} = —k {48} = 2

a konac¢ne su vrijednosti momenata na krajevima stapova tada:

Ms = 88,06 kNm,
Ms, = —88,06 kNm,
Mys = —9,74 kNm,
Mg = 70,13 kNm,
M5 = 70,13 kNm,
Mg = 59,74 kNm,
Myg = 97,01 kNm.

Momentni dijagram i skica polja pomaka zadanoga sistema dani su na slikama 9.f. i g.
na stranici 21.

[U sistemu prikazanu na slici 4.a. na stranici 12. krute veze u ¢évorovima 1 i 4 za-
mijenite zglobnima. Sto su sada nepoznanice? Napisite izraze za vrijednosti momenata
na krajevima stapova! Sastavite i rijesite sustav jednadzbi ravnoteze i virtualnoga rada!
Nacrtajte kona¢ni momentni dijagram! |

1.5. Prisilni pomaci lezajeva

Kao sto znamo, prisilni pomaci lezajeva mogu u staticki neodredenim sistemima iza-
zvati pojavu unutarnjih sila i reakcija.

Utjecaj zaokreta upetog lezaja lako je ukljuciti u proracun momentima upetosti Sta-
pova ¢iji su krajevi prikljuceni u taj lezaj: ako je ¢; kut zadanoga zaokreta lezaja na i-tom
kraju obostrano upetoga Stapa {i, j}, vrijednosti su momenata upetosti

Mi; = 4dkgjo0 1 My = 2k o (9)
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ako je pak stap jednostrano upet (sa zglobom na kraju j), tada je
-5 C —

Uvodenje utjecaja translacijskih pomaka u proracun cesto je nesto slozenije. Treba,
naime, uociti da je translacijski pomak lezaja novi neovisni translacijski pomak omogucéen
u sistemu, te se njegov utjecaj moze rasprostrijeti na dio sistema, pa i na cijeli sistem.
Taj utjecaj stoga odredujemo s pomocu pomaka zglobne sheme; treba ga pritom odvojiti
od utjecaja ostalih neovisnih translacijskih pomaka.

Primjerice, na temelju zglobne sheme prikazane na slici 11.b. zakljucujemo da je u si-
stemu sa slike a. mogu¢ jedan neovisni translacijski pomak; njegovu ¢emo duljinu oznaciti
sa t(2,3,4y. U proracunu inzenjerskom metodom pomaka nepoznanica je i kut zaokreta 3
¢vora 3. [Nacrtajte osnovni sistem! |

@ 3 @
a. “‘/—i\‘w % — b. ® \
\\
4 «v\\wlll
o \
1,2 \
1,3 !
@ v 23 U{2.3,4}
| X ‘ X ‘ T
1]
@) ©) NG %l
¢ & S
i ®
o/ ! T

Ms,2 || M3 4] | My 3]

e. |M31|/\ /I

-
=)

=]

| M15]

Slika 11.
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Neka je w; duljina zadanoga vertikalnog pomaka lezaja 1, slika 11.c. (To je jedino
djelovanje na sistem.) Sprije¢imo li neovisni pomak, zglobna shema postaje geometrijski
nepromjenivom. Raskidanjem veze koja sprecava pomak po pravcu prisilnoga pomaka
nastaje novi mehanizam za koji mozemo nacrtati dijagrame projekcija pomaka uz inici-
jalni pomak jednak zadanu pomaku (slika 11.d.) te izracunati kutove zaokreta Stapova
kao krutih tijela:

- w1 wq . - wq Wy
Vpgy = ¥y = —F5— = —— 1 Vg = Vi = 57— = o
{2,3} I (23 3 {3,4} M sy 3
Zaokret stapa kao krutoga tijela uzrokuje pojavu momenata upetosti; ako je stap obos-
trano upet,

M;; = Mj; = —6 i gy @E{i,j}a (11)

ako je pak upet jednostrano, na kraju i,

e _

Mi; = =3 ki) by (12)
U naSemu su primjeru prema tome

-5 C

Mz, = —3kps Vs = kes 01,
My = My = —6kgaythpa = —2kpa 0.

Ukupne su vrijednosti momenata na krajevima Stapova:
3
Mz = 2kpgsyps — 6kpay¥pgs = 2kps @3 + §k‘{1,3} U234}

3
Mszy = 4kpzyps — 6kpaYas = 4kas s+ §k’{1,3} (2,34}

- C

3 —c
Mso = 3kpa3y 03 — 3kpas Y3y + Mzy = 3k ¢z + Zk{m} U345 + My,

_ 3 _
M3,4 = 47{2{3,4} Y3 — 6k{3,4} ¢{3,4} + M3,4 = 4k{3,4} Y3 — 5@3,4} U234} + M3,47

- 3 -
Mys = 2k o3 — OkzayVzay + M3y = 2kzayp3 — 516{3,4} U234y + Myg,

jer su, prema slici 11.b.,

1
¢{3,4} = —1/1{1,3} = —¢{2,3} = ZU{2,3,4}-

Uvrstimo li te izraze i izraze za vrijednosti momenata upetosti u jednadzbu ravnoteze
momenata u ¢voru 3,
—Mzy — M3s — M3y = 0,
dobit ¢emo nakon sredivanja
3 3

3
(4 k‘{l,g} =+ 3k{2,3} + 4k{3,4}) p3 + (ék{l,:s} + Z_Lk{Q’S} - §k{3’4}] U234}

= (—k‘{273} + 2]{?{374}) W1 .
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Polje virtualnih pomaka kvalitativno je jednako polju pomaka za koje je nepoznati
neovisni translacijski pomak inicijalan pomak (slika 11.b.). Ako je dugs 343 njegova duljina
toga pomaka, onda su kutovi virtualnih zaokreta stapova
1
4

Uvrstavanje tih izraza i izraza za vrijednosti momenata na krajevima stapova u jednadzbu

Oth = —=dith = —dYy =

5U{27374}.

virtualnoga rada,
(M1,3 + M3,1) |{1} + M3 |{|1} + (M3,4 + M4,3) |{|}} = 0,

nakon sredivanja daje

3 3 3 3 3 3
[iku,s} + Zk{z,:a} - 5@3,4}} ps + [Zk{l,?,} + Ek{z,s} + Zk{3’4}] U(2,3,4}

1
= [4_1 /{3{273} + k{3,4}] W1 .

Za FEI = const dobivamo sustav jednadzbi

47 1 1
— FEI —FI — ElTw,
15 20 [ 3 ] 3
1 )
LTpr 3T pp|ltesy 2 Elw,
2 80 12
odnosno
47 1 1 _
15 20 V3 - 3
Ut fuesn] | 5 |
2 80 12"
rjeSenje kojega je
15 _ 8
Y3 = 194 w1y 1 U234} = 93 W,
pa su vrijednosti kona¢nih momenata na krajevima Stapova
7 _
M173 = —3—1 EI Wy,
11
Ms, = ~ 5 ETwyq,
7 _
M372 = 3—1 EI Wy,
3 _
M374 = _6_2 EI Wy,
4 _
M473 = —3—1 El w1 .
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Ako su ET = 150000kNm? i w; = 1 mm, tada su

3 =12097-107" 1 wupsgy =-91398-10""m

te
M173 = —33,87 kNIIl,

Mz, = —26,61 kNm,
M, = 33,87 kNm,

Ms, = —7,26 kNm,
Mys = —19,35 kNm.

Momentni je dijagram prikazan na slici 11.e.

1.6. Formalizacija inzenjerske metode pomaka
1.6.1. Kinematicka ogranicenja

Kinematickim ogranicenjima nazivamo geometrijske uvjete koje poopcéeni pomaci, kao os-
novne nepoznanice u metodama pomaka, moraju zadovoljiti. To mogu biti zadane duljine
translacijskih komponenata pomaka ili zadani kutovi zaokreta, ali i propisani medusobni od-
nosi nekih pomaka i zaokreta.

Trivijalan su primjer kinematickih ogranicenja lezajni uvjeti: sprijecene ili zadane kompo-
nente prisilnih pomaka po pravcima lezajnih veza. U formalnom smo izvodu ¢injenicu da vrijed-
nosti tih komponenata nisu nepoznanice uvazili rastavljanjem vektora vrijednosti pomaka u na
podvektore ug, s vrijednostima slobodnih, i uy, s vrijednostima zadanih komponenata pomaka.
Odgovarajuce rastavljanje vektora vrijednosti sila q na dva podvektora i matrice krutosti K na

Ks,s Ks,f |:US:| _ {qs]
Kes Kee| [Ue ac’

omogucdilo je izdvajanje podsustava jednadzbi ravnoteze ¢vorova,

Cetiri podmatrice,

Ks,s Us = qg — Ks,@ ug,

na ¢ijoj su lijevoj strani ostale samo nepoznate vrijednosti slobodnih komponenata pomaka.

1.6.2. Jednadzbe kinematickih ogranicenja

U proracunu inzenjerskom metodom pomaka zanemaruju se promjene duljina Stapnih ele-
menata zbog utjecaja uzduznih sila. (Uz to se, kao i ina¢e u okviru teorije malih pomaka, uzima
da se pri savijanju Stapova razmaci ¢vorova ne mijenjaju.) Drugim rije¢ima, pretpostavlja se
da je uzduzna krutost Stapova neizmjerna. Iz osnovnoga teorema kinematike krutoga tijela
(biljeska 5. na dnu stranice 12.) tada slijedi da su ortogonalne projekcije pomaka krajeva Stapa
na njegovu os medusobno jednake (slika 12.a.):

dl =d!. (13)

J
Buduéi da su

dl =dle; 1 dl =dlEy,

1 (2 ’ J J
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Slika 12.

mora biti

I gl
d = dJ,

7
pri ¢emu je (slika 13.)
Ti—w oy =Y . Axig o Ay ;

v+ J = v+
b b bi bi

€ij =

jedinicni vektor na osi Stapa, orijentiran od ¢vora i prema ¢voru j. Uz oznake

o mi—a Am ) Y~y Ay
Cij = 0. . T ! Sij = 0. T
1, 1, 1] 1]
mozemo pisati
€ij = Cijt + SijJ.

Prikazemo li pomake krajeva u komponentnom obliku (slika 12.b.),

di:ﬁi—kﬁi:uiT—i—vij i djzﬁj—i-ﬁj:ujT—i-vjj,

za orijentirane duljine njihovih projekcija na os Stapa dobivamo

Slika 13. Slika 14.
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W g .= . ; m_ 3 S — g
di = di-€j = UjiCij+ Vi 1 dj = dj-€ij = ujcij+vjsij,

Uj

(14)



pa uvjet jednakosti orijentiranih duljina projekcija (14) daje

Wi Cij + Vi Sij = UjCij + UjSij

ili, u obliku pogodnijemu za nastavak price,

Uj; Cj,j + v; Sij —UjCij —VjSij = 0. (17)

Tu ¢emo jednadzbu nazvati jednadzbom (kinematickoga) ogranicenja.

U posebnome slucaju, ako je évor ¢ nepomicni lezaj (prisilni translacijski pomak kojega nije
zadan, tako da su w; =0 i v; = 0), bit ¢e ujc;j +vj8; = 0, §to znaci da su vektori d; i €; ;
medusobno okomiti, odnosno da évor j ,putuje” po okomici na os Stapa (slika 14.).

1.6.3. Sustavi jednadzbi ogranicenja
Okvirna konstrukcija skicirana na slici 15. sastavljena je od pet Stapnoh elemenata, pa

mozemo napisati pet jednadzbi kinematickih ogranicenja:

C1,2 U2 + S12V2 = 0,
C2,3U2 + S23V2 — C23U3 — $2.3U3 0,
Co,6 U2 + S2,6V2 = 0,
C34U3 + S340V3 — C34U4 — S3404 = 0,

Capus — Sa504 = 0,

odnosno, bududi da su ca6 = c12 1 S26 = 51,2,

C12 U2 + 51,2 V2 = 0,
C23U2 + S23V2 — C23U3 — S23U3 = 0,
C12U2 + S1202 = 0,
C34U3 + 834V3 — C34Uq — 3404 = 0,

Ca5U4 — S4504 = 0.

Rije¢ je o homogenu sustavu pet jednadzbi sa Sest nepoznanica. U matri¢nom je zapisu:

[c12 s12 0 0 0 0 U2 0
(Y
C23 S23 —C23 —s23 O 0 2 0
ug
C12 S12 0 0 0 0 =10 (18)
U3
0 0 ¢34 834 —C34 —S34 w 0
0 0 0 0 C45 S4.5 0
L b b _U4 a

Slika 15.
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Taj ¢emo sustav Gauss-Jordanovim eliminacijskim postupkom [24, 53] (uz odabire uporisnih
elemenata pretrazivanjem po stupcima) prevesti u sustav

Lo o _S2lcesssa—caasas) o caasia(caasas — cas34)
34 (C1,2523 — €23512) c3.4C45(C1,2523 — €2,351,2)
01 0 &2 (c2,3534 — C34523) 0 L2023 (c3,4545 — C4553,4) u2 0]
3.4 (C1,2823 — €23512) 3445 (C12523 — C23512) v2 0
s 348 Cas S U Z 0
3,4 3,4 54,5 — C4,5 53,4 =
0 0 1 — 0 e V3
€34 €3,4C45 0
Uy
54,5 ‘0‘
0 0 0 0 1 —= [ V4 ]
C45
0 0 O 0 0 0

koji ima isti skup rjesenja. (U linearnoj se algebri sustavi jednadzbi s istim skupom rjesenja
nazivaju ekvivalentnima.)

Kako ¢ée nas za sada ponajvise zanimati struktura matrice toga ekvivalentnog sustava, za-
pisat ¢emo je sazetije:

1 00 hig 0 hig
0 1 0 haa 0 hag
0 0 1 hga O hse |; (19)
000 0 1 hyg
| 000 0 0 0 |

ta je matrica u Hermiteovu normalnom obliku. Za neku matricu kazemo da je u reduciranome
ili u Hermiteovu normalnom obliku zadovoljava li sljedece uvjete [24, 53]:

1. svi reci, sve komponente kojih su jednake nuli (nul-reci), ako takvih redaka ima, nalaze
se ispod redaka koji sadrze barem po jednu od nule razli¢itu komponentu;

2. u svakome retku, koji nije nul-redak, prva komponenta razli¢ita od nule — uporisna kom-
ponenta—ima vrijednost 1;

3. u stupcu koji sadrzi uporisnu komponentu sve su ostale komponente jednake nuli;
4. nalaze li se uporisne komponente i-toga i (i+1)-og retka u stupcima j; i j;+1, onda je
Ji+1 > Ji-
Stupci s upori$nim komponentama nazivaju se baznim stupcima; u nasem primjeru to su prvi,
drugi, treéi i peti stupac®

Matrica sustava u Hermiteovu normalnom obliku omogucava ,automatsko” odredivanje
broja neovisnih translacijskih komponenata pomaka pa i, u stanovitu smislu, njihovo , prepozna-
vanje”, odnosno, njihov ,,automatski” odabir. Zapocet ¢emo s nesto jednostavnijim primjerom.

8 Napomenut éemo usput da je lako vidjeti da su preostali stupci linearne kombinacije baznih stupaca,
pri ¢emu su komponente tih preostalih stupaca koeficijenti kojima se mnoze bazni stupci, a u linearnu
kombinaciju koja prikazuje neki stupac ulaze samo bazni stupci lijevo od njega. U stvari, isti odnosi
postoje i izmedu stupaca matrice sustava u izvornom obliku; to, medutim, nije lako vidjeti.
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Slika 16.

Za okvirni nosa¢ sa slike 16.a. sustav je jednadzbi kinematickih ogranicenja

u
€12 512 0 0 2 0
(%
€23 823 —C23 —S523 ws | = 0 (20)
0
0 0 ¢34 534 vs

(uzet ¢emo zasad da su c12 # 0 1 ¢34 # 0; o geometrijskoj interpretaciji i razlogu te pretpo-
stavke bit ¢e rijeci kasnije). Gauss-Jordanov postupak daje ekvivalentni sustav ¢ija je struktura

1 0 0 higf | 0
0 1 0 hoy Zi:o, (21)
0 0 1 hga Vs 0
tako da neposredno slijedi
ug = —hygvs,
vy = —ho 43, (22)
uz = —h34v3.

Kao sto vidimo, orijentirane duljine us i v9 komponenata pomaka ¢vora 2 i orijentirana duljina us
horizontalne komponente pomaka ¢vora 3 izrazene su kao linearne funkcije orijentirane duljine v
vertikalne komponente pomaka tog ¢vora, a to znaci da u analiziranoj konstrukciji postoji jedna
neovisna translacijska komponenta pomaka. Na slici 16.b. prikazana je skica pomaka pripadne
zglobne sheme. Neovisna moze biti bilo koja translacijska komponenta. Gauss-Jordanova eli-
minacija, koja se odvija slijéva nadesno, ,odabrala” je posljednju ,, ponudenu” komponentu.

Buduéi da duljina vs odabrane neovisne komponente v3 izrazima (22) odreduje duljine
komponenata o, Uy i u3, neovisna se komponenta naziva i vodecom komponentom pomaka
ili, ¢esce, vodeéim pomakom, dok su ostale tri komponente pratece ili vodene (engleski su nazivi
slikovitiji: master i slave).

Zapisemo li prethodne funkcijske veze u vektorskom obliku,

us —h14 —h14
vy | = v3| —hga| = | —hoa| [v3] = —h. a[vs], (23)
us —h374 —h3,4

odnosi duljina komponenata pomaka postaju jasnije vidljivima, pa mozemo naslutiti i opcéa
pravila: broj neovisnih translacijskih komponenata pomaka jednak je broju stupaca reducirane
matrice koji nisu bazni, neovisne komponente ,odgovaraju” tim stupcima, a komponente pak
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tih stupaca koeficijenti su uz duljine tako odabranih vode¢ih komponenata pomaka u izrazima
za linearne funkcije kojima su propisane duljine prate¢ih komponenata.

Primijenimo li ta pravila na matricu (19), zakljuc¢it ¢emo da okvirni sistem sa slike 15. ima
dvije neovisne translacijske komponente pomaka: cetvrti i Sesti stupac nisu bazni. Nadalje,
tim stupcima odgovaraju ¢etvrta i Sesta nepoznanica— orijentirane duljine vz i v4 vertikalnih
komponenata pomaka ¢vorova 3 i 4. I na kraju, duljine ostalih komponenata pomaka povezane
su s duljinama prethodno odabranih neovisnih komponenata izrazima

uy = —hy4v3 — hyg s,
vy = —hgav3 — hag v, (24
ug = —hg vz — h3g s,
Ug = - 54,6 V4,
ili, u preglednijemu matri¢nu zapisu:
o —h14 —hig —h14 —hig
vl TR L, [T | e e [”3] — [-h4 —h.g [”3]. (25)
u3 —h3 4 —h3e —h3a —hse | LV4 ’ T Lva
ta 0 —hyg 0 —hyg

(Za oblikovanje prethodnoga izraza posljednji smo redak reducirane matrice (19), nul-redak,
morali ,,odrezati” kako bi stupci/vektori h.4 i h.g imali po ¢etiri komponente, isti broj kao i
vektor duljina prateéih komponenata pomaka na lijevoj strani znaka jednakosti.)

Matrica u Hermiteovu normalnom obliku sadrzi nul-retke ako su, algebarskim rje¢nikom,
neki reci izvorne matrice linearne kombinacije drugih nekih redaka. Za okvir sa slike 15. prva
i tre¢a jednadzba u sustavu jednadzbi kinematickih ogranic¢enja (18) medusobno su jednake.
Prva jednadzba, naime, izrazava ograni¢enje koje pripisuje stapni element {1,2} (¢vor 2 moze
se gibati samo po okomici na njegovu os), a tre¢a jednadzba analogno ogranic¢enje koje propisuje
Stap {2,6}. Bududi da osi Stapova {1,2} i {2, 6} leze na istomu pravcu, oba ograni¢enja propisuju
isti moguéi pravac gibanja ¢vora 2—okomicu na taj pravac, pa su stoga i jednadzbe jednake.

,Uklonimo” 1i stap {2,6} (slika 17.), iz sustava jednadzbi kinematickih ogranicenja (18)
ispada treca jednadzba, pa sustav prelazi u

ug
CLQ 8172 0 0 0 0 () 0
c S —c -5 0 0 0
2,3 523 2,3 2,3 ug | _ (26)
0 0 c34 834 —C34 —S34 | |U3 0
0 0 0 0  cup  Sa5 | |ua4 0
| V4 |
Reducirana je matrica sustava sada
1 0 0 higa 0 hig
010 5274 0 Bgﬁ
_ _ ; (27)
0 0 1 hgsa O hsg
000 0 1 hyg



Slika 17. Slika 18.

ta se matrica od matrice (19) razlikuje samo po tome $to ima redak manje —nema nul-retka.
Dakle, odabrane neovisne translacijske komponente pomaka ponovo su vertikalne komponente
pomakéa ¢vorova 3 i 4, a duljine ostalih komponenata opet slijede iz izraza (25).

Sa stajaliSta kinematickih ogranic¢enja i neovisnih pomaka stap {2,6} u okviru sa slike 15.
stoga ne igra nikakvu ulogu. Toénije, jedan od Stapova {1,2} ili {2,6} nema uloge. Naime,
uklonimo li umjesto stapa {2,6} stap {1,2} (slika 18.), jednadzbe kinematickih ogranicenja se,
zbog ca6 = c12 1 S26 = 512, nee promijeniti. Promijenit ¢e se tek, mozda, njihov poredak u
sustavu. Moze se, medutim, pokazati da Hermiteov normalni oblik matrice sustava ne ovisi o
redoslijedu jednadzbi.

Slika 19. Slika 20.

Ako osi stapova {1,2} i {2,6} ne leze na istomu pravcu (slika 19.), kinematicka analiza poka-
zuje da je ¢vor 2 nepomican: okomice na pravce osi Stapova {1,2} i {2,6} dva su razli¢ita pravca,
pa ¢vor ne moze istodobno krenuti po oba. Prema tome, u okvirnoj konstrukciji sa slike 19. pos-
toji samo jedna neovisna translacijska komponenta pomaka. Potvrdit ¢e to i formalna analiza
reducirane matrice sustava jednadzbi ogranicenja. Izvorni je sustav:

[ c12 S12 0 0 0 0 7 |u2 "0

c23 823 —C23 —sS23 O 0 2 0

6 S26 0 0 0 0 5; ~lo]; (28)
0 0 ¢34 834 —C34 —S34 " 0

L0 0 o0 0 a5 sas d|ug| L0
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za razliku od sustava (18), prva i tre¢a jednadzba sada nisu jednake. Gauss-Jordanovim elimi-
nacijskim postupkom dobivamo sustav

L0000 0 lu] o
01000 0 V2 0
00100 hsg ||@]=]o0]. (29)
00 0 1 0 hag Zi 0
L 00 0 0 1 hsg | |4l 0]
Prve dvije jednadzbe daju
ug = 0 i vy = 0;

¢vor 2 zaista je, dakle, nepomican. Matrica u Hermiteovu normalnom obliku ima jedan stupac
koji nije bazni, pa je neovisna jedna translacijska komponenta pomaka, a preostale tri ovise o

njoj:
uz = —hge v,
v3 = —hagvs,
Uy = —h576 V4.

Dodavanjem jos jednoga Stapa izmedu ¢vora 2 i podloge (slika 20.) neovisne se kompo-
nente pomaka ne mijenjaju. Sustav jednadzbi kinematickih ogranicenja prosiruje se jos jednom

jednadzbom:
cl2 812 0 0 0 0 ] 0
c23 S23 —C23 —s23 0 0 Vs 0
€26 52,6 0 0 0 0 ug | _ 0 (30)
Ca7 S27 0 0 0 0 U3 0
0 0 €34  S34 —C34 —S34 Uy 0
L0 0 0 0 s sas | - LY
Reducirana matrica sustava
[ 10000 0 ]
01000 O
00100 ?376 (31)
0 0 0 1 0 hyg
000 0 1 hsg
| 00000 0 |

razlikuje se od matrice u izrazu (29) po dodanome nul-retku. Znamo ve¢ da pojava nul-retka
znaci da su neki reci izvorne matrice medusobno linearno zavisni: komponente prvoga, treceg i
cetvrtog retka matrice u izrazu (30) mozemo shvatiti kao komponente triju vektora u ,ravnini”
razapetoj vektorima we i v, a tri su vektora u ravnini uvijek linearno zavisna.

Tako je matrica sustava (30) kvadratna, on nema jedinstveno rjesenje: vrijednosti ug, vs i ug
ovise o vrijednosti vy, pa ¢emo za svaku na neki na¢in odabranu vrijednost v4 dobiti drugi skup
rjeSenja.
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Slika 21. Slika 22.

Sustav n jednadzbi sa n nepoznanica moze, naravno, imati i jedinstveno rjesenje. Primjerice,
za okvirnu konstrukciju sa slike 21. sustav je jednadzbi kinematickih ogranicenja

€12 S1,2 0 0 0 0 ity 0]
C23 S23 —C23 —s23 O 0 Vs 0
26 526 0 0 0 0 us . 0 (32)
¢34 s34 —cza —ssa | |vs| |0
c37 837 0 0 u4 0
| 0 0 C45 54,5 ] L V4] _O_

Reducirana je matrica sustava sada jedini¢na:

10 00 0O
010000
001 00O
0 00100
000010
000 O0O01

Buduéi da je sustav homogen (sve su desne strane jednake nuli), njegovo je jedinstveno rjesenje
trivijalno rjesenje:
Uy = Vo = U3 = V3 = Ug = vg4 = 0.

To pak znaci da je, prema klasifikaciji koju smo uveli u intuitivnom izlaganju inzenjerske me-
tode pomaka, rije¢ o nepomicnoj konstrukeiji. (Taj zakljuéak mozemo potvrditi kinematickom
analizom pripadne zglobne sheme.)

Nepomicna je i konstrukcija prikazana na slici 22. [ Napisite sustav jednadzbi kinematickih
ograni¢enja! Sto mozete reé¢i o reduciranoj matrici sustava? ]

Pomake sistema sa slike 16.a. analizirali smo uz pretpostavku da su c12 # 0 i c34 # 0.
Vrijeme je da napokon objasnimo geometrijske i kinematicke posljedice njezina neispunjava-
nja. Kako je ¢;; = (w5 — x;)/{y; ), ta ée vrijednost biti jednaka nuli (i, istodobno, s;; =
(y; — vi) /€y = £1) ako je Stap {i, j} vertikalan. Duljine stapova se, prema pretpostavci, ne
mijenjaju, pa se gornji ¢vor vertikalnoga Stapa ne moze ni spustiti ni podignuti; drugim rije¢ima,
duljina ¢e vertikalne komponente pomaka takvoga ¢vora biti jednaka nuli.
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Slika 23. Slika 24.

Za konstrukciju sa slike 23., s vertikalnim stapom {1, 2}, izvorni je sustav jednadzbi kine-
matickih ogranic¢enja

0 1 0 0 2 0
v
€23 823 —C23 —823 2| = 0
u3
0 0 34  S34 0
k) ? /l}3
Druga jednadzba reduciranoga sustava,
10 0 hig]|"2 0
010 o]”=]o],
_ u3 0
0 0 1 hga Vs

potvrduje da je vs = 0. Kao i u sistemu sa slike 16.a., vodeéa je komponenta vs, ali je prate
samo komponente w9 i u3.

Ako je stap {3,4} vertikalan, kao u konstrukeciji sa slike 24., jasno je da v3 ne moze biti
vodeé¢a komponenta pomaka. Izvorni i reducirani sustav jednadzbi ograni¢enja sada su:

Uz Uz

c12 si2 O 0 10 -1 0 0

1 0 -1 0 22 —lo i 0 1 has 0 ZQ ~lo

o 0o o -1||° 0 oo o 1||° 0
VU3 v

1z trece jednadzbe reduciranoga sustava odmabh slijedi o¢ekivana vrijednost v = 0. U reducira-
noj matrici treéi stupac nije bazni, pa je vodeéa komponenta pomaka komponenta uws. (Buduéi
da je stap {2, 3} horizontalan, bit ¢e ug = ug, $to nam prva jednadzba reduciranoga sustava i
daje.)

1.6.4. Kinematicka kondenzacija

Za konstrukciju sa slike 15. na stranici 32. kao vodeCe smo translacijske komponente po-
maka na temelju strukture reducirane matrice sustava jednadzbi kinematickih ogranicenja (19)
odabrali komponente v3 i v4. Uz poznate duljine tih, vodeéih komponenata, duljine su prateéih
komponenata ug, U2, u3 i w4 odredene skalarnim izrazima (24) ili vektorskim izrazom (25) sa
stranice 35., a to znaci da se u sustavu jednadzbi ravnoteze ¢vorova kao nepoznanice trebaju
(i smiju) pojaviti samo orijentirane duljine vodeé¢ih translacijskih komponenata pomaka i, na-
ravno, kutovi zaokreta ,,slobodnih” é¢vorova. Kutovi zaokreta ¢vorova neovisne su nepoznanice,
pa ¢emo i zaokrete, iako ih niSta ne prati, svrstati u vodeée pomake.
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Kinematicka je kondenzacija formalizirani postupak ,uklanjanja” vrijednosti prate¢ih kom-
ponenata pomaka iz jednadzbi ravnoteze primjenom uvedenih kinematickih ogranic¢enja, uz
odgovarajuc¢e smanjivanje broja jednadzbi u sustavu.

Za konstrukciju sa slike 15. vektor je nepoznatih vrijednosti poopéenih pomaka
T
us = [UQ V2 Y2 U3 V3 @3 Us U4 904] .

Veza izmedu vrijednosti vodeéih pomaka, sadrzanih u vektoru

v

T
U, = [902 U3 P34 904] )

i komponenata vektora ug dana je izrazom

g 0 —hiqy 0 —hig O
V9 0 —h274 0 —h276 0
9 1 0 0 0 Of g2
u3 0 —h3a 0 —hzg O | wvs
vl =10 1 0 0 0f]|ws]- (33)
w3 0 0 1 0 0f | v4
Ug 0 0 0 —hgg 0] L¥a]
. O 0 0 1 o0
Leel o0 0 0 1
Stenografski matriéni zapis izrazava, naravno, opéi slucaj:
u; = Cu. (34)

S teorijskoga i edukacijskog gledista (ali ne i sa stajaliSta programske realizacije) pogodno je
promijeniti redoslijed nepoznanica u vektoru us uz odgovarajuc¢u permutaciju matri¢nih redaka:

1 |10 0 0 0]

o 0 1 0 0 0
2o o 01 o |[®]
V4 V3
oi | = |0 0 0 0 1ot
U9 0 —h1,4 0 —h176 0 V4
V2 0 —hoy O —hgg 0 | Lpal
u3 0 —hsg 0 —hgg O

L%l 0 0 0 —hug O |

odnosno,

pri cemu je u naSem primjeru
cv=P =0 ~h.y 0 —hg 0].

Na taj su nac¢in sadrzaj i struktura matrice C preglednije prikazani i, posebice, istaknuta je veza
sa stupcima reducirane matrice sustava jednadzbi ogranicenja (bez nul-redaka).
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Uzet ¢emo da prisilni pomaci nisu zadani. U tom je slucaju sustav jednadzbi ravnoteze,

zZnamo,
Ks,s Us = (. (35)

Ako je mg broj vrijednosti nepoznatih slobodnih komponenata (poopéenih) pomaka, sustav
ima ms jednadzbi, te je matrica K¢ tipa mg x ms.

Uvrstavanjem desne strane izraza (34) dobivamo
KssCui = q,. (36)

Ako vektor uy sadrzi mY vodeé¢ih komponenata pomaka (ukljuc¢ujuéi zaokrete ¢vorova), ma-
trica C je tipa mg x my, pa ¢e tipa mg x m biti i matrica Kg¢C:

[ms x msg] [ms X m;’] = [ms X m;’]
N—

Kako je mY < msg, sustav (36) sadrzi vise jednadzbi nego §to je potrebno za nalazenje vrijednosti
nepoznanica. (Za okvir sa slike 15. su mg =9 1 m) =5, pasu K tipa 9 x 9, C tipa 9 x5 i
K;sC tipa 9 x 5; sustav, prema tome, sadrzi 9 jednadzbi s 5 nepoznanica.)

Broj jednadzbi smanjit ¢emo tako da u (36) podizraze s obje strane znaka jednakosti
pomnozimo slijéva matricom CT:

C'K.sCuw! = C'q,. (37)
Matrica CTKS7SC bit ée tada tipa
[my x mg] [ms xm{] = [m x m{],
S—————
a vektor CTq, imat ée
[my x mg|[mg x 1] = [my x 1]
~——o

komponenata, tako da ¢ée sustav (37) sadrzavati m jednadzbi s mY nepoznanica. (U naSem je
primjeru matrica CT tipa 5 x 9, pa je matrica CTKS7SC tipa 5 x 5, odnosno, sustav ima 5
jednadzbi.)

K tomu jos, Sto je gotovo jednako vazno, mnozenjem matrice Kg¢C slijéva matricom ct
oc¢uvali smo simetriju matrice sustava.

Prikazani formalni ,izvod” izraza (37) moZemo obrazloziti primjenom virtualnoga rada.
Neka je duy vektor po volji odabranih vrijednosti poopcenih virtualnih pomaka po pravcima
vodeéih pomaka. Izrazom

dug = Cduf (38)

zadat ¢emo vrijednosti poopcenih virtualnih pomaka po pravcima pomaka ¢ije su vrijednosti
sadrzane u vektoru ug, drugim rije¢ima, po pravcima svih nepoznatih pomaka. (Veza izmedu
vektora dug i duy ista je kao veza izmedu vektord ug i uy.)

Skupu vodecih pomaka pridruzit ¢emo sustav sila q tako da virtualni rad tih sila na poma-
cima s vrijednostima du! bude jednak radu sustava sila g, na pomacima cije su vrijednosti dus:

A% T v
[6us] qds = 6"3 qs-
Zamijenimo li s desne strane znaka jednakosti dug sa Cduy,
v T A% v
[6us] ds = [C 6us]T ds;
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uz [Couy]" = [suy]" €T dobivamo

[5u]" ay = [su]'C"q,

Bududi da ta jednakost mora vrijediti za svaki duy, slijedi

q;/ = c’ qs-
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2. Relaksacijski postupci

AGATHA: ... everything is irrevocable,
Because the past is irremediable,
Because the future can only be built
Upon the real past.

T. S. Eliot: The Family Reunion

Clanak Izracunavanje visestruko staticki neodredenih sistema pomocu postepenih apro-
ksimacija, objavljen 1923. godine [16], Konstantin Calisev® zapocinje obrazlozenjem mo-
tivacije i svrhe primjene iteracijskih postupaka u stapnoj statici:

,Da se odrede suvisne nepoznanice staticki neodredenih sistema, obic¢no se postavi
potreban za to broj linearnih jednadzbi, koje dobivamo na osnovi promatranja deforma-
cije toga sistema. Broj ovih jednadzbi mora da odgovara broju nepoznanica. Cesto se
moze desiti, da je ovaj broj tako velik, da je prakticki nemogudée direktno rijesenje [sic|
dobivenih jednadzbi.

Zgodnim izborom suvisnih nepoznanica na temelju razli¢itih ujednostavnjujucih pret-
postavaka, iskoriS¢enja uvjeta simetrije i t.d. moze se znatno umanjiti broj nepoznanica
i katkada se dobiva sistem jednadzbi, koji se daje uporabom narocitih nacina rijesiti
razmjerno jednostavno.

Ako je nakon sviju ujednostavnenja [sic] broj jednadzbi ipak prilicno velik, zgodno je
da se upotrijebi na¢in postepenih aproksimacija.”

Calisev je, ¢ini se, bio prvi koji je, pocetkom dvadesetih godina, primijenio iteracijski
postupak u rjesavanju okvirnih konstrukcija. U [73] Timosenko pise: ,Tijekom iducega
semestra Hardy Cross je prikazao svoju metodu prora¢una okvirnih konstrukcija. Nikada
nisam c¢uo o Hardyju Crossu, ali sam odmah uocio da je njegova metoda vrlo blizu
Calisevljeve metode, koju sam dobro poznavao, i prikaz koje je bio objavljen u Zagrebu

9 Rodio se godine 1888. u Kupjansku u Rusiji. Na Visokoj tehnickoj koli u Kijevu diplomirao je gra-
devinarstvo 1911. god. Nakon Prvoga svjetskog rata bio je asistent na Akademiji znanosti u Kijevu, ali
se sa sluzbenoga putovanja u Njemacku 1919. god. nije vratio u Sovjetski Savez. U ozujku 1921. god.
postaje asistentom profesora Stjepana Timosenka (takoder emigranta iz Sovjetskoga Saveza) na Katedri
za tehnicku mehaniku Tehnicke visoke skole u Zagrebu (osnovane 1919. god.). Disertacijom naslovljenom
Jednostavan nacin izracunavanja okvirnih nosaca doktorirao je u travnju 1922. god. Kao docent, a
potom kao izvanredni i, od 1930. god., kao redoviti profesor predavao je Nauku o ¢vrstoci/Otpornost
materijala, Ispitivanje gradiva, Teoriju konstrukcija/Gradevnu statiku i Teoriju elasti¢nosti na Tehnicko]
visokoj §koli, Tehnickom fakultetu (uspostavljenom 1926. god. prikljucenjem Visoke skole zagrebackom
Sveucilistu) te na Arhitektonsko-gradevinsko-geodetskom fakultetu (nakon podjele Tehnickoga fakulteta
na samostalne fakultete 1956. god.). Do odlaska u mirovinu godine 1958. vodio je Zavod za ispitivanje
gradiva (koji je godine 1920. osnovao profesor Timosenko). Umro je u Zagrebu 1970. godine.
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prije gotovo deset godina. Ocito se tu nije radilo o plagijatu, jedino o dilemi tko je bio
prvi” CaliSevljev je rad, naime, presao granice Kraljevine Jugoslavije tek godine 1936.
kada je u njemackom prijevodu predstavljen na kongresu IABSE-a u Berlinu.!

U c¢lanku [15] Calisev je opisao ,kako se jednostavno mogu odrediti sporedna na-
prezanja kod resetkastih nosaca, koja nastaju uslijed krutosti spojeva u ¢vorovima, ako
primjenimo [sic] na njih metodu postepenih aproksimacija”, a u [16] je pokazao ,kako
se moze primjeniti isti na¢in kod izracunavanja okvirnih konstrukcija.” U prikazu ,hoda
proracunavanja’ slijedit ¢emo izlaganje u drugome ¢lanku, uz prilagodbu predznaka te
osuvremenjivanje i usuglasavanje oznaka.

2.1. Postupak K. Caliseva za nepomiéne sisteme

Rjesavamo sustav jednadzbi inzenjerske metode pomaka:

,Pod djelovanjem vanjskih sila ¢vorovi nosaca zaokrenut ¢e se u opéenitom slucaju za
neke kutove ¢, i uz to pomaknuti za veli¢inu u, koja je za sve ¢vorove grede zajednicka.
(Kako je veé¢ spomenuto bilo, promatramo samo deformaciju uslijed savijanja Stapova i
zato ne uzimamo u obzir pomaknucéa uslijed stlacivanja ili rastezanja Stapova.) Rastavit
¢emo nasu zadacu u dva dijela. U prvom dijelu odredit ¢emo momente na krajevima po-
jedinih Stapova, koji nastaju uslijed djelovanja vanjskih sila, te ¢emo uz to pretpostaviti,
da je jedan évor nosaca spojen sa ¢vrstim tlom jos pomoc¢u horizontalnog stapa (Stap A,
sl. 25.a.), te ¢e radi toga pomaknuée u biti jednako nuli.

U drugom dijelu odredit ¢emo momente, koji nastaju pod djelovanjem same horizon-
talne sile (sl. 25.b.), koja je jednaka i protusmjerna sili u stapu A.”

77

Slika 25. Iz ¢lanka K. Caliseva

Naime, prema principu superpozicije stvarno stanje sa slike 26.a. mozemo prikazati
zbrojem stanja prikazanih na slikama 25.a. i b. Svako od tih stanja mozemo neovisno

10° 0 dubini jezitnoga jaza ponesto govori navod naslova rada [16] u [39]: Izracunavanje visestruko statici
neodredenik sistemy pomocu postepenik aproksimacija.
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Ufe,m,n}

Slika 26.

proracunati!’ U prvome dijelu proracunavamo nepomicni sistem (slike 25.a. odnosno,

precrtano, 26.c.) koji nastaje tako da u zadanom sistemu (slika 26.a.) dodanom vezom
sprijecimo moguci translacijski pomak ¢vorova prikazan na slici 26.b.

,Promatrat ¢emo sada proracunavanje sistema urisanog na slici 25.a. t.j. uz pretpos-
tavku, da su centri ¢vorova nepomi¢ni. Da ujednostavimo tu zadac¢u odredit ¢emo najprije
za svaki Stap momente HQ,O na krajevima uz pretpostavku, da su krajevi upeti.” Prvi
je korak rjeSavanja nepomicnoga sistema, prema tome, isti kao u inzenjerskoj metodi
pomaka: uvodimo osnovni sistem u kojemu su sprijeceni zaokreti ¢vorova (slika 26.d.) te
utjecaj zadanih djelovanja obuhva¢avamo momentima upetosti. Ograni¢it ¢emo se zasad
na sisteme u kojima su svi ¢vorovi kruti.

Bududi da je sistem nepomic¢an, momente u Stapovima, osim zadanih djelovanja, uz-
rokuju jos samo zaokreti ¢vorova u koje su Stapovi prikljuceni, pa je ukupna vrijednost
momenta na kraju ¢ Stapa {i, j} dana poznatim izrazom (izraz (1) na stranici 10.):

M;j = myj(pip;) + Mij = dkgjyo + 2k 05 + My (40)

»Ako izlué¢imo iz nase konstrukcije” i-ti ¢vor, ,onda na njega djeluju [...] momenti,
koji su jednaki i protusmjerni momentima na krajevima Stapova” i, mozda, vanjski kon-
centrirani moment s vrijednoséu M;. Iz uvjeta ravnotezja izlucenog ¢vora dobivamo,
da je”

Zji(_Mi’ji) + M; = 0.

1 Rastavljanje zadaée u dva dijela odgovara formulaciji inzenjerske metode pomaka koju je A. Bendixsen
objavio 1914. godine. Danas uvrijezeno oblikovanje sustava jednadzbi u kojima se kao nepoznanice
pojavljuju i kutovi zaokreta ¢vorova i (orijentirane) duljine pomaké razradio je A. Ostenfeld ,tek” 1921.
godine [39].
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»Znak > proteze se na sve krajeve Stapova, koji pripadaju jednom évoru.” Drugim
rije¢ima, j; oznacava ,druge krajeve” svih onih stapova kojima je ¢ jedan kraj.

Uvrstimo li izraz za M, j, i oznakom 9); obuhvatimo zbroj vrijednosti svih poznatih

momenata,
m; = M, M;, 41
2, (FMig) + (41)
jednadzba ravnoteze momenata u ¢voru ¢ poprima oblik
(2, 4hian) &0 — 2, 2k i + M = 0. 42
<Z]1 { ’.71} SD Z‘h { 7.]2} SO]% + ( )

~Kuteve ¢, moramo odabrati tako, da zadovoljavaju jednadzbu (42) za svaki ¢vor kon-
strukcije. Ovu zadacéu rijesavamo [sic] putem postepenih aproksimacija.”

Rjesavanje postupnim ili uzastopnim aproksimacijama znaci, ukratko, sljedece:

Umjesto da istodobno zadovoljimo sve jednadzbe tako da sve ¢vorove istodobno za-
okrenemo za ,prave” kutove (Sto je metafora za rjesavanje sustava direktnim postupkom
poput Gaussove eliminacije), zaokretat ¢emo ¢vor po ¢vor zadovoljavajuéi time u svakom
od njih zasebice uvjet ravnoteze momenata. No, zaokret ¢vora ¢, osim na i-tom kraju
stapa {i,7;}, uzrokuje moment i na kraju j;, s vrijednoséu

mj,i (i) = 2k gy i,

pa ¢e uravnotezenje ¢vora ¢ narusiti ravnotezu koju smo mozda ve¢ ostvarili u ¢voru j;.
Morat ¢emo se stoga vracati u ¢vorove koje smo ve¢ jednom, dvaput, triput, ... uravno-
tezili— postupak je iteracijski.

,Pocinjemo sa onim ¢vorom, gdje ocekujemo najveéu, po apsolutnoj vrijednosti, veli-
¢inu ¢,.” Neka je to ¢vor m. Ako su zaokreti svih ¢vorova osim ¢évora m sprijeceni
(slika 26.e.), tj. ako je ¢; = 0 za j # m, jednadzba ravnoteze momenata u tom ¢évoru
postaje

7

GO N
4 ij k{m’jm}

. . 1 ., o .. o
Zaokrenemo li, dakle, ¢vor m za kut ¢£n), momenti ¢e u tom c¢voru biti u ravnotezi.

Medutim, kako je uvjet ravnoteze momenata zadovoljen u ¢voru m, ali ne i u ostalim
¢vorovima, dobili smo tek prvu pribliznu vrijednost kuta, pa smo oznaci ¢,, kao gornji
indeks dodali (1). U opéem ¢emo slucaju pribliznu vrijednost kuta ¢; dobivenu nakon n;

Iz te je jednadzbe
(43)

. s o (n2)
uravnotezenja oznaciti s ¢; .

Prelazimo na neki drugi ¢vor, primjerice £. Ponovo je najpovoljnije odabrati ¢vor u
kojem ,,ocekujemo najvecu, po apsolutnoj vrijednosti, velicinu ¢”. Cvor m zaokrenut
. 1) 4. . . o o .
je za kut o/, ali éemo njegov dalji zaokret sprijeciti. Sada su sprijeceni zaokreti svih
¢vorova osim ¢vora ¢ (slika 26.f.), pa je jednadzba ravnoteze momenata u tom ¢voru:

_<42j£k{€,jg}> 0o — 2kpm oY + My = 0;
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uocite utjecaj kuta zaokreta gpﬁ). Slijedi:

(0)
o _ My
425,k

gdje je

93?@0) = —2 k{am} QOSL) + M.
(n5)
. J
dolasku u ¢vor i. (Cvorove ne treba ,obilaziti” uvijek istim redoslijedom, pa u opéem
slucaju n; nece biti jednaki u svim ¢vorovima.) Kako smo uravnotezenjem susjednih

¢vorova narusili ravnotezu u ¢voru ¢, zbroj vrijednosti momenata koji na nj djeluju nece
biti jednak nuli:

Neka su u nekom kasnijem koraku ¢ priblizne vrijednosti kutova pri ponovnom

(ni) (n5;) _ (ni).
—(423.1_/{?{@];}) @ = Zjﬂk’{m}% + M = I (44)

& . “oee . . n; . . .
neuravnotezeni moment, ¢ija je vrijednost fmg ’), nazivamo rezidualnim momentom

Prave vrijednosti koje zadovoljavaju jednadzbu (42) razlikuju se od kutova gpgno) za pri-

raste Ap,:

Oduzmemo li od te jednadzbe jednadzbu (44), dobivat ¢emo

(nji) (n4)

Da ¢vor ¢ ponovo uravnotezimo, sprijecit ¢emo, kao i ranije, daljnje zaokretanje svih
ostalih ¢vorova, a njega dodatno zaokrenuti, pa je prirast kuta potreban za uravnotezenje

. om")
AgOgnH_l) _ 7 7 (46)
425k

tako da je priblizna vrijednost kuta zaokreta ¢vora i zaokreta nakon n;+1 uravnotezenja

3 3

Kako pri svakom uravnotezenju ¢vora izracunavamo samo prirast kuta zaokreta, iteracija
je relaksacijska.
. 1) . 1 . . . . , . < -
Izrazi za gpﬁn) i <p§ ) samo su posebni slucajevi opéega izraza (46): na pocetku proracuna
0)
1

svisu ¢; = 0, pa iz izraza (47) neposredno slijedi gpél) = Agpgl); izraz (44) za i = m

. 0 . . o . 0 . .
daje my = IM,., a nakon prvoga uravnotezenja ¢vora m u izraz za Qﬁé ) osim M, ulazi

i utjecaj kuta gog,}b).

12 Opéenito se neuravnotezene sile nazivaju rezidualnim silama ili, kraée, rezidualima. Prema ANICEVU
Velikom rjec¢niku hrvatskoga jezika rezidualan je .koji ostaje, preostaje, koji je zaostao; ostatni, preostali,
zaostali”.

47



Jednadzbu (45), koja je istoga oblika kao (42), nazivamo rezidualnom jednadzbom. In-
dukcijom se, pomocu izraza (44) te (47) i (46), napisanih za o™ i Ap!™ iz M = 9,
moze pokazati da je

M = Y 2 Ap” (48)

pri cemu zbrajamo priraste kutova zaokreta ¢vorova koji su uravnotezeni nakon posljed-
njega uravnotezenja cvora .

Poredamo li jednadzbe (42) redoslijedom kojim smo numerirali ¢vorove te uvedemo oznake
aj; = Zji Ak Qi = g0 =2kg gy 1 b =M, u Calisevljevu éemo postupku lako prepoz-
nati Gauss—Seidelov iteracijski postupak rjesavanja sustava linearnih jednadzbi. Prema mate-
matickoj teoriji iteracijskih postupaka [58], taj postupak konvergira ako je sustav strogo dijago-

nalno dominantan (|a;;| > > . ; |aij,| za sve ) ili ako je nesvodivo dijagonalno dominantan (ne

Ji 71
moze se rastaviti na dva neovisna sustava i |a;;| = >, ; [ai | za sve i, uz >’ za barem jedan i).
U jednadzbi (42) koeficijent uz ¢; dva puta je veéi od zbroja ostalih, pa je ocito da je sustav
jednadzbi ravnoteze momenata u ¢vorovima strogo dijagonalno dominantan. StoviSe, moze se

pokazati da brzina konvergencije ovisi o omjeru |a;;|/ > ; |ai j,|; omjer 2 moze se smatrati vrlo

ji 71
povoljnim, tako da ,,[v]e¢ druga aproksimacija daje obiéljao za prakti¢nu svrhu dovoljnu tocnost”.

U uvodu ¢lanka Calisev istice: ,Kao glavnu zadaéu kod proracunavanja okvirnih
konstrukcija smatrat ¢emo odredivanje momenata, koji djeluju na krajevima pojedinih
Stapova.” A ipak, u njegovu su postupku nepoznanice kutovi zaokreta ¢vorova, a vrijed-
nosti momenata izracunavaju se naknadno, posredno— priblizne vrijednosti momenata
na krajevima Stapova dobivamo uvrstavanjem konacnih pribliznih vrijednosti kutova u
izraz (40). Da se vrijednosti momenata na krajevima Stapova nepomicnoga sistema mogu
izravno izracuna(va)ti nekoliko je godina kasnije uocio Hardy Cross [13, 14].

2.2. Crossov postupak

Metoda Hardyja Crossa postala je vrlo ragirena u Americi, mozda ¢ak i previse. Studenta
dakako treba pouciti kako se primjenjuje metoda, ali to nije dovoljno. On treba razumjeti
i zbog Cega metoda vodi rjeSenju. On treba znati da se metoda sastoji od uzastopnih
aproksimacija rjeSenja sustava linearnih jednadzbi. Ali u americkim Skolama u to vrijeme
poducavali su uglavnom kako se ra¢una, a ne zbog ¢ega proracun vodi rjesenju.

S.P. Timosenko: As I Remember [73]

Vezu s Crossovim postupkom Calisev je opisao u udzbeniku [17]: ,,Odredivanje kutova
Y, ima zapravo prolazno znacenje. Svakoj promjeni ¢, odgovara promjena momenata
koji djeluju na krajeve stapova. Iz osnovne formule (40) za momente koji djeluju na
krajeve Stapa vidimo da promjena kuta ¢, zaokreta ¢vora ¢ ima za posljedicu promjenu
momenata, koji djeluju na krajeve stapova, koji pripadaju tom ¢voru za veli¢inu

4 ki gy (ns)
i (49)
Zsi 4 k{ivsi}

i da se na protivnim krajevima tih Stapova moment promijeni za veli¢inu

AMI'(,?ZH) = 4k Mgt = -

AM™HD = 2k, 0 A ™) = LAp Y, (50)

Jist BV
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[...] Prema tome brojc¢ano izracunavanje kutova ¢, mozemo izostaviti, te racunati dodatne
momente prema formulama (49) i (50), kako to ¢ini prof. Cross.”

Prve jednakosti u izrazima (49) i (50) ,slijede” iz izraza (40) zato $to su pri urav-
notezenju ¢vora ¢ zaokreti svih ostalih ¢vorova sprijeceni, pa su Agoz_” = 0. Drugu

jednakost u (49) dobivamo uvrstavanjem izraza (46) za Ago{nﬁl}

Zbroj koeficijenata krutosti svih stapova koji su u nj prikljuceni,

ki = Zﬁ“{m}? (51)
nazvat ¢emo koeficijentom krutosti ¢vora i, a razlomak
Ak g
[ij, = % (52)

razdjelnim koeficijentom u évoru i za Stap {, j;}. Ocito je

ij‘ Hig =1

Sada je
AMSED =, M), (53)
pa je lako vidjeti da je
(n;+1) (n4)
Z AMGTY = o

odnosno

—Z AMD 4ot — . (54)

0.7

tenzitet Jednak intenzitetu rezidualnoga momenta ‘Jﬁi , & smisao vrtnje suprotan, te ga
razdijelimo na prikljucene stapove u omjeru njihovih krutosti (slika 27.). Crossov se pos-
tupak stoga naziva i postupkom razdiobe momenata ili postupkom raspodjele momenata.

mim) AM<n +1) Dﬁw
— D — = (’)3 —.,
()| = |
| AM(%H)r’l\
Slika 27.

Izraz (50) pokazuje da nakon uravnotezenja ¢vora i treba na drugi kraj svakoga pri-
kljucenoga stapa dodati moment cija je vrijednost jednaka polovini vrijednosti momenta
s kraja . Kazemo i da ,prenosimo pola momenta” pa je 1/2 prijenosni koeficijent.

Proracun razmjerno brzo konvergira, posebice ako se uvijek uravnotezuje ¢vor u ko-
jemu je intenzitet rezidualnoga momenata najveé¢i. Nastavljamo ga sve dok vrijednosti
neuravnotezenih momenata ili vrijednosti momenata koje se prenose ne postanu dovoljno
male da se mogu zanemariti.
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I Crossov je postupak relaksacijski, jer pri svakom uravnotezenju izra¢unavamo pri-
raste vrijednosti momenata. Konacne vrijednosti momenata dobivamo tako da na svakom
kraju zbrojimo vrijednosti svih momenata —momenata upetosti, raspodijeljenih i prene-
senih momenata—koji su se na njemu pojavili.

2.2.1. Primjer

Postupak ¢emo detaljnije prikazati na primjeru sa slike 28. Crossov je postupak, kao
i u prethodnom odjeljku opisani ,,prvi dio” Calisevljeva postupaka, primjenjiv samo na
nepomicne sisteme. Zelimo li rijesiti sistem u kojem postoji moguénost translacijskih

P @) 3EI 2) t
I N
(1) 2B |1) 4ET () )
Slika 28.
q1
T T
g
MMMM%

Slika 29.

50



pomaka, proracun treba provesti, kao sto CaliSev navodi, u dva dijela. U prvome dijelu
rjeSavamo nepomicni sistem koji nastaje tako da dodanim vezama, najcesé¢e s podlogom,
sprije¢imo sve pomake (slika 29.).

Prorac¢un provodimo na shemi sistema prikazanoj na slici 30. U kvadratiée (ili kruzice)
u ¢vorovima prije pocetka proracuna unosimo, prema prikljuc¢enim Stapovima, razdjelne
koeficijente. Na krajeve greda i stupova upisujemo vrijednosti pripadnih momenata upe-
tosti, a potom, slijedom kojim se javljaju u proracunu, vrijednosti raspodijeljenih i pre-
nesenih momenata.

Koeficijenti krutosti stapova su:

E 2FET
k{ol,ll} - 4— - 0,24 E[, ]{3{02712} = —4 2 - 0,48 EI, k{03713} - 0,24 EI,

? Y

~ N~

E
Ki1z,20y = 28 = 0,36 £1, k1,2, = 0,36 1,

0,60 0,60
| P
0,40 26,1 —26,1 0,40
PR E— PR E—
—4,2 | ~—
-84
| — T | — T
0,75 2167 N\.0:27
| P | g° g" | P KOD"
0,25 83 ~—— —16,7 0.20 52,3 -52.3 0,18
- : 167 —+ 83
PR E— R — - R —
—26,3 —10,5
26,3 L - -5,2
| — T | — T | — T
Slika 30.
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2FE1

k{11712} - 2—8 - 0771 E[’

Y

4ET
k{12’13} - W - 0,71 EI,

Y Y

pa su koeficijenti krutosti ¢vorova i razdjelni koeficijenti:

u ¢voru 1y:

]{le = 4]{}{01’11} +4k’{11712} = B,SOE[,

H11,00 =

H1y,19

u ¢voru 1o:

ki, =
K1z =
H1s,05 =
His15 =

Hip,2, =

u ¢voru 1s:

Hig1, =

Hig,05 =

Hiz,25 =

u ¢voru 2s:

u ¢voru 23:

4 k{01,11}

= = 0,25
kll ) 9

4k{11 12}
=l 75,
kll ) )

4 k{11712} + 4]{{02’12} + 4](3{12,13} + 4]6{12722} = 9,04 EI,

4 k{11’12}

= =031 = 0,32,
o,
_ thon) g9 L g9
k12 M M )
_ Akpaayy 031 = 0.32
k12 M ) )
_ ez g g
k12 M M

Ak
_ ZPlels g5y s 055,
ks
= Mol g
o,
- Ml _ g7
ko,
A k1,00 + 4 k2,0, = 3,60 B,
Ak
= 2 040,
ko,
Ak, o,
= SR 6o,
ko,
4 k2, 05y + 4 k1,0, = 3,60 B,
LI CE )
o
_ ka4
Ko,
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U ¢vorovima 15 i 13 prilagodili smo vrijednosti nekih koeficijenta kako bi njihovi zbrojevi
bili jednaki 1.
Akosu ¢ = 10kN/m’, ¢ = 20kN/m’ i P, = P, = 50kN, vrijednosti su momenata
upetosti:
_ Py U0, 15 50 - 4,2

Mo, 1, = My, = == = == = 263 kNm,
— — G U], 20 - 5,62
Mgy = My, = — 22 = == = 523kNm,
— — G, 10 - 5,62
My, o, = —Mao, 0, = 122’23} = B = 26,1 kNm.

U shemu na slici 30. te su vrijednosti upisane debljim znamenkama.

Najvece intenzitete imaju neuravnotezeni momenti u ¢vorovima 1s i 13: na ¢vor 1
djeluje moment cija je vrijednost

Dﬁb = —]\412713 = —52,3 kNm,
a na ¢vor 13 moment s vrijednoséu

My, = —My,1, = 52,3 kNm.

3 —

Prvo ¢éemo uravnoteziti ¢vor 15. Vrijednost momenta kojim pri zaokretu svojih krajeva
prikljuceni stapovi moraju na nj djelovati je 52,3, Sto znaci da zbroj vrijednosti momenata
na krajevima tih stapova mora biti —52,3:

A]\41{21,}11 = Hia,1, 52,3) = 0,32 (—52,3) = —16,7,

AMS,}OZ = H15,0 52,3) = 0,20 - (—52,3) = —10,5,

AMY, = iy, (—52.3) = 0,32 (—52,3) = —16.7,

AM, = jiy0, - (—=523) = 0,16+ (=52,3) = —8.4,

—52,3.

Te vrijednosti upisujemo na krajeve 1, odgovarajuéih stapova. Cvor 1, sada je u rav-

notezi. Na shemi to oznacavamo podcrtavanjem upisanih vrijednosti. Polovine vrijed-

nosti raspodijeljenih momenata prenosimo i upisujemo na druge krajeve stapova. Tako na

kraj 15 elementa {15, 13} dolazi moment &ija je vrijednost AM; /2 = —16,7/2 = —8,3.
Nastavak proracuna prikazan je na slici 31.

Po intenzitetu najveéi neuravnotezeni moment sada je u é¢voru 13: Stap {1s, 13} djeluje
na nj momentom s vrijednoséu

(0} AM),
My = My, — — = 52,3 — (—8,3) = 60,6 kNm.
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Slika 31.

Za uravnotezenje mora stoga vrijednost momenta kojim ¢e Stapovi pri zaokretu krajeva
djelovati na nj biti —60,6, pa zbroj vrijednosti momenata na prikljuéenim krajevima
mora biti 60,6:

AM = iy, - 60,6 = 0,55-60,6 = 33,3,
AM, = piy 0, - 60,6 = 0,27-60,6 = 16,4,
AMM = 11,0, - 60,6 = 0,18-60,6 = 10,9,

606

Vrijednosti koje izracunavamo pri raspodijeli i pri prenoSenju momenata i koje upisu-
jemo u shemu, vrijednosti su prirasta momenata na krajevima sStapova. Stapovi na ¢vor
djeluju momentima suprotna smisla vrtnje, sto znaci da su predznaci njihovih vrijednosti
suprotni od predznaka upisanih vrijednosti. Ukupna je vrijednost svih momenata kojima
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u nekom koraku proracuna prikljuceni stapovi djeluju na ¢vor ¢

Smgn) - Zj. (‘Mi(,?f)>-

Nije li imﬁ’” — 0, &évor i nije u ravnotezi. Cvor uravnotezujemo dodavanjem momenta
¢iji je smisao vrtnje suprotan od smisla vrtnje neuravnotezenoga momenta, pa njegova
vrijednost ima suprotni predznak: —m"™). Nakon raspodjele tog momenta u omjerima

(2
krutosti,

Ni,ji(_mgni)> - _AM'(n‘i—H)v

predznake dobivenih vrijednosti treba prije upisivanja jos jednom promijeniti — izracunane
vrijednosti —AM;;;JFI) vrijednosti su momenata kojima stapovi djeluju na ¢vor, dok su
momenti na krajevima stapova momenti kojima ¢vor djeluje na Stapove. Prema tome,
predznaci vrijednosti mijenjaju se triput. Ocito je da ¢e ucinak biti isti promijenimo li
ih samo jednom —buduéi da vrijednost momenta koji se dodaje u ¢vor ima predznak
suprotan od predznaka vrijednosti neuravnotezenoga momenta, zbroj vrijednosti urav-
notezujuéih /raspodijeljenih momenata na krajevima Stapova mora imati predznak koji
je suprotan predznaku zbroja vrijednosti momenata prije uravnotezenja te je

AME™ = ns (= 35, M27) )

Primjerice, zbroj vrijednosti momenta upetosti na kraju 1; stapa {01,1;} i momenta
prenesena na kraj 1; stapa {1, 1o} nakon uravnotezenja je —26,3 + (—8,3) = —34,6 pa
u ¢voru 1; raspodjeljujemo vrijednost 34,6:

AM®O, = i1, 34,6 = 075346 = 26,0,

AMY = 0, - 34,6 = 0,25-34,6 = 8,6

U sljedeca dva koraka uravnotezujemo ¢vorove 25 i 23; odabiremo uvijek ¢vor u kojemu
rezidualni moment ima najveci intenzitet. Raspodijeljene vrijednosti upisujemo na odgo-
varajuce krajeve stapova, a polovine tih vrijednosti prenosimo na druge krajeve. Nakon
upisa raspodijeljenih vrijednosti podcrtavanjem oznacavamo da je ¢vor uravnotezen —
pri ponovnu dolasku u taj ¢vor zbrojiti treba samo vrijednosti ispod najdonjih crta, jer
je zbroj svih vrijednosti iznad njih jednak nuli. Tako pri povratku u ¢vor 15 zbrajamo
samo vrijednosti koje su na u nj prikljucene krajeve prenesene nakon uravnotezenja ¢vo-
rova 13, 171 29: 16,6 + 13,0 — 4,4 = 25,2; raspodjeljujemo, dakako, vrijednost —25,2.

I tako dalje. U nastavku je prora¢una (slika 31.) redoslijed obilazenja évorova: 29, 17,
23, 13, 29, 23, 1. U zadnjem je koraku zbroj vrijednosti na u ¢vor 1, priklju¢enim kra-
jevima 1,5—0,3—1,0—0,1 = 0,1 pa vrijednost —0,1 bez dalje raspodjele upisujemo na
kraj stapa {1;,15}. (Ne raspodjeljujemo li posljednju vrijednost, upisat ¢emo je uvijek
na kraj s najveéim razdjelnim koeficijentom.)

Treba jos na svakom kraju zasebice zbrojiti sve vrijednosti koje su na taj kraj upisane.
Ti su zbrojevi istaknuti upisom izmedu parova dvostrukih linija.
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No, kao sto smo ve¢ rekli, dobivene vrijednosti momenata nisu konacno rjesenje — za
primjenu Crossova postupka morali smo sistem pridrzati. U dodanim ¢e se pridrzanjima
pojaviti reakcije koje, naravno, mijenjaju ,sliku” raspodjele unutarnjih sila u okviru.

Vrijednosti reakcija u dodanim vezama izracunat ¢emo iz uvjeta ravnoteze horizon-
talnih sila na pogodno odabranim dijelovima okvira.

Za izracunavanje vrijednosti Ry reakcije u ¢voru 23 prerezat ¢emo stupove {ls,25}

i {13,23} neposredno ispod évorova 2, i 23 i napisati jednadzbu ravnoteze horizontalnih
sila za dio iznad presjeka (slika 32.a.). Iz te jednadzbe slijedi

Ry =1Tb, 1, + 15,1, — P1.

Vrijednosti 75, 1, 1 T, 1, poprecnih sila pri vrhu stupova izracunat ¢emo iz uvjeta rav-
noteze momenata na stupovima oko njihova dna (slika c.). Iz jednadzbe ravnoteze mo-
menata moze se izvesti opéi izraz za poprecnu silu u neoptereé¢enu stupu:

1

7% 1 h{i—l,i} ( VAN 1—"_ J 1’]) ( )
U nasemu su primjeru:
1 1
Toy1, = (May 1, + Miyo,) = == (=17,3-17,9) = —12,6 kN,
hi1.2} 2,8
1 1
Ty, 1, = (Mg 1y + My, ) = = (18,6 +21,3) = 14,3 kN,
’ h/{LQ} ’ ’ 2,8

pa je
Ry = —12,6 + 14,3 - 50,0 = —48,3 kN.

Vrijednost R; reakcije u ¢voru 1z izracunat ¢emo iz uvjeta ravnoteze horizontalnih
sila na dijelu nosaca iznad presjeka kroz stupove {01, 11}, {02, 12} i {03, 13} neposredno
ispod ¢vorova 1y, 15 1 13 (slika 32.b.). Jednadzba ravnoteze daje

Rl = ,_27117()1 —|— T12’02 + T13’03 - P1 - RQ.

Pl R2
— >
P Ry Ry
T 1— b r >
a -— -— . -— -— -—
Toy,12 To;z,15 11,0, T, 0, T1;,05
T22,12 T23’13 T11,01 T12,02 T13,03
e e e e —_—
]\422712 M23 13 \j k} \)
My, 0, M, 0, M13,03
M, 2, M13723 Py >
C
. > MELERS
'/]\Mol,h r]\WOZ,b '/M03,13
d e —

Slika 32.
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Vrijednosti 171, 0,, 11,0, 1 1150, 1zracunavamo, kao i ranije, iz jednadzbi ravnoteze mo-
menata na stupovima (slika d.):

1 1
T = M M, = — (=155—-77) = =55 kN
12,02 h{O } ( 12,00 T 02712) 472 ( ) ) ) s )
1 1
Tiy0, = o (Mg 0, + Mog1,) = 75 (10.7+5.4) = 38KN;

kako na stup {01, 1} djeluje i sila P; (u polovini visine), jednadzba je ravnoteze momenata
u odnosu na dno stupa

o1y

=T, 0, - hiopy + My, o, + Mo, 1, — P 5

a odatle je

Ti0, = — (—16,7+ 31,1 —50,0-2,1) = —21,6 kN.

42

Uvrstavanje dobivenih vrijednosti u izraz za R; daje
Ry = —216 -5,5+3,8—50,0+ 48,3 = —25,0 kN.

U nastavku proracuna opteretit ¢emo okvir silama Jednaklh intenziteta i pravaca dje-
lovanja, a suprotnih orijentacija i tako ponistiti reakcije RiiR,. Postupak koji je Caligev
uveo za taj ,,drugi dio zadace” primjenjuje se i u prosirenju Crossova postupka, ali ta-
kav je proracun najces¢e dugotrajan i mukotrpan. Zadatak ¢emo rijesiti na drugi nacin,
postupkom opisanim u sljede¢em odjeljku.

2.3. Postupak O. Wernera i P. Csonke

Wernerova ljuska

U kombinaciji s postupkom Wernera i Csonke opseg proracuna pomic¢noga okvira
opterec¢ena horizontalnim silama u ¢vorovima moze se u mnogim slucajevima zamjetno
smanjiti. Rekosmo ,u mnogim slucajevima” Naime, skup je konstrukcijskih tipova na
koje se taj postupak moze primijeniti donekle ogranicen, ali brojne okvirne konstrukecije
pripadaju upravo tim tipovima.
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Prije opisa postupka, nekoliko rije¢i o njegovu nazivu. Dvije su inacice gotovo isto-
dobno neovisno razvili Otto Werner!® u Zagrebu i P4l Csonka u Budimpesti. Wernerova
je inacica primjenjivana od godine 1951. u APZ-u PLAN; tako je, primjerice, krajem te
godine dovrSen proracun okvira istovarne stanice zicare u tvornici cementa u Podsusedu.
No, O. Werner nije zurio s objavljivanjem u stru¢nim publikacijama, dok je Csonka pri-
kaz postupka tiskao 1952. godine u Parizu, pa se u svjetskoj literaturi uglavnom navodi
kao Csonkin postupak. Temeljne su zamisli u obje inacice iste, ali postoje neke razlike
pri provedbi proracuna. Spomenut ¢emo usput da je Otto Werner pocetkom Sezdesetih
godina prosirio postupak na nelinearni proracun simetricnih viseetaznih okvira s jednim
rasponom [80].

Opisat ¢emo izvornu inacicu postupka linearnoga proracuna koju je razradio Otto Wer-
ner. Postupak ¢emo uvesti postupno, na sve ,slozenijim” tipovima okvira. Nakon opisa
postupka vratit ¢emo se na primjer koji smo zapoceli rjesavati u prethodnom odjeljku.

2.3.1. Simetrican viSeetazni jednorasponski okvir

Analizirat ¢emo najprije simetriéni viseetazni okvir s jednim rasponom (slika 33.a.).
Broj etaza'? oznacit ¢emo s e; u naSemu je primjeru e=3. Djelovanja na okvir mogu biti
bilo kakva. U skladu s osnovnom pretpostavkom inzenjerske metode pomaka oba ¢vora
jedne etaze imaju isti horizontalni pomak; nazvat ¢emo ga pomakom etaze.

Kao sto smo ve¢ u odjeljku 2.1. rekli, stvarno stanje mozemo prikazati zbrojem stanja
prikazanih na slikama 33.b. i ¢. U stanju na slici b. sprijeceni su pomaci etaza, pa ga
mozemo rijesiti Crossovim postupkom. U dodanim ¢e se vezama pojaviti reaktivne sile.
Kako u izvornom sistemu te veze — pa stoga ni reakcije u njima—ne postoje, opteretit
¢emo potom okvir samo silama koje imaju iste intenzitete kao reakcije i djeluju na istim
pravcima, ali su im orijentacije suprotne (slika c.).

13 Rodio se 1908. god. u Rumi u Srijemu; umro je u Zagrebu 1981. god. Gradevinarstvo je studirao u
Becu i na Tehnickom fakultetu u Zagrebu, gdje je diplomirao godine 1931. Od 1933. do 1936. god. bio je
asistent na Tehnickom fakultetu, a doktorirao je godine 1941. Za vrijeme rata radio je u tvornici cementa
u Podsusedu, a 1946. god. presao je u Arhitektonski projektni zavod PLAN, gdje je ponajvise radio na
projektiranju industrijskih gradevina. Projektiranjem se nastavio baviti i po povratku na Gradevinski
odjel Tehnickoga fakulteta 1954. god., kada je izabran za izvanrednoga profesora za predmet Teorija
konstrukcija (Gradevna statika). Redoviti je profesor od 1959. god. U svome je pedagoskom radu
posebnu pozornost posvecéivao primjeni teorijskih znanja— ponajcesce rezultata vlastitih istrazivanja—
u rjeSavanju prakticnih problema u projektiranju konstrukcija. Svi su pak njegovi znanstveni radovi
proizasli iz konstruktorske prakse i u njoj su nasli siroku primjenu. Svakome je novom projektu pristupao
na poseban, originalan nacin.

Wernerova ljuska, izvorna krovna konstrukcija prikladna za natkrivanje industrijskih hala, izvedena

je na mnogim objektima u nasoj zemlji i u svijetu. Ljuska i reSetkaste dijafragme bez srednjih stapova
ispune ¢ine vrlo racionalan konstrukcijski sustav; srednji su Stapovi resetki nepotrebni, jer za simetri¢no
optereéenje u njima nema sila, a pri antimetricnu optereé¢enju u sredini raspona nema momenta ni
uzduzne komponente sile, tako da se luk moze smatrati sastavljenim od dva neovisna luka nad polovinama
otvora.
4 Etazom nazivamo horizontalni dio zgrade koji obuhvaéa prostor izmedu dvije uzastopne nosive podne
konstrukeije. Rije¢ je preuzeta iz francuskoga jezika (étage), a znaci kat. Kako u hrvatskome jeziku
nema zajednickoga naziva za kat, prizemlje i podrum, upotrebljavamo je da jednim pojmom oznacimo
te razli¢ite razine u zgradi [42].
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Sile sa slike 33.c./34.a. rastavljamo na simetri¢ni i antimetri¢ni dio, slike 34.b. i c.

Budud¢i da prema pretpostavci uzduzne sile ne mijenjaju duljine greda, simetriéno
stanje optere¢enja (slika 34.b.) nece prouzroc¢iti momente savijanja. Momenti nastaju
samo zbog djelovanja antimetricnoga opterecenja (slika c.).

Znamo da je pri antimetri¢cnu optere¢enju polje pomaka simetricne konstrukcije an-
timetriécno. To u naSem slucaju znaci da su kutovi zaokreta i vrijednosti horizontalnih
pomaka oba ¢vora na jednoj etazi jednaki i da je vrijednost vertikalnoga pomaka po-
lovista raspona grede jednaka nuli te da je u tom polovistu tocka infleksije progibne linije
(slika 35.a.; jednostavnosti radi prikazali smo jednoetazni okvir). Kako je u tocki in-

u u
— T
¥ @
==
Slika 35.
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fleksije zakrivljenost jednaka nuli, u polovistu raspona je i vrijednost momenta savijanja
jednaka nuli. Umjesto cijeloga sistema mozemo stoga promatrati samo jednu polovicu, uz
odgovarajuc¢i rubni uvjet u osi simetrije — pomicni zglobni lezaj koji sprecava vertikalni,
a dopusta horizontalni pomak i zaokret (slika b.). Takav sistem nazivamo poluokvirom.

N ELT, 2B, T,
a. —- . —e—=_ T c. ———x
Hs Eé I:l,) H3 Hs S H3 @ S
2 2 2 | Esls
Esls Esls hs hs 2F313 hs
ELT, 2B, T,
- . Y . B . A
Hy | ELI Ha Hy = oo =
2 2 2 |Eqls
Es I Es I hz = hz — 2E512 ha
E I 2E1 I}
A . A . A
| By 2 o o H|[® &
2 2 2
FEi11 FE11h hl Ev Iy hl 2E111 hl
‘ ©
N ‘ N — N — N —
£ £
4 2 2
et 2 2
Slika 36.

Dakle, umjesto okvira sa slike 34.c./36.a. mozemo rjesavati poluokvir sa slike 36.b.
Radi lakSega poopéenja postupka na nesimetriéne i na viserasponske okvire uvest ¢emo
jednu promjenu: zamislimo li da je poluokvir nastao ,,preklapanjem” dviju polovica okvira
oko osi simetrije, momenti tromosti greda i stupova poluokvira udvostrucit ¢e se, a u
njegovim ¢e ¢vorovima djelovati iste sile kao i u évorovima okvira (slika 36.c.). Zbog toga
¢emo na poluokviru dobiti dvostruko vecée vrijednosti momenata, pa ih pri ,vracanju” na
okvir treba podijeliti s dva.

Poluokvir proracunavamo relaksacijskim postupkom slicnim Crossovu postupku: ko-
raci su isti, ali se razlikuju momenti upetosti te razdjelni i prijenosni koeficijenti. Strogo
govoreci, Wernerovim se postupkom naziva samo proracun poluokvira, ali kako taj prora-
¢un svoj puni smisao dobiva tek pri prijelazu s okvira na poluokvir i natrag, naziv ¢emo
najces¢e neformalno upotrebljavati za cijeli ovdje opisani postupak.

Prvi je korak izracunavanje vrijednosti momenata upetosti. Pretpostavljamo da su
zaokreti Cvorova sprijeceni, ali, za razliku od (inZenjerske) metode pomaka i Crossova
postupka, horizontalne pomake ne sprecavamo (slike 37.a. 1 b.). Bududi da se krajevi
greda ne zaokrec¢u, u gredama nema momenata upetosti.

Vrijednosti momenata upetosti u stupovima izracunavamo iz poznatih vrijednosti po-
precnih sila. Kako je poluokvir optere¢en samo u ¢vorovima, vrijednosti su popreénih
sila u pojedinim stupovima konstantne, pa mozemo pisati

Tiiw = —Tia; =T
Za stup konstantnoga poprecnog presjeka tocka infleksije progibne linije u polovistu je

visine etaze (slika 37.b.), a kako je u tocki infleksije vrijednost momenta savijanja jednaka

nuli, bit ¢e M,y = M;_1;. Jednadzba ravnoteze momenata oko kraja i—1 stupa {i—1, i},

—T; - hi + Mi; 1 + M;_y; = 0
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Slika 37.

(slika 38.), daje izraz za momente upetosti:

_ — 1

My = M;i; = B T; h. (57)
Vrijednost 7; lako je izracunati iz uvjeta ravnoteze horizontalnih sila koje djeluju na dio
poluokvira iznad presjeka kroz i-ti stup (slika 39.):

n:im. (58)
j=i

Treba uociti da se vrijednosti T; poprecnih sila tijekom relaksacije ne mijenjaju. Dijagrami
poprecnih sila i momenata upetosti u stupovima sistema sa slike 36.c. skicirani su na sli-
kama 37.c. i d.

T; . Mi,i—l Hs
M’L 1—1 WA

H>
M i A
szl,i 47 TR

RARERS — 2
Mi—l 7
Slika 38. Slika 39.

U nastavku proracuna, kao i u Crossovu postupku, uravnotezujemo ¢vor po ¢vor, ali
za razliku od Crossova postupka pri zaokretu ¢vora ne sprecavamo njegov horizontalni
pomak. Za takvo uravnotezenje treba definirati razdjelne i prijenosne koeficijente.

Grede u osnovnom sistemu jednostrano su upete (slika 40.), pa za prirast vrijednosti
momenta na upetome kraju zbog zaokreta ¢vora vrijedi poznati izraz
n;+1 ni+1
AMID = 3k, o AT, (59)
gdje je k; 4 koeficijent krutosti grede polukvira:

Ben B
kig = / =4 / = 4 ki o}

2
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Slika 40. Slika 41.

Prirast vrijednosti momenta mozemo izraziti i pomocu koeficijenta krutosti grede izvor-

noga okvira:
AMEHY = 12 ks, iy Al Y. (60)

Buduéi da horizontalni pomaci ¢vorova osnovnoga sistema nisu sprijeceni, za izvod
izraza za vrijednosti momenata u stupu mozemo zamisliti da na kraju priklju¢enom u ¢vor
stup ima krutu pomi¢énu vezu koja omoguéava pomak okomito na njegovu os (slika 41.).
Veza izmedu prirasta vrijednostl momenata na krajevima i prirasta kuta zaokreta kraja i
dana je izrazima

AM(nﬁ-l) _ k{z L) A% Z+17

i,0—1

(61)
AMz(nlltl) = _k{l 1,3} Agpz ) )
gdje je kgi—14 koeficijent krutosti stupa poluokvira
E; (21; E 1
k{i—l,i} = ( ) = 2 = 2]{7{1'1_171'1}. (62)

h; h;

[ Izvedite izraze (61) statiékom kondenzacijom izraza za obostrano upetu gredu! |

Zaokretanjem za kut Agoz uravnotezujemo ¢vor ¢ na koji djeluje rezidualni moment

s vrijednoscu fmi 0,

SAMITY — AMIEY - AMEED +om™) = 0.

2,0—1 1,0+1

(U jednadzbi ravnoteze najgornjega ¢vora naravno nema vrijednosti AM; ;41.) Uvrstava-
nje izraza (59) i (61) daje

(3 k:zg + k{l 1@} + k{l Z+1}) A(p(nz"rl) _ m5n1)7

pa je

(ns)
(niv1) M,
gdje je krutost ¢vora
kY = 3kig + ku—1iy + kv (63)
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Dobiveni izraz za prirast kuta Agog ) mozemo sada uvrstiti u izraze za vrijednosti mo-

menata na krajevima grede i stupova:

Alwi(’gz 1) = —kuig mg L) = ,ui,g Dﬁi z),
n;+ k i—1,2 n; n;
AJMZ(,Zz_ll) = —{]{;”1: ) mz( i) = /,Li’i_l mg Z), (64)

n; Fiiv1 n; n;

3kig

Mig = kl[/v s
k{i—l,l}
Miji—1 = W,
vty
Miit1 = k:—W;

katkad se ti koeficijenti neposredno izrazavaju pomocu koeficijenata krutosti grede i stu-
pova izvornoga okvira:

kW == 12 k{il,iz} + 2 k{il—l,il} + 2 k{il,il—i-l},

(2

- 12k{im~2}
Hig = kW )
_ Qk{ilfl,il} (65)
Hii—1 = kT’
2k{i1,i1+1}
Hii+1 = k—W

Izrazi (61) pokazuju da je AMi(ffgl) = —AMZ-(’?f{l), pa je prijenosni koeficijent —1.
S tim razdjelnim i prijenosnim koeficijentima proracun dalje provodimo kao i u Cro-

ssovu postupku.

Zbroj momenata na krajevima jednog stupa nazivamo momentom etaZe; njegova je
vrijednost
MO =MD D,

e,

Iz jednadzbe ravnoteze momenata oko dna stupa [nacrtajte skicu!|,
—T - hi + Mz'(—l,z' = Mi(,z'—l = =T;-h; + ]\/[e(z ) = 0,
slijedi
M("?i""l) = E : hi7

e,i
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Sto znaci da vrijednosti momenata etaza tijekom proracuna moraju ostati konstantne.
Bududi da su AM;;" ”’H) i AM" "ﬁl) za sve n,; jednakih intenziteta, a suprotnih pred-
znaka, zaista Vrljedl.

M(@i+1) _ M(”H‘l) +M(nz+1)

e,

= + AM" "’“) + M@ |+ AMZ"””

zlz

_ M( ) +]\/[Z( ni) M(m) = ... = MFM-%—W@FL

e,

Kako je poluokvir nastao preklapanjem polovica izvornoga okvira, ukupne momente
s poluokvira treba pri ,vra¢anju” na okvir raspoloviti:

1
Mil,iz = MiQ,il = §Mi,g7
1
Mil,ilfl = Miz,izfl = §Mi,i717 (66)
1
Mil,i1+1 = Mig,i2+l = §Mi,i+l'

Pribrojimo li te momente momentima iz proracuna nepomicnoga sistema sa slike 33.b.
na stranici 59., dobit ¢emo konactne momente na izvornom sistemu sa slike 33.a.

2.3.2. Nesimetrican viSeetazni jednorasponski okvir

Opisani ¢emo postupak prosiriti na prora¢un nesimetri¢nih okvira s jednim rasponom.
I u takvu ¢emo slucaju prvo Crossovim postupkom rijesiti pridrzani sistem pod zadanim
djelovanjima i izracunati reakcije u dodanim vezama. Potom ¢emo okvir u odgovarajuc¢im
¢vorovima opteretiti silama istih intenziteta i pravaca djelovanja, a suprotnih orijentacija.
Razlika u odnosu na okvir na slici 33. samo je u tome sto sada stupovi jedne etaze mogu
imati razli¢ite momente tromosti ili module elasti¢nosti ili oboje (slika 42.a.).

® k3,g

a. - b. A T
OrEn o Bl T
Bl ByIY ha ol & hs
2,9
(1,2)
Bl ENTY h = h
k
® - 1 _@i& X2
Ei[{ @ H1 Hl T
Bl BT fa ko h
N s - (%“ , -
14 2
DU 2

Slika 42.
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Kako okvir nije simetrican, pod antimetri¢nim optere¢enjem progibna linija nece biti
antimetricna. Ipak, u prvoj ¢emo fazi proracuna uzeti da su kutovi zaokreta oba ¢vora
na nekoj etazi medusobno jednaki. To pak znaci da ¢e biti jednaki i kutovi zaokreta
oba kraja grede, pa ¢e u sredini njezina raspona biti tocka infleksije u kojoj je vrijednost
momenta savijanja jednaka nuli. Stoga i sada mozemo okvir u prvoj fazi prorac¢una
zamijeniti poluokvirom (slika 42.b.).

Vrijednosti momenata upetosti izra¢unavamo prema izrazu (57) na stranici 61.

U nesimetriénu okviru stupovi u jednoj etazi nisu medusobno jednaki. Zbog toga koe-
ficijente krutosti stupova poluokvira definiramo kao zbroj koeficijenata krutosti stupova
okvira:

Ea—1iy = Ki—10y + Kfio—1,i0) (67)
pa je
kY = 3kiyg + kjicigy + sy (68
68
= 12 k{im} + [k{il—l,il} + k{iz—l,iQ}] + [k{i1,i1+1} + k{i2,i2+1}]7
a razdjelni su koeficijenti:
3 kg 12 ki, igy
Hig = ICW = /{ZW 5
ko1 kg —1iy + Big—1
fii1 = {kuiy} _ M- 1}kW {ia—1 2}, (69)

Kiiviy Ky + Koy
lui,iJrl - kW - kW .

S tim razdjelnim koeficijentima provodimo relaksacijski proracun na poluokviru. Prije-
nosni je koeficijent i sada —1.

S poluokvira prelazimo opet na okvir tako da vrijednosti momenata koje smo izracunali
na poluokviru raspodijelimo na odgovarajuce elemente okvira u omjerima njihovih kru-
tosti:

M,y = Miyi, = 5 Mg,

My 41 = k{il_lff?__'_l};irl@} ii—15

Migiom1 = k{il—lff:f{;—l,m}Mi’i17 (70)
My iy 41 = k{il,ilfl{;liz};,iﬁl} i+l

M, iy1 = Mia ia+1) M.

k{il,i1+1} + k{ig,’ingl}

Buduc¢i da pretpostavka o jednakosti kutova zaokreta krajeva jedne grede u stvari
nije ispravna, ¢vorovi okvira nece biti u ravnotezi. Neuravnotezeni momenti upravo su
momenti kojima smo ¢vorove ,,prisilili” da imaju jednake zaokrete.
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U drugoj fazi prorac¢una momente u ¢vorovima uravnotezujemo Crossovim postup-
kom. (Pritom, naravno, treba sprijeciti horizontalne pomake etaza.) Izra¢unamo li nakon
toga vrijednosti poprecnih sila u stupovima, otkrit ¢emo da te sile nisu u ravnotezi sa
silama Hi, Sto znac¢i da smo uravnotezenjem momenata narusili ravnotezu horizontalnih
sila ostvarenu proracunom na poluokviru.

Drugim rije¢ima, u razli¢itim fazama proracuna neovisno zadovoljavamo razlicite
uvjete ravnoteze. U prvoj fazi, proracunom na poluokviru zadovoljili smo uvjete rav-
noteze horizontalnih sila. Ti su uvjeti zadovoljeni i neposredno nakon ,,vra¢anja” mome-
nata na okvir, ali u tom trenutku ne postoji ravnoteza momenata u ¢vorovima. Potom, u
drugoj fazi, Crossovim postupkom uravnotezujemo momente, ali ¢e se pritom promijeniti
vrijednosti poprecnih sila u stupovima, a time i ukupne vrijednosti horizontalnih sila u
pojedinim etazama. Odnos tih faza odgovara, na apstraktnijoj razini, odnosu koraka
u Crossovu postupku u kojemu momente u jednome évoru uravnotezujemo neovisno o
drugim ¢vorovima narusavajuci time njihovu ravnotezu.

Cesto je neispunjenje uvjeta ravnoteze horizontalnih sila nakon uravnotezenja mome-
nata tako malo da ,za prakti¢ne potrebe” mozemo dobivene rezultate smatrati kona¢nima.

Zelimo li toénije rezultate, ponovit ¢emo cijeli postupak — obje faze — optereéujuéi ok-
vir /poluokvir neuravnotezenim dijelom horizontalnih sila. Pribrojimo li te rezultate rezul-
tatima prvoga ciklusa (prvog ,prolaza” kroz obje faze proracuna), dobit ¢emo rjesenje koje
jos uvijek nije konacno, ali ga ovisno o veli¢ini neuravnotezenih sila i o trazenoj tocnosti
mozemo smatrati kona¢nim. Daljim ponavljanjem ciklusa mozemo posti¢i bilo koju
tocnost. Ocita je analogija s Crossovim postupkom u kojemu ¢vorove uravnotezujemo
vise puta, do zahtijevane toc¢nosti.

Tako su ciklusi, nakon prvoga, razmjerno kratkotrajni, jer su razlike vrijednosti sila
male, takvo je visekratno ponavljanje proracuna ipak zamorno i oduzima dosta vremena.
Uvodenje popravnoga koeficijenta najcesée omogucava prekid postupka, uz to¢nost do-
voljnu ,,za sve prakticne potrebe”, ve¢ nakon prvoga ili, u najgorem slucaju, nakon drugog
ciklusa. Najlakse je to objasniti na primjeru, pa ¢emo pojedinosti odloziti do sljede¢ega
pododjeljka.

2.3.3. Okvir s viSe etaza i viSe raspona— nastavak primjera

Postupak proracuna nesimetri¢noga okvira s jednim rasponom moze se primijeniti i za
proracun bilo kakvih viserasponskih okvira s horizontalnim gredama i vertikalnim stupo-
vima ako su svi lezajevi na istoj razini. Osim toga, lezajevi moraju imati jednake uvjete
pricvrs¢enja. Naravno, ako lezajevi nisu upeti, razdjelni ¢e se koeficijenti u ¢vorovima
prve etaze promijeniti.

Postupak proracuna viserasponskih okvira je, osim izraza za razdjelne koeficijente,
isti kao i za okvir s jednim rasponom, pa ¢emo odmah prije¢i na primjer. Nastavit
¢emo proracun okvira sa slike 28. na stranici 50. U odjeljku 2.2.1. proveli smo proracun
nepomicnoga sistema, sto je prvi dio proracuna okvira pri opéim djelovanja. Preostaje
nam da rijeSimo problem nepostojec¢ih reakcija u zamisljenim vezama.
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Slika 43.

Okvir stoga optere¢ujemo silama koje imaju suprotne orijentacije, a jednake intenzi-
tete i pravce djelovanja kao reakcije koje smo izra¢unali na kraju odjeljka 2.2. (slika 43.a.):

H, = —R, = 25,0kN,
Hy = —Ry = 48,3 kN.

I sada ¢emo zapoceti s pretpostavkom da su kutovi zaokreta svih ¢vorova na jednoj
etazi jednaki, pa mozemo uvesti zamjenjujuéi polukvir (slika 43.b.). Na tom poluokviru
nismo naznacili duljine greda, jer su neodredene (je li to polovina prvoga ili polovina
drugog raspona okvira?). No, duljine greda nisu nam ni potrebne. One ostaju skrivene
u koeficijentima krutosti, pa koeficijente krutosti greda poluokvira definiramo kao zbroj
koeficijenata krutosti svih greda okvira u pripadnoj etazi, pomnozenih sa 4:

g Zj4k{ijﬂ'j+1} - 42j Ry igin)- (71)

Koeficijente krutosti stupova poluokvira definiramo kao zbroj koeficijenata stupova okvira
u pripadnoj etazi:

k.

ki1 = Zj g1,y (72)

Sada su razdjelni koeficijenti:

3kig _ 12 Zj Rij i)

/*’Ligg = kjl/{/ - ]{/‘XV 3
o _ k{i—l,i} _ Z] k{ilj—l,ij} (73)
/uz,z—l kl/v leV ,

vy 2 ki i1y

Hii+1 = W - W )

gdje je
kY = 3kiy + k1 + kg
; 1,9 + {i—1,i} + {1,041}

= 12 Zj Kijizeny + Zj K~y + Zj Ky
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U nasemu su primjeru:

koeficijenti krutosti greda poluokvira:

k17g = 4k{11712} + 4]{;{12713} = 5,68E]7
hog = Akgz,2,) = 2,16 B

koeficijenti krutosti stupova:

k1) = ko1 + Kosaa) + Kjog1sp = 0,96 ET,
kaoy = kpyo, + ks = 0,72EI

koeficijenti krutosti ¢vorova i razdjelni koeficijenti:

u évoru 1:
k" = 3kig + ko) + kpoy = 1872EI,
3k
iy = —kvlv’g — 0,91,
1
k
o = g = 005,
1
k
fo = ,ﬁ}i} — 0,04,
1
u évoru 2:

ky = 3kag + ko = T,20E1,

3k
pog = St = 0,90,
2
k
poa = S = 0,10,

Razdjelne koeficijente upisujemo u kvadrati¢e u ¢vorovima sheme sistema na kojoj ¢emo
provesti proracun (slika 44.).

Vrijednosti momenata upetosti u stupovima poluokvira izra¢unavamo prema izrazu (57)
izvedenom na stranici 61.:

— — 1
Mijw = M, = §Tz’hz‘;

gdje su T; vrijednosti popreé¢nih sila u stupovima poluokvira dane izrazom (58):

"
j=i

U nasemu su primjeru te vrijednosti
Ty = Hy + Hy = 25,0 + 48,3 = 73,3 kN,
T, = Hy = 48,3 kN,
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0,90

I
0,10 —68,8 é
I — —0.3
67,6 —69,1
8,9
=77
0,3 66,1
69,1 -0,3
7,7
—8,9
67,6
— T
0,04
2 A
0,05 T | —201,5 —
N — 7,0
153,9 —208,5
11,1
0.4
142.4
165,4
0,4
11,1
153,9
T
Slika, 44.
pa su vrijednosti momenata upetosti
My = Moy = $-73,3-42 = 153,9 kNm,
MQ,I = Ml,Q = %'48,32,8 = 67,6 kNm.

Relaksacijski proracun poluokvira provodimo na isti na¢in kao proracun po Crossu,
uz prijenosni koeficijent —1 (slika 44.). Zbroj vrijednosti momenata upetosti na kra-
jevima 1 stupova {0,1} i {1,2} je 153,9+ 67,6 = 221,5. Taj je zbroj veéi od zbroja
vrijednosti na kraju 2 stupa {1, 2}, te relaksaciju zapoc¢injemo u ¢voru 1; raspodjeljujemo
vrijednost —221,5:

AMY) = pg- (—221,5) = 091+ (—221,5) = —201,6,

AMY = pyo- (—2215) = 0,05-(—221,5) = —11,1,
AMY) = s (=2215) = 004-(—2215) =  —89,
—221.6.

Bududi da se zbog zaokruzivanja zbroj raspodijeljenih vrijednosti (—221,6) razlikuje od
vrijednosti koji raspodjeljujemo (—221,5), prije upisivanja u shemu prilagodit ¢emo vrijed-
nost momenta ¢iji je intenzitet najvedi: AMI(}Q = —201,5, osiguravajudéi time ravnotezu
cvora.
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Na kraj 0 stupa {0, 1} prenosimo vrijednost —1 - AM1(,10) =—1-(-11,1) = 11,1, ana
kraj 2 stupa {1,2} vrijednost —1- AM{) = —1-(~8,9) = 8,9.
U sljede¢em koraku uravnotezujemo ¢vor 2, a potom joS jednom c¢vor 1 i ¢vor 2.

Vidimo da proracun vrlo brzo konvergira; naime, pri svakom uravnotezenju najveci dio
vrijednosti momenta ,ostaje” na gredi.

Nakon svakoga su relaksacijskog koraka, pa onda i na kraju proracuna, zadovoljeni
uvjeti ravnoteze horizontalnih sila, jer se poprecne sile u stupovima ne mijenjaju.

Dobivene momente raspodjeljujemo na odgovarajuce elemente okvira u omjeru njiho-
vih krutosti:

1 1
Mo = Mjp, = 5 My = o+ (=69,1) = =345 kNm,
F1,.20) 0,36
ME . = 222 My, = ———.69,1 = 34,5 kNm,
stz k{12,22} + k{13,23} 2 0736 + 0736 o
k15,25 0,36
ME . = 823 My, = ——.69,1 = 34,5 kNm,
23,13 k{12722} + k{13723} 2,1 0772
* * 0736 0736
M12,22 = ]\413,23 = m M, = m-fﬁﬁ,l = 33,0 kNm,
k1, 10) 0,72
M. = M, = 11> M, = ) - (—208.5
b = M = o oy 0 T 2o e o 20D
= —52,1 kNm,
ki15,15) 0,72
M, = My, = 209 M,, = = -(—208,5) = —52,1 kN
fols fele 2k, 10y + 2 k0,14 b 2,88 ( S) ’ s
k 24
Mo, = D%} My = 0, 1424 = 35,6 kNm,
’ Fo,11y + K{05,10) T Kfos,15) 0,24 4+ 0,48 + 0,24
k 4
My, o, = — My = 048 1494 — 71,2 kNm,
’ k{01711} + k{02712} + k{03713} 0,96
o 1. 24
M1*5 03 — 0.1} Ml,o = 07_ <1424 = 35,6 kNm,
’ Kgo,,11) + Kg0s,15) + Kfog,14) 0,96
* « 0,24 0,24
Mgy, ., = Mg, ,, = 0.96 My = 006 165,4 = 41,4 kNm,
0,48 0,48
M. = " My = — -165,4 = 82.7 kNm.
02,19 0,96 1,0 0,96 5 5 m

Tako raspodijeljeni momenti nisu u svim ¢vorovima u ravnotezi:
M;, ., + My, ,, = 34,5 — 34,5 = 0,
My, 5, + My, ,, = =345 + 34,5 = 0,
My o, + M, = 356-521 = —16,5 # 0,
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Fo o Mg, 4+ M+ M, = =521 + 71,2 — 52,1 + 33,0 = 0,
oyt M+ M, = 52,1 + 35,6 + 330 = 16,5 # 0,

pa ¢emo ih uravnoteziti Crossovim postupkom. Redoslijed je obilazenja ¢vorova u prora¢unu
na slici 45.: 11, 13, 23, 12, 22, 23, 11, 13, 12.

0,60 0,60
| I |
0,40 —34,5 —34,5 0,40
0,6 1,3
— -0,3 —
34,5 ) -0,1 34,5
-0,1 —34,2 0,1 -2,2
—0,2 —33,2 0,9
34,2 33,2
32,6 28,9
0,1 04
-0,3 —4,5
33,0 33,0
| — T | — T
0,16
0,75 N 4 N\ 027
0,25 —52,1 —52,1 0.20 —52,1 —52,1 0,18
12,4 6,2 - —4.5 -9.1
— 05 —o o -0,5 —
35,6 -0,2 J 71,2 _ —Y%9 —0,2 35,6
4,1 0,2 0,1 —0,4 -0,1 —0,2 -29
39,7 —39,7 —46,3 70,8 _ ot —61,6 32,7
—_— —_— —57,1 —_—
43,4 82,5 40,0
2,0 —0,2 —14
41,4 82,7 41,4
| — T | — T | — T
Slika 45.

Poprecne su sile u stupovima nakon uravnotezenja momenata (slike 46.c. i d.)

1 1
T = — M| — (34,2 32,6) = 23,9 kN
22,12 h{l,Z} ( 22,12 + 12,22) 27 ) ( o+ ’ ) ) s
1 1
T = M — (33,2 28.9) = 22,2 kN
23,13 ha ( 25,15 T My, 23) 2,8( 2 + 28,9) , ,
T 0, = ! ({O+M61)=L(397+434):198kN
1,Y1 h‘{O,l} 1,V1 1,41 4’2 Y Y 9 9
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Ho H
a ~ S~ b < -— -—
T22,12 T23713 T11,01 T12702 T13,03
Télez T2/3713 jil!ol _Tiz,oz _T>1/3»03
M3, M, U U A
22 378 M{I,Ol M{2,02 M{3,03
M{2,22 M{3723
(¢} L = —_—
M(l)l,ll M62,12 Més,ls
i N riN r
Slika 46.
T/ = —1 M M = —1 70,8 + 82,5) = 36,5 kN
lo0s = (M, 0, + Mg,,) = 7 (70,8 + 82,5) = 36,5 kN,
h{O,l} 472
T/ = —1 M M = —1 32,7 + 40,0) = 17,3 kN
1305 = g ( 15,05 T 03,13> 4 2( L ’ ) B ’ ’

Te sile, medutim, nisu u ravnotezi sa silama H; (slike 46.a. i b.):
_T2,2,12 - T2,3,13 + H2 = 272 #* 07
_T1/1,01 - T1/2,02 - T1/3,03 + H, + H, = —0,3 # 0;

drugim rijecima, uravnotezenjem momenata po Crossu narusili smo ravnotezu horizon-
talnih sila koja je bila zadovoljena tijekom Werner—Csonkina postupka.

Za zbroj vrijednosti poprecnih sila u stupovima jedne etaze okvira nakon uravnotezenja
momenata uvest ¢emo oznaku 7}:

TN = T, + Ti,0, + 11,0, = 73,6 kN,

— 46,1 kN.

2,02 3,03

T, = T3, + T3

3,13

Neposredno nakon raspodjele vrijednosti momenata s poluokvira na okvir — prije njihova
uravnotezenja—zbroj je vrijednosti poprec¢nih sila u stupovima etaze jednak vrijednosti
poprecne sile u odgovaraju¢em stupu poluokvira. Vrijednosti su poprecnih sila u stupo-
vima poluokvira, znamo, T} = Hy; + Hy 1 15 = H,, pa uvrStavanje u prethodne izraze
daje

_T1/1,01 - T1/2702 - Tl/:s,O:s + i+ Hy, = Th - Tl/’
—T2/2712 — T2/3713 + Hy = T — TQ/.

Prema tome, vrijednosti neuravnotezenih horizontalnih sila jednake su razlikama vrijed-
nosti poprecnih sila u stupovima poluokvira i zbroja vrijednosti poprecnih sila u stu-
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povima odgovarajuc¢ih etaza okvira nakon uravnotezenja momenata. Te ¢emo razlike
oznaciti sa AT;:

AT, = Ty — T} = —0,3kN,
ATQ = Tg - TQ, = 2,2 kl\I7

u prvoj je etazi, dakle, zbroj vrijednosti poprecnih sila vec¢i nego sto bi za odrazavanje
ravnoteze trebao biti, dok je u drugoj etazi manji. Na slici 47.b. skicirani su dijagrami
ukupnih popre¢nih sila u stupovima okvira prije uravnotezenja momenata (puna linija) i
nakon njega (crtkano); kako su razlike vrijednosti razmjerno male u odnosu na vrijednosti
sila, prikaz je karikiran.

Hy T
T,
H,
T
T
a S S S b
Slika 47.
Relativne su pogreske
|AT1’ 073
= = — = 0,004 =04
T T B3 A%
|AT| 2,2
= = —— = 0,046 = 4,6%.
T n] T 183 ’

(Velicine |AT;| nazivamo apsolutnim pogreskama.) U prvoj je etazi pogreska doduse
zanemarivo mala, ali zbog znatno vece pogreske u drugoj etazi rezultate ne¢emo smatrati
kona¢nima.

U prvoj etazi treba zbroj vrijednosti poprec¢nih sila smanjiti, a u drugoj povecati. Do-
bivene su vrijednosti takve su kao da na okvir umjesto sila ¢ije su vrijednosti H; = 25,0 kN
i Hy = 48,3 kN djeluju sile s vrijednostima

Hy = Ty, + Ty1, = 46,1 kN,

3,13

Hy =T} o + Ti,o + Tlo — Hy = 27,5 kN;

2,02 3,03

slikovito rec¢eno, kao da smo prvu etazu okvira prejako gurnuli, a drugu preslabo. Stoga
drugu etazu moramo dalje gurnuti, a prvu malo vratiti— okvir ¢emo opteretiti kao na
slici 48.a., gdje su

AH, = H, — H| = —25kN,
AH, = H, — H, = 2,2kN,
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- ————
AHs AH> 555
A
|AH | |AH, | =
a NS\ N\ ~% b N\
Slika 48.

i proci kroz jos jedan ciklus sastavljen od proracuna na poluokviru Wernerovim postup-
kom (slika 48.b.) i uravnotezenja momenata Crossovim postupkom.

Vrijednosti AH; i AHs u stvari ne treba racunati — u izraze za vrijednosti momenata
upetosti na poluokviru ulaze samo vrijednosti silama AH; i AH; izazvanih poprecnih sila
u stupovima poluokvira, a to su poznate nam vrijednosti ATy i AT, [dokazite!]:

— — 1 1

My, = Mgy, = 3 ATy hy = 3 (—0,3)-4,2 = —0,6 kNm,
— — 1 1

My, = My, = §AT2 hy = 5'2,2-2,8 = 3,1 kNm.

Relaksacija na poluokviru prikazana je na slici 49. Zapoceli smo u ¢voru 2, a nakon
uravnotezenja ¢vora 1 jos smo se jednom vratili u ¢vor 2. Nakon prenosenja vrijednosti
momenata s poluokvira na okvir uravnotezujemo ih Crossovim postupkom (slika 50.).
Zapocnemo li sa ¢vorovima 1; i 13, svaki je ¢vor dovoljno jednom uravnoteziti.

Sada su ukupne vrijednosti popre¢nih sila u stupovima:
T =17 o, + 110, + 11,0, = 0—0,14 — 0,14 = —0,28 kN,
T, =Ty, + Ty, = 1,1 + 1,0 = 2,1 kN,
pa su vrijednosti neuravnotezenih horizontalnih sila
AT = ATy — T} = —0,3 — (—0,28) = —0,02 kN,
ATy, = ATy, — Ty = 22 — 21 = 0,1kN.
Te vrijednosti imaju razlicite predznake, pa se na prvi pogled ¢ini da smo ponovo u
jednoj etazi otisli predaleko, a u drugoj nedovoljno daleko. Medutim, sile ATy i ATy
imaju suprotne orijentacije, odnosno, u parovima ATy, T/ i ATy, T} obje sile imaju

iste orijentacije. U oba su slucaja intenziteti sila Tl” manji od intenziteta sila AT}, §to
znaci da u obje etaze te intenzitete treba povecati.

Uvest ¢emo popravni koeficijent

_ ATk + |ATy| by 03-42+22-28 .
TV hy + |TYhy 02842 +21-28
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0,1
~0,6
| — T
Slika 49.

i njime pomnoziti vrijednosti momenata izrac¢unane na slici 50. Time ¢e se povecati i
intenziteti poprecnih sila. Uvjeti ravnoteze horizontalnih sila jos uvijek nece biti zadovo-
ljeni, ali ¢e vrijednosti neuravnotezenih sila biti znatno manje — zanemarive u okvirima
tocnosti trazene u ,,prakti¢nim” proracunima.

Vrijednosti momenata dobivene u prvom ciklusu —u proracunu na slikama 44. i 45. —
nismo mogli pomnoziti popravnim koeficijentom zato sto je tada intenzitet jedne sile
trebalo povecati, a intenzitet druge smanjiti. Da je trebalo oba intenziteta povecati ili
oba smanjiti, mnozenjem vrijednosti momenata odgovaraju¢im popravnim koeficijentim
mogli smo izbjeéi drugi ciklus proracuna.

U opc¢em se slucaju moze pojaviti samo jedna od spomenute dvije mogucnosti. Neka,
neovisno o tome o kojem je ciklusu rije¢, 7; oznacava vrijednost poprecne sile u i-tom
stupu poluokvira, a 7 zbroj vrijednosti poprecnih sila u stupovima i-te etaze okvira
nakon uravnotezenja momenata. (Nakon prvoga su ciklusa 7; = T; i 7 = T/, a nakon
drugog T; = AT; i T =T.)

Prva je moguénost: razlike |7;| —|T/| imaju isti predznak za sve i. To znaci da treba
intenzitete svih sila povecati (predznak ,+’) ili smanjiti (predznak ,—’). To se najcesce s
dovoljnom to¢noséu moze, cak i nakon prvoga ciklusa, napraviti mnozenjem vrijednosti
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0,40 -14 —14 0,40
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N — -14 ’ —
1,4 -1,3 1.4
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1,3
- 1,4
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1,6 1,6
T 1
0,16
0,75 N £ N\0:27
0,25 —0,6 -0,7 0.20 -0,7 —0,6 0,18
. 0,6 0,3 . . —0,2 —0,4 .
—0,2 0,0 —0,4 -0,3 —0,9 -1,0 —0,2
0,2 ~0.3 —-0,2
0,0 —0,4
0,0 —0,2
0,1 —03 0,1
-0,1 —0,3 -0,1
| — T | — T | — T
Slika 50.

(uravnotezenih) momenata koeficijentom

> [Tl

a = € ) 7
D "

pa ne treba nastavljati proracun ulaskom u novi ciklus. Rekosmo veé¢, horizontalne sile
nece biti u ravnotezi, ali ¢e vrijednosti neuravnotezenih sila biti zanemarivo male. (Te
vrijednosti treba provjeriti. Ne zadovoljavaju li zahtijevanu tocnost, treba ipak provesti
jos jedan ciklus prorac¢una.)

U posebnom slucaju, ako su

|7/

to jest, ako su dijagrami 7; i 7, medusobno afini, mnozenjem vrijednosti momenata s
dobivamo tocne vrijednosti poprecnih sila i, time, ravnotezu horizontalnih sila.

=

= const = o, Vi,

~
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Druga je, nepovoljnija, moguénost: razlike |7;|—|7| imaju razli¢ite predznake. Tada
intenzitete nekih sila treba povecati, a nekih smanjiti, pa se popravni koeficijent ne moze
upotrijebiti, ve¢ treba ponoviti proracun opterec¢ujudi sistem neuravnotezenim silama.

Konacne vrijednosti M, ; momenata na krajevima stupova i greda okvira sa slike 28.
na stranici 50. dobivamo tako da zbrojimo (slika 51.) vrijednosti M; ; momenata na ne-
pomicnu sistemu zbog zadanoga optereéenja (Crossov postupak: slika 31. na stranici 54.) i
vrijednosti M, ; i M'; iz oba ciklusa proracuna pomicnoga sistema/poluokvira optereé¢ena
horizontalnim silama u ¢vorovima (Wernerov postupak: slike 44. i 45. na stranicama 69.
i 71. i slike 49. i 50. na stranicama 75. i 76.); pritom vrijednosti dobivene u drugome

ciklusu mnozimo popravnim koeficijentom a:
o o / "
Mij = Mij; + Mi; + a M.

Vrijednosti M;; preuzimamo sa slike 31., a vrijednosti M]; i M/, sa slika 45. i 50.
[ Nacrtajte kona¢ni momentni dijagram! |

| J— |
I 173 18—
17,3 18,6
—34.2 —33,2
34,2 v > 33,2
1,5 D -L 1,4
i | 184 53,2 53.2
16,4 51,7
1,7 15
32,6 28,9
17,9 21,3
| — 1 | — 1
| J— | | J— |
——1 167 10,4  —i| 438 320 T |
16,7 —15,5 10,7
~39,7 —46,3 57,1 —61,6
39,7 o 70,8 o o 35,7
230 | —230 -9 03 | _—10 -1, 0,4
571 a0 | —143 —947 3o
745 45,2
74,5 —0,3 -0,2
43,4 82,5 40,0
31,1 77 5,4
| — 1 | — 71 | — 1
Slika 51.
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3. Utjecajne funkcije i utjecajne linije

—izracunavanje i crtanje

3.1. Staticki odredeni nosaci

Utjecajne funkcije i utjecajne linije naucili ste primjenjivati u Gradevnoj statici 1.
Prikazat ¢emo sada staticki postupak odredivanja utjecajnih funkcija na jednostavnim
staticki odredenim grednim nosacima: jednostavno oslonjenoj gredi, konzoli i gredi s
prepustima.

Rije¢ je o ravnim, vodoravno polozenim gredama, a pretpostavit ¢emo da je op-
terecenje koje na njih djeluje vertikalno. Jedini¢na sila koju ¢emo upotrijebiti za odredi-
vanje utjecajnih funkcija bit ¢e stoga usporedna s osi z globalnoga koordinatnog sustava.
Osim pravca— paralele s osi z kroz tocku x — odabrati treba i smisao njezina djelovanja.
O tom ce izboru ovisiti predznak vrijednosti utjecajne funkcije, odnosno predznak ordi-
nata utjecajne linije. Vertikalna opterecenja gradevinskih konstrukcija najcesce djeluju
sprema dolje”, u pozitivnhom smislu osi z, pa ¢emo taj smisao odabrati i za smisao dje-
lovanja jedinicne sile; time se izbjegava ucestalo uvrstavanje negativnih vrijednosti sila i
opteretenja u izraze za izracunavanje njihova utjecaja, izvedene u poglavlju 14. biljezaka
s predavanja Gradevne statike 1. [27].

Pri vertikalnom se opterec¢enju u vodoravnim ravnim gredama javljaju momenti savi-
janja i poprecne sile, dok su uzduzne sile jednake nuli; reakcije tih greda su vertikalne.

Jedinic¢na sila nalazi se u po volji odabranoj tocki z na gredi. Iz uvjeta ravnoteze grede
ili njezina pogodno odabranog dijela izrazit ¢emo trazenu staticku velicinu kao funkciju
polozaja x jedini¢ne sile.

3.1.1. Jednostavno oslonjena greda

Promatrat ¢emo jednostavno oslonjenu gredu raspona ¢ smjestenu u koordinatni su-
stav tako da se njezin lijevi lezaj nalazi u ishodistu, a os grede poklapa s osi z. Lijevi
¢emo lezaj oznaciti s A, a desni s B. [ Nacrtajte skicu! Popratite crtezima sve izvode koji
slijede! Nacrtajte grafove utjecajnih funkcija— utjecajne linije |

Utjecajne funkcije za reakcije. Reakcije ulezajima A i B kao funkcije polozaja jedi-
nicne sile oznacavamo s n4 i ng. Pozitivan smisao djelovanja reakcija dogovorno je ,,prema
gore”, dakle, negativan smisao osi z.

Iz uvjeta ravnoteze momenata oko lezaja B,

—na(z)- L+ 1-(L—2z) = 0,
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dobivamo 0
na(z) = % za 0 <x </, (76)

a iz uvjeta ravnoteze momenata oko lezaja A,

—1-z + ng(z)- £ = 0,
slijedi

ns(z) = % za 0<z </ (77)

Obje su funkcije linearne. Za crtanje utjecajnih linija, koje su dijelovi pravaca iznad seg-
menta [0, /], potrebne su po dvije tocke — vrijednosti utjecajnih funkcija treba izracunati
u po dvije tocke!®: n4(0) = —1 i na(¢) =0 te np(0) =0 i np(f) = —1. Utjecajna linija
na prolazi, dakle, tockama (0, —1) i (¢,0), a np tockama (0,0) i (¢,—1).

Utjecajna funkcija za moment savijanja. Odredit ¢emo izraze za utjecajnu funkciju
za moment savijanja u op¢em presjeku x;, 0 < x; < £. Ti ¢e izrazi ovisiti o tome nalazi
li se jedini¢na sila lijevo ili desno od presjeka x; —napisemo li, primjerice, jednadzbu
ravnoteze za lijevi dio nosaca, jedinicna ¢e sila uéi u tu jednadzbu ako se nalazi na
njemu, ali ne i ako djeluje na desnom dijelu.

Nalazi li se jedini¢na sila na lijevome dijelu nosaca (0 < = < xy), izdvojit ¢emo desni
dio, na koji djeluju reakcija u lezaju B te moment savijanja i poprecna sila u presjeku x,
i postaviti uvjet ravnoteze momenata oko tocke x;:

=, (2) + np(@) (E—2¢) = 0.
Iz te jednadzne dobivamo
M (2) = np(x) (€ —24). (78)
Ako pak jedini¢na sila djeluje na desnome dijelu nosaca (x; < = < /), izdvajamo lijevi
dio. Za taj je dio jednadzba ravnoteze momenata oko x;

@)z + g (z) = 0,
a iz nje slijedi
M, (2) = na(z) . (79)
Uvrstimo li u izvedene izraze za np i na izraze (77) i (76), dobit ¢emo

g—ft

14

T za 0 <z < ay,

M, () = (80)

%(ﬁ—x) za xy <z < /.

Oba podizraza prikazuju linearne funkcije. Za = = x; oba podizraza daju istu vrijednost,
g, () = x4(€ — ;) /¢, pa podruéja mogu bitii 0 < z < xy, r; < x < ¢, a mozemo i,
doduse matematicki ne posve korektno, pisati 0 < x < xy, x; < x < /L.

15 Pojam tocka upotrebljavamo u dva znacenja: tocka x na osi nosaca i tocka u ravnini, na grafu

funkcije: (z, nz(x)). Odgovarajuce ¢e znacenje, vjerujemo, biti jasno iz konteksta.
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Naravno, iste bismo izraze dobili da smo za jedini¢nu silu na lijevom dijelu promatrali
ravnotezu lijevoga dijela, a za silu na desnom dijelu ravnotezu desnoga dijela. Primjerice,
za lijevi dio, sa silom na njemu, jednadzba je ravnoteze momenata oko tocke x;

—na(x)xy + 1(zy —x) + nuy,(z) = 0,

iz ¢ega, nakon uvrstavanja (76) i sredivanja, slijedi gornji podizraz u (80).

Nacrtajmo sada utjecajnu liniju za moment savijanja u presjeku x; proste grede,
odabranom po volji. Izraz (80) pokazuje da je ta utjecajna linija sastavljena od dva
pravéasta odsjecka, nad intervalima [0, 2] i (x, ¢]. Za crtanje tih odsjecaka potrebne su,
znamo, po dvije tocke. Pri odabiru tih tocaka ne moramo se ograniciti na x iz pripadnih
intervala — odgovarujuce odsjecke mozemo ,izrezati’ nakon sto nacrtamo pravce na kojima
leze.

Za izraz (80) prvi odsjecak utjecajne linije lezi na pravcu koji prolazi kroz tocke (0, 0)
i (¢, ¢ — ), a drugi na pravcu kroz (0,z¢) i (¢,0). U x; su ordinate obje grane utjecajne
linije jednake (Sto se takoder moze iskoristiti pri crtanju— kako?).

Greenove funkcije. Utjecajne funkcije mogu se smatrati funkcijama dviju varijabli: mjesta

na nosacu (tocke x¢) u kojem se izra¢unava promatrana veli¢ina i polozaja x jedini¢ne sile:
g+ (2, @) = (@, ).

Matematicka je formalizacija tako shva¢enog pojma utjecajne funkcije Greenova funkcija.

Utjecajna funkcija 1y za moment savijanja na jednostavno oslonjenoj gredi definirana je,
dakle, na [0, £] x [0, £]:

(l—z)r za 0<x <z <V,
77M(37t7$) =
</

Sl S

r(l—xz) za 0<axp <z

Graf te funkcije je ploha prikazana na slici 52.

Slika 52.

U nastavku ¢emo mjesto x; u kojemu izracunavamo trazenu veli¢inu zadati unaprijed, pa
kao varijabla ostaje samo polozaj x jedini¢ne sile. Utjecajne su linije krivulje ili, kao u nasem
primjeru, pravci nastali presijecanjem Greenove plohe ravninama x; = const.

Utjecajna funkcija za poprecnu silu. Nalazi li se jedini¢na sila lijevo od presjeka,
r < x¢, postavljamo uvjet ravnoteze sila koje djeluju na desni dio usporedno s osi z,

—nr,(z) — ne(r) = 0,
te dobivamo
nr(z) = —np(w).
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Za jedini¢nu silu desno od presjeka, © > x;, uvjet ravnoteze sila koje djeluju na lijevi dio
usporedno sa z,

—na(z) + nr,(r) = 0,
daje
nr(z) = na(z).

Uvrstavanjem izraza (77) i (76) za np i 174, dobivamo

—% za 0 <z <y,
@) = 4,0 (s1)
7 za 1, <x < /.

Oba su podizraza linearna. Za x = x; ti podizrazi daju razlicite vrijednosti; stoga je
funkcija 17, u toj tocki nedefinirana.

Za crtanje utjecajne linije izracunat ¢emo vrijednosti podizraza u z = 0ix = (. Iz
izraza (81) dobivamo da odsjec¢ak utjecajne linije ,nad” intervalom [0, x;) lezi na pravcu
koji prolazi kroz tocke (0,0) i (¢, —1), a odsjecak ,nad” intervalom {z;, ¢] na pravcu koji
prolazi tockama (0,1) i (¢,0). Koeficijenti smjerova tih pravaca su jednaki: —1/¢, $to
znaci da su pravci medusobno paralelni. Nalazi li se jedini¢na sila neposredno lijevo
od presjeka z;, formalno z = z,, ordinatu utjecajne linije izrac¢unavamo uvrstavanjem
x = xy u prvi podizraz izraza (81): nr,(r;) = —a¢/¢. Za silu neposredno desno od
presjeka, x = x;7, ordinatu utjecajne linije izratunavamo uvrstavanjem z = z, u drugi
podizraz: nr,(x;) = (¢ — x;)/¢. Pri prijezu preko z = x; utjecajna linija ima skok za

-9

3.1.2. Konzola

Konzolu upetu na lijevom kraju (u tocki A) nazivamo desnom, a konzolu upetu na
desnom kraju (u tocki B) lijevom konzolom. U oba slucaja ishodiste koordinatnoga
sustava postavljamo u lijevi kraj (u tocku A), a os x podudara se s osi konzole. Duljina
konzole je ¢.

Kao i kod jednostavno oslonjene grede, izrazi za utjecajne funkcije za unutarnje sile
u op¢em presjeku x; ovisit ¢e o tome s koje strane toga presjeka jedinicna sila djeluje.

Desna konzola. Ako jedinicna sila djeluje lijevo od presjeka x;, na desni dio djeluju
samo poprecna sila i moment savijanja u presjeku z;. Taj ¢e dio biti u ravnotezi samo
ako su i sila i moment jednaki nuli:

() =0 &  np(z) = 0.

Nalazi li se jedinicna sila desno od presjeka x;, na desni dio, osim poprecne sile i momenta
savijanja u presjeku, djeluje i ta jedini¢na sila. Uvjeti ravnoteze momenata oko presjeka x;
i ravnoteze vertikalnih sila daju

(@) = =1(z—z) &  gp(z) = 1
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Konaéni su izrazi za utjecajne funkcije, prema tome:

0 za 0 <z < ay,
?7Mt<x) = (82)
ry—x za 1<z </l
0 za 0<x<uay,
(x) = 83
1 (2) {1 za Ty < x < L. (83)
Lijeva konzola. Sli¢ni izvodi |provedite ih!] daju
r—x za 0<x<uay,
(x) = 84
() {O za Ty < x < /L (84)
-1 za 0< o<y,
(x) = 85
(%) {O za 1y < x < /L. (85)

Reakcije. Uvrstimo li z; = 01z, = £ uizraze (82) i (84), dobit ¢emo izraze za utjecajne
funkcije za reaktivne momente u lezajevima:

e za desnu konzolu:
v, (z) = —x za 0 <z </

e za lijevu konzolu:
My () = 2—0 za 0<z </

Isto tako, iz izraza (83) i (85) mozemo dobiti izraze za vertikalne reakcije:
e za desnu konzolu:
na(z) =1 za 0<z <Y

e za lijevu konzolu:
np(r) =1 za 0< o</

Do promjene predznaka u izrazu za ng, u odnosu na (83), doslo je zbog toga Sto su,
dogovorno, reakcije pozitivne ako djeluju u negativnom smislu osi z, dok je pozitivan
smisao djelovanja poprecne sile u presjeku s pozitivno orijentiranom normalom pozitivan
smisao osi z.

3.1.3. Greda s prepustima

Gredu s prepustima smjestit ¢emo u koordinatni sustav tako da je njezin lijevi lezaj
(tocka A) u ishodistu i da joj se os poklapa s osi z. Neka je razmak lezajeva ¢, duljina
lijevoga prepusta /., a duljina desnoga prepusta £y,

Reakcije. Nije tesko pokazati [kako?] da Ce izrazi za utjecajne funkcije za reakcije biti

T]A(:L‘)ZEEI za — L, <x <L+ 0, (86)
ns(2) :% za. — by <z <L+l (87)
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Usporedba s izrazima (76) i (77) pokazuje da su izrazi za utjecajne funkcije za reakcije
na gredi s prepustima jednaki izrazima za utjecajne funkcije za reakcije na jednostavno
oslonjenoj gredi; razlika je samo u podrucjima definicije tih funkcija. Ako se jedini¢na sila
nalazi na lijevomu prepustu, —¢, <z <0, bit ¢e na(z) > 1 i ng(x) < 0; dakle, reakcija
A ¢e imati isti smisao, ali ¢e po apsolutnoj vrijednosti biti ve¢a nego pri djelovanju sile
izmedu lezajeva, dok Ce reakcija B promijeniti smisao djelovanja. S druge strane, nalazi
li se jedini¢na sila na desnomu prepustu, ¢ < x < +/4,, bit ¢e na(z) <0 i np(z) > 1.

[Izvedite izraze za utjecajne linije za moment savijanja i za poprac¢nu silu u presjeku
izmedu lezajeva te u presjecima na prepustima! Analizirajte staticko znacenje tih izraza! |

3.2. Staticki neodredeni nosaci

Utjecajne funkcije za staticke veli¢ine na staticki neodredenim sistemima najcesce su
nelinearne funkcije, pa su i utjecajne linije ponajcesée sastavljene od dijelova krivulja.
Teorem Miiller-Breslaua pruza nam slikovito objasnjenje te tvrdnje: utjecajna je linija
jednaka progibnoj liniji nosaca zbog pogodno odabranoga prisilnog pomaka odredene nje-
gove tocke. (Zadovoljit ¢emo se za sada povrsnim iskazom; teoremom ¢emo se cjelovitije
i iscrpnije pozabaviti pri opisu kinematickoga postupka.)

Primjerima utjecajnih funkcija i utjecajnih linija za reaktivne sile i reaktivni moment
u desnom lezaju obostrano upete grede (slika 53.a.) uvest ¢emo staticki i kinematicki
postupak izvodenja funkcijskih izraza i crtanja njihovih grafova.

3.2.1. Staticki postupak

U statickomu postupku utjecajne funkcije nalazimo, u skladu s njihovom definicijom,
kao funkcije apscise z hvatista jedini¢nih sila koje se kao optereéenje ,kre¢u” po gredi.
Buducdi da su na ravnome stapu, kao sto znamo, uzduzna i poprecna djelovanja medusobno
neovisna, pogodno je na gredu postaviti zasebice jedini¢nu silu koja djeluje na pravcu
njezine osi (slika 53.b.) i jedini¢nu silu koja djeluje okomito na os (slika c.).

Odaberemo li kao osnovni sistem za metodu sila konzolu s prekobrojnim silama orijen-
tiranima kao na slici d., bit ¢e X1 —B" X2 ——Bv i X3— —MB, a time 1 ngr = —nx,,
Npy = —1Nx, t€ Ny, =—Nx,. Taj smo osnovni sistem uveli u pododjeljku 11.7.4. odjeljka
Matrica popustljivosti ravnoga Stapa biljezaka s predavanja Gradevne statike 1. [27], pa
sada mozemo iskoristiti tamo izvedene izraze za komponente inverzne matrice D™! ma-
trice popustljivosti D, navedene u izrazu (290) na stranici 264.

Jasno je da vrijednosti unutarnjih sila u osnovnom sistemu ovise o polozajima je-

dini¢nih sila (slike 53.e.1f.), tako da su i ,slobodni” ¢lanovi u jednadzbama neprekinutosti
funkcije tih polozaja:

X
51,0@) = ﬂ’
2 (30—«
b = 5
2
X
930(r) = =557
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Slika 53.

[ te smo izraze veé izveli (na istoj stranici), s drugacijim oznakama, doduse: apscise
hvatista sila oznacavamo sada, kao promjenjive velicine, s x, a prije smo ih smatrali
unaprijed zadanima i stoga oznacili s a; k tomu su jos, dakako, P, =11 P, = 1.
Kako je prva jednadzba neprekinutosti, koja se odnosi na uzduzni smjer, neovisna o
ostale dvije, iz nje je neposredno
1 EA x x
ma () = 5[] = b [0 = (57
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Za poprecni pak smjer raspisivanjem izraza X, = D 'd,, gdje je d; = [~do9 —630]%,
dobivamo

(2) = 12E1 ( 2°(3(—x) 6EI 2®  2*(30-2ux)
e N E 6EI 2 2Bl EE
(2) = 6EI ( 2*(3(—u) AEI 2 2*(l-2)

P T T 6EI ¢ 2EI N

(Izrazi za X, Xo 1 X3, izvedeni u odjeljku o matrici popustljivosti, na stranici 265.,
postaju izrazima za 1)x,, Nx, i x, uvrstimo li u njih a =z te P, =1 ii P, =1.)
Strogo govoredi, rjesavali smo dva sustava jednadzbi neprekinutosti: u prvome su, za je-
dini¢nu silu na pravcu osi grede (slika 53.e.), slobodni ¢lanovi 5{0 =010 1 (5%70 = (5&‘70 =0,
a u drugom su sustavu, za jediniénu silu koja je okomita na taj pravac (slika f.), d;, = 0,
059 = 020 1 039 = 030. Rjesenja prvoga sustava utjecajne su funkcije 7])”(1, 77)“(2 i 77)”(3
za izraCunavanje vrijednosti reakcija izazvanih silama koje djeluju na pravcu osi, dok su
rjeenja drugoga funkcije 75, 75, 1 75, s pomocu kojih se izracunavaju vrijednosti reak-
cija zbog sila okomitih na os i zbog momenata. Ali, zbog neovisnosti smjerova djelovanja
su 77)”(2 =0, 77)”(3 =01 77;(1 = 0, tako da mozemo pisati 77)”(1 = Nx,, 7];2 =Ny, 1 77;3 = Nx,-
Trazene su utjecajne funkcije za reakcije:

X

mn(@) = “m (@) = L ae00) (59)
nn(e) = —m() = T2 o, (59
mio(e) = nx(e) = TP ae (90)

Da se prisjetimo smisla i svrhe utjecajnih funkcija, pretpostavit ¢emo da u tocki u

dvije trec¢ine raspona obostrano upete grede djeluje sila F=-2574+50Fk [kN]. Uvrstimo
i # = 2¢/3 u prethodne izraze, dobivamo ngn(2¢/3) = 2/3, nps(2¢/3) = 20/27 i
g (20/3) = 40/27, pa su

2
B" = g F, = 525 — 16,67 kN,

2
B’ = np F, = 2—350 — 37,04kN,

4
MB = nMBFz = ﬁ50€ = 7,41kaIIl,

i, za { =5m, Mg = 37,04 kNm.

Djeluje 1i pak okomito na os grede jednoliko raspodijeljeno opterec¢enje vrijednosti qo,
bit ce
¢ ‘ 1
B" = /q(a:) npe(z) dr = qo /ﬁBv(fE) dz = qo [55}
0 0
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l l
1
Mp = /q(-’L’)nMB(x)dm = qO/nMB(m)d%' = Qo [562],
0 0

pasu,za g =25kN/m i { =5m, BY =6250kN i Mp = 52,08 kNm.

Slike 54.b., d. i e. crtezi su grafova utjecajnih funkcija—utjecajne linije. Na slikama a.
i c. naznacene su pretpostavljene pozitivne orijentacije zadanih sila i reakcija.

[ 1 | npn ()
a. ] > i
b. T
@ ) NBn
n
11 NMp (x)
e Il
c. — NI
T nev ()
d.
z npv
® L
’I] - T
e. @ ) " v
n\M
Slika 54.

Funkcija ngn je linearna, pa su nam za crtanje njezina grafa dovoljne dvije tocke:
npn(0) =0 i npn(l) = 1.

Druge su dvije utjecajne funkcije dijelovi polinoma trecega stupnja. Za crtanje utje-
cajne linije np. izracunat ¢emo vrijednosti u presjecima x =0, z = £/5 i o = £:

Pogodno je izracunati i nagibe tangenata u presjecima =z = 0 i z = ¢; uvrstavanjem u

() = S0 (o1)

dobivamo

Mg (0) = 0 i Mo (€) = 0.
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Slicno ¢emo postupiti i pri crtanju utjecajne linije 7ys,. U odabranim su tockama
vrijednosti funkcije:

i RN B
e | 031815 Lo
a iz izraza za derivaciju
() = T2 (92)
nalazimo i
Mt (0) = 0 te My () = —1.

3.2.2. Kinematicki postupak

Staticki postupak izvodenja izraza za utjecajne funkcije na neodredenim nosacima i cr-
tanje utjecajnih linija kao grafova tih funkcija imaju ipak ponajvise teorijski i edukacijski
znacaj. U vecini slucajeva utjecajne ¢emo linije konstruirati kinematickim postupkom.

| l

i |

S

—_—

nev ()

F

—

| 7

Slika 55.

]

Valjanost postupka— teorem Heinricha Miiller—Breslaua— ,dokazat” ¢emo na pri-
mjeru funkcije 1 1 pripadne utjecajne linije. Polaziste je poznati teorem Enrica Bettija
o uzajamnosti, radova sila u dva razli¢ita ravnotezna stanja. U prvome na gredu u ne-
koj tocki z, okomito na njezinu os, djeluje jedini¢na sila (slika 55.a.). U drugom je pak
stanju zadan prisilni jedini¢ni pomak desnoga lezaja po pravcu okomitom na os grede
(slika 55.d.).
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Na slici 55.b. skicirane su sve vanjske sile koje u prvom stanju djeluju na gredu: zadana
jedini¢na sila u opéem polozaju te uravnotezujuce reaktivne sile i uravnotezujuéi reaktivni
momenti. Za primjenu Bettijeva teorema zamisljamo da te sile rade na pomacima drugoga
stanja. U tom se stanju (slika d.) lezajevi ne zaokreéu, a lijevi je lezaj uz to nepomican,
pa rade samo sila ngv(x) i jedini¢na sila. Obje sile djeluju na pravcima po kojima se
odvijaju pomaci njihovih hvatista, a kako su vrijednosti tih pomaka 1 i w(z), pri ¢emu
je smisao jedini¢noga pomaka suprotan smislu djelovanja sile ng.(z), rad je sila prvoga
stanja na pomacima drugog stanja

—npe(x) -1 + 1-w(x).

Prema Bettijevu teoremu rad je sila prvoga stanja na pomacima drugog jednak radu sila
drugoga na pomacima prvog stanja. U drugom stanju, medutim, postoje samo reakcije
(slika 55.e.), a u prvom pak stanju nema ni pomaka ni zaokreta lezajeva (progibna linija
obostrano upete grede zbog djelovanja jedinicne sile skicirana je na slici ¢.), tako da je
rad sila drugog stanja na pomacima prvoga jednak nuli. Iz Bettijeva teorema stoga slijedi

—npe(z) -1 + 1-w(z) = 0,
pa je
Ny (1) = wlx). (93)
Prema tome, problem odredivanja utjecajne funkcije svodi se na problem odredivanja

funkcijskoga izraza za progibnu liniju. Drugim rije¢ima, treba rijesSiti dobro nam znanu

diferencijalnu jednadzbu
M (x)

"

([E) - El
gdje je M funkcija koja opisuje vrijednosti momenata savijanja izazvanih prisilnim je-
diniénim pomakom desnoga lezaja ,prema dolje” (slika 56.a.), u smislu, dakle, suprot-
nom od pozitivnoga smisla djelovanja sile za koju trazimo utjecajnu funkciju. Izraz za

(94)

funkciju M izvest ¢emo, recimo, metodom sila.

Za osnovni sistem sa slike 56.b.; uz dijagram projekcija pomaka na vertikalnu os sa
slike c., sustav je jednadzbi neprekinutosti

0

X, 1
D|X,|+]| ¢ =0

X, 1

Iz prve jednadzbe, koja je neovisna o ostale dvije, odmah slijedi X; = 0. Vrijednosti
pak nepoznanica X5 i X3 izracunavamo iz

1 4FEI 2FI 1

Xo T l 12 l
— D; _ :

X3 1 2FET 4FEI 1

l l l l
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XQ XB
A &
C. 5
162,01 .
63,0/ f
6E1
d ‘” ,
6E1
62
Slika 56.
pa su
6 E1 6 E1
Xy = 2 1 X3 = 2 (95)
tako da je
61 x 6FE x 6 E1
M(z) = Xo-ma(x) + X3-mg(z) = ” -[—1 z) + e (=l +22);

dijagrame ms i mg mozete nac¢i na slikama 153.f. i h. na stranici 256. u biljeskama s
predavanja Gradevne statike 1. [27], a konaé¢ni je dijagram M prikazan na slici 56.d. na
prethodnoj stranici.

Uvrstavanjem u (94) dobivamo diferencijalnu jednadzbu

6

w'(x) = 7 (¢—2z).
Prvo integriranje daje 6
w'(z) = iR (Cx—2*) + Oy,
a iz rubnoga uvjeta ¢(0) = —w'(0) = 0 slijedi C; = 0. JoS jednim integriranjem
dobivamo , ,
6 (lx x
w(:c) = £—3[7—§] + 02.

I Cy =0, jer je w(0) = 0. Funkcijski je izraz za progibnu liniju, dakle, nakon sredivanja

w(z) = x (BE—Q:U);

53

njegova je desna strana jednaka desnoj strani izraza (89) na stranici 85., Sto potvrduje
zakljucak Miiller—Breslaua da je ng. = w.
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I u desnomu lezaju postoje dva rubna uvjeta: w(f) =11 p(¢) = —w'(¢) = 0. Za odredivanje
dviju integracijskih konstanata dovoljni su bili uvjeti u lijevom lezaju, pa uvjete u desnom
mozemo upotrijebiti za provjeru izvoda:

6 . % (30—20)
w’(z)zﬁ(z'z—ﬁ):o Powl) = ——p—— = L
Sva ¢e nam ¢etiri rubna uvjeta trebati zapocnemo li s diferencijalnom jednadzbom
v _ q()

odnosno, buduéi da je zadan samo prisilni pomak, s homogenom jednadzbom
w" (z) = 0. (96)

(Polazedi od te jednadzbe izbjegavamo prethodno trazenje funkcije M.) Nakon trecega i Cetvrtog

integriranja dobivamo
Cq

w'(z) = ?$2+sz+03,
w(z) = %x?’ + %x2 + Cz2 + Cy.

Iz uvjetd p(0) = —w'(0) =0 i w(0) = 0 neposredno slijedi C3 =0 i Cy = 0. Preostala dva
uvjeta, p(¢) = —w'({) =0 i w(f) =1, daju sustav

£2

501 + 0Cy = 0,
03 02
—C —(Cy =1

6 1+ 9 2 )

Cija su rjeSenja
12 . 6
Cl = —673 1 02 = 672’

te ponovo, nakon uvrstavanja i sredivanja, dobivamo ve¢ poznati izraz za w = ngv.

Samo je u jednostavnijim slucajevima, poput nasSega primjera, funkcijski izraz za
progibnu liniju razmjerno lako, analitickim rjesavanjem diferencijalnih jednadzbi (94)
ili (96), izvesti u zatvorenu obliku. Cesce ¢emo, nakon §to na neki na¢in nademo dijagram
momenata savijanja, odmah crtati progibnu liniju postupkom utemeljenim na Mohrovoj
analogijit®. Trazene vrijednosti utjecajne funkcije tada o¢itavamo na utjecajnoj liniji koja,
kao sto smo netom dokazali, nije nista drugo doli ta progibna linija.

16 Otto Mohr je uocio (godine 1868.) da diferencijalna jednadzba ravnotezne konfiguracije niti

W"(z) = — q(x)

H

(u kojoj su funkcijom ¢ zadane vrijednosti vertikalne distribuirane sile, a H je vrijednost napetosti niti),
ima jednaku strukturu kao diferencijalna jednadzba progibne linije (94). Kako se ravnotezna konfigu-
racija niti, koja vam je vjerojatno poznatija pod nazivom verizne krivulje, moze smatrati dijagramom
momenata savijanja u gredi istoga raspona i pod istom distribuiranom silom, jer je diferencijalna jed-
nadzba ravnoteze

M"(z) = —q(x)
tre¢a jednadzba jednake strukture, Mohr je zakljucio da se progibna linija grede moze nacrtati kao

dijagram momenata izazvanih zamisljenom distribuiranom silom ¢ije su vrijednosti opisane funkci-
om k(x) = .
jom k(x) = =7
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Za ocitavanje vrijednosti moraju mjerila na crtezu biti definirana. Progibnu/utjecajnu
liniju nacrtat éemo za gredu opéega raspona £. Ako je crtez grede duljine ¢ = kcm, onda
je mjerilo raspona

1 [cm] =2 ¢/k [m].
Uvest ¢emo i oznaku m = £/,. Za nas éemo primjer uzeti da je k=5, pa je duljina crteza
grede { = 5cm (slika 57.a.), a mjerilo je raspona

1 [cm] =2 ¢/5 [m].

E 1[cm] :: £/5 [m]
|

~ | s
> T

|
T’r]Bv

6 E1
. @
6 Bl
¥ .
1
6 [
2
q ¢ ©2
6
2
I} ¢
,r, e.
0
. TN R
®1 )
P2
. I 0,2
s
& X
<
1fem] 5 o5
nBv cm 57
> R

Slika 57.

Za primjenu Mohrove analogije gredu, kojoj, vidjet ¢emo, lezajni uvjeti ne trebaju biti
definirani, ,optere¢ujemo” zamisljenom ,,distribuiranom silom” ¢ije su vrijednosti zadane
funkcijom

) = 2

njezin je graf prikazan na slici 57.d.
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Veriznu krivulju za zadanu distribuiranu silu crtamo tako da je ,,upiSemo” u njezin tan-
gentni poligon — verizni poligon za sustav koncentriranih sila koji je staticki ekvivalentan
distribuiranoj sili: dijelove povrsine izmedu grafa distribuirane sile i njegove apscisne osi,
izmedu dviju ordinala, zamjenjujemo koncentriranim silama ¢ije su vrijednosti jednake
orijentiranim plostinama tih dijelova, a pravci djelovanje prolaze njihovim tezistima.

No, funkcija k po svom je stvarnom kinematickom znacenju funkcija koja opisuje
zakrivljenost osi grede: kK = —w”. Orijentirana plostina povrsine izmedu njezina grafa
i osi x, izmedu dviju ordinala, jednaka je stoga, kao vrijednost odredenoga integrala,
kutu ¢ koji zatvaraju tangente na progibnu liniju u tockama s pripadnim apscisama.
Dakle, zamisljene ,koncentrirane sile” za koje crtamo verizni poligon s kinematickoga su
gledista vektori ¢ije su vrijednosti jednake kutovima izmedu tangenata na progibnu liniju.

U nasem ¢emo primjeru umjesto distribuirane zakrivljenosti x uvesti vektore kutova ¢
i P2 u tezistima trokuta od kojih je sastavljen njezin dijagram (slika 57.d.). Intenziteti
tih vektora jednaki su povrSinama trokuta:

pr=pr=75 5 %

Pri konstruiranju tangentnoga poligona s vektorima kutova postupamo kao s koncen-
triranim silama pri konstruiranju veriznoga poligona. Za crtez poligona vektora kutova
(slika 57.e.) odabrat ¢emo mjerilo kutova

1
1[lecm| = —.
[em] 20
U tom ¢e mjerilu duljine nacrtanih vektora kutova biti ¢; = @9 = 3 cm. Uz to, oda-
brati treba i udaljenost x pola od pravca na kojemu leze vektori kutova (y je takoder,
kinematicki, kut) i polozaj pola na paraleli s tim pravcem.

O udaljenosti y ovisi mjerilo u kojemu ocitavamo duljine pomaka / vrijednosti utje-
cajne funkcije. Ako je y = 1, kutovi koje zatvaraju zrake poligona vektora kutova, a
time i kutovi koje zatvaraju stranice nacrtanoga tangentnog poligona, jednaki su kuto-
vima izmedu tangenata na progibnu liniju, tako da su i duljine odsjecaka na ordinalama
izmedu zakljucne linije i verizne krivulje jednake duljinama progiba u mjerilu raspona.
Uzmemo li pak da je x = 1/, kutovi izmedu zraka povedéat ¢e se n puta, pa ée i duljine
odsjecaka na ordinalama biti n puta vece. Ako je 7j(x) izmjerena duljina odsjecka, stvarna
¢e duljina pomaka / vrijednost utjecaja biti

nw) = i) = ),

Uzet ¢emo da je x = 1/p, pajenacrtezu Y =2 cm. Pol éemo postaviti tako da pocetna,
nulta zraka bude paralelna s osi grede, $to znaci da ¢e i stranica 0 tangentnoga poligona
biti paralelna s osi grede i, stoga, horizontalna. Budu¢i da su u lijevome lezaju sprijeceni
i pomak i zaokret osi, zakljuéna linija tangentnoga poligona progibne linije (linija od koje
mjerimo pomake) mora se poklopiti s nultom stranicom —nasim smo izborom polozaja
pola, prema tome, odmah dobili horizontalnu zakljuénu liniju (slika 57.f.).

Tangentni poligon progibne/utjecajne linije crtamo na isti nacin kao i verizni poligon.
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Duljine vektora ¢ i po jednake su, pa se zraka 2 poligona vektora kutova poklapa sa
zrakom 0, a to pak znaci da su stranice 0 i 2 tangentnoga poligona usporedne. Drugim
rijeCima, i stranica 2 je horizontalna— mozemo zakljuc¢iti da tangentni poligon zadovo-
ljava jedan od rubnih uvjeta u desnome lezaju: os grede se nije zaokrenula.

Preostaje jos da ,,provjerimo” drugi rubni uvjet u desnome lezaju. Izmjerena je duljina
odsjecka na odgovarajucoj ordinali 7jz.(¢) = 5 cm. Iz x = 1/p slijedi n =/, pa je, na kraju,

4
7731)(6) = QES = 1.

3.2.3. Primjeri

Obostrano upeta greda, poprecna sila u presjeku. Nacrtat ¢emo utjecajnu liniju
nr,_, za poprecnu silu u presjeku ¢t —¢ s apscisom .

Tocke osi grede neposredno lijevo i neposredno desno od presjeka treba pomaknuti po
pravcima okomitima na os suprotno od smisla djelovanja poprecnih sila tako da njihov
razmak na kraju bude 1 (slika 58.). Rijec je, dakle, o relativnomu pomaku.

Slika 58.

Za osnovni sistem (za metodu sila) uzet ¢emo konzulu desni kraj koje je upet (sli-
ka 59.b.). Utjecaj je zadanoga pomaka prikazan na slici c., tako da je da9 = 1.

Ocito je da je X; = 0. Za druge je dvije nepoznanice sustav jednadzbi kompatibilnosti

& >
o [X2| _ | 381 2EI|[X:] _ [-1
x| 02 14 X Lo
2Bl EI
Njegovo je rjesenje
12FEI 6FEI 12FE1
Flor [0 e | [0] -] o8
Xs] |0 6EI 4EI| [0 GBI
2 14 2

[ Izvedite izraze za komponente matrice popustljivosti D! Primjenom programa SageMath
(ili drugoga nekog programa za simboli¢ku matematiku) nadite D™'!]
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Slika 59.
Slijedi
6E1 12FE1
My=Xs= 2o 1 A= Xy = -
te, potom, iz > Mgy = My — (- A’ + Mp = 0,
6EI

Mp = —My + £-A" 0 = -~

momentni je dijagram prikazan na slici 58.d.

Pri ertanju utjecajne linije uzet ¢emo, kao i ranije, za mjerilo duljina 1 [cm] :: £/5 [m].
Neka je x; = ¢/4 (slika 60.a.).

Dijagram zakrivljenosti k£ podijelit éemo na ¢cetiri dijela, u tockama s apscisama £/4,
0/2 1 3¢/4 (slika 60.b.). Kutovi, jednaki orijentiranim plostinama dijelova izmedu dija-
grama i osi apscisa, izmedu ordinala u susjednim tockama, su

1+ 3 3
902_g03_24€2 8£,

1= Q1 = 3pr = —.

Vektori kutova orijentirani su kao na slici b., a njihovi pravci prolaze tezistima dijelova
kojima su ,staticki ekvivalentni”

Odaberemo li za mjerilo kutova
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Slika 60.

duljine nacrtanih vektora kutova u poligonu vektora kutova (slika 60.d.) bit ¢e
©1 = Q4 = 3cm,
@2 = 553 = 1cm.

3
Uzet ¢emo da je na crtezu xy = 2 cm, Sto znadi da je y = Vi paje n=1/x =41/4/3.

Pol ¢emo ponovno postaviti tako da nulta zraka poligona vektora kutova bude hori-
zontalna; i zakljuéna ¢e linija tangentnoga poligona (slika 60.c.) tada biti horizontalna.

U tocki s apscisom x; utjecajna linija ima jedini¢ni skok: stranicu 1 tangentnoga
poligona treba na tom mjestu prekinuti i paralelno pomaknuti prema dolje za

i) = %'1 — %”-1 - w.1 - ? ~ 6,7 cm.

Na kraju, stranica 4 tangentnoga poligona mora se, kao i stranica 0, poklopiti s njegovom
zakljuénom linijom.

Veza je izmedu izmjerenih duljina odsjec¢aka na ordinalama i duljina pomaka / vrijedno-
sti utjecaja
ile) = 1= 0) = 57 7o) = 3ple)
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Obostrano upeta greda, lezajni moment. Inicijalni je pomak za crtanje utjecajne
linije 757, za reaktivni moment u lijevomu lezaju jedinicni zaokret toga lezaja u smislu
vrtnje kazaljke na satu, pa je za osnovni sistem sa slike 61.b. 93 = —1. Sustav je jednadzbi
kompatibilnosti za nepoznate vrijednosti sila X5 i X3 stoga

o] = 2]

a njegovo je rjesenje

6FE1
o]
X3 ! AET |
14
pa su
" 6F1 ) 4F1
A= K= 1 Ma= K=
te, potom,
2ET
MB=—MA+A”€——7.
1D
o |
\ / ‘ mjerilo duljina:
|
lz 1 [cm] :: £/5 [m]
X3
b Rgh\ % .
)/ ) mjerilo kutova:
X2 1 [cm]::1/3
| 281
c. y4
4Bl
l
1803
$1 LT
=
Z/’ 1 Y1 1
£ 0 4 ' 0,2,4
LN I S A ‘
\)& S 03 P2 5
o9 y
nMA } X }
Slika 61.
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Dijeljenjem momentnoga dijagrama (slika 61.c.) s £ dobivamo dijagram x. Dijelove
povrsine izmedu dijagrama s i njegove apscisne osi zamjenjujemo vektorima kutova na
pravcima kroz tezista tih dijelova (slika d.). Kutovi su jednaki plostinama dijelova:

102 1
EVT TR
Y1 = 3(,02 = 1.
Jedini¢éni zaokret u lijevomu lezaju ostvarit ¢emo dodavanjem vektora jedini¢noga kuta
na pravcu kroz taj lezaj.

U odabranomu su mjerilu kutova

P2 = @3 = 1cm,
o1 =1

Uzet ¢éemo da je y = 1, odnosno y = 3 cm (slika 61.e.); tada je
m

we) = Tile) = i) = i)

Utjecajna je linija prikazana na slici 61.f.

Obostrano upeta greda, moment savijanja u presjeku. Za crtanje utjecajne linije
N, Zza moment savijanja u nekom presjeku z; inicijalni je pomak jedini¢ni zaokret osi
grede neposredno lijevo od presjeka u odnosu na os neposredno desno od njega u smislu
suprotnom od smisla vrtnje pozitivnoga momenta (slika 62.).

—)C—

SR @

o~ —" o)
Slika, 62.

Za osnovni ¢emo sistem uzeti jednostavno oslonjenu gredu (slika 63.b.); izraze za
komponente matrica D, i D[ ! izveli smo u odjeljku 11.7. biljezaka [27], stranice 257-260.
Dijagram projekcija pomaka na vertikalnu os zbog jedini¢noga zaokreta na osnovnom
sistemu prikazan je na slici 63.c. Prema slici su

. Tt
1 (5370 = —.

14

520 = _E —ext
Vrijednosti X, i X3 staticki neodredenih momenata su
2FE1 (20 — 3xy)
[Xg] _ p-! [—(5170] _ El [—4 01,0 — 252,0] _ 02 .
X T =620 0| =2610 — 465 2B (0 —3z;) |

62

kvalitativna je skica momentnoga dijagrama prikazana na slici 63.d.
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Slika 64.

98

| X

mjerilo duljina:

1 [em] :: €/5 [m]

mjerilo kutova:

1 [em]::1/5

AP
Tt ‘
¢ \
|
z
X2 XS
b N )
AT =
T f—m |
[ [ |
C. /
|52,0| 63’0
) |
X
d.
Slika 63.
20/5 ’
/ Y
\
8E1
5¢ LSSEZ 2ET
B0
‘e
\
8 [
50
0 —
1
MM,y



Za xy =2/0/5 su 019 =—3/5 1 0y =2/5 te

8 ET 9 BT
X, = o520 __cn
Y ! 2 50

Momentni je dijagram prikazan na slici 64.b., dok je dijagram zakrivljenosti s vektorima
kutova ¢ 1 @5 koji zamjenjuju dijelove povrsine ispod dijagrama lijevo i desno od tocke z;
prikazan na slici c. Kutovi su

1 8 20 1 28 2¢
P = = — o — = 0,54,

P2 = 5555 + - = 0,46.
Ucrtan je i vektor jedini¢noga kuta pomocu kojega ¢emo na crtezu ostvariti trazeni zaokret
u tocki ;.

Neka je x = 1/2. U odabranomu su mjerilu kutova duljine vektora kutova u poligonu

kutova (slika 64.d.)
o1 = 0,545 = 2.7 cm,

Yo = 0,46-5 = 2,3 cm,
1=1-5=5cm,
X = 0,5-5=25cm.

5
!

Utjecajna je linija prikazana na slici 64.e. Kako je n = 1/y = 2, bit ¢e

m 14

ne) = Do) = g5 = 1o )

Slozeniji nosa¢, moment savijanja u presjeku. Nacrtat ¢emo utjecajnu liniju 7y, ,
za moment savijanja u polovini lijevoga raspona nosaca prikazana na slici 65.a.

@ ¢  EI @ 2E1 ©l
a. 2 n = IE
‘ £/2 l £/2 ‘ Y, ‘
I I I |
b / >
|21 P2
1
Slika 65.

Vrijednosti momenata za crtanje momentnoga dijagrama izracunat ¢emo inzenjerskom
metodom pomaka. Na slici 65.b. prikazan je plan pomaka s pomoc¢u kojega ¢emo odrediti
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vrijednosti momenata upetosti. Mehanizam za koji crtamo plan pomaka nastaje tako
da se u zglobnoj shemi zadanoga sistema sprijece svi neovisni translacijski pomaci, ako
postoje, i omoguci inicijalni pomak za utjecajnu liniju; u nasemu je slucaju to relativni
jedini¢ni zaokret osi u tocki z;. Kutovi zaokreta dijelova osi lijevo i desno od tocke x; su

=3

pa su momenti upetosti

— 1 1
Mo = —4dkpoy o1 —2kpoy o2 = —4k <—§> -2k <§> = k,

Vi 1 1
MQ,I = -2 k{LZ} @1 - 4]{3{172} @2 = 2k (—§> — 4k <§> — _k7

gdje su
El ) 2ET

k? = k{LQ} = 7 1 k{2,3} = 7 2]{3

Na slici 66.a. prikazan je osnovni sistem za proracun inzenjerskom pomaka; nepozna-
nice su kut zaokreta ¢vora 2, ¢, i duljina w3 neovisnoga translacijskog pomaka. Prema
planu pomaka zglobne sheme (slika b.) kut je zaokreta Stapa {2, 3} kao krutoga tijela

w
Vo3 = *73-

pa su izrazi za vrijednosti momenata na krajevima Stapova
MLQ = 2 k{LQ} Y2 + MLQ = 2]{3@2 + k’,
M271 = 4]{7{172} ©2 + MQJ = 4]{/‘(,02 — k},

W 12k
Mg = 4kiazypa — ks Prasy = 4(2k) w2 — 6(2F) <_73> = 8k + =,

w 12k
Mo = 2kia3) 02 — ks Prasy = 2(2k) 02 — 6(2F) <_73> = Ak s

. R = @TE

MO\

b. J
|7/){2,3}|

w3

Slika 66.

Jednadzba je ravnoteze momenata u ¢voru 2,

—M271 — M273 = O, to jest, M271 + M273 = 0.
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Uvrstimo i izraze za My 1 My 3,

12
k ]:07

nakon sredivanja dobivamo

12k
12]?(,02 + ng = k.

Jednadzba je virtualnih radova
(ngg + M372) (51/}{273} = 0.
Buduéi da za sistem u ravnotezi ta jednadzba mora biti zadovoljena za svaki 6123,
slijedi
M273 + M372 =0
i, nakon uvrstavanja i sredivanja,

12k 24k

7(,02 + £—2w3 = 0.

Rjesenje je dobivenoga sustava jednadzbi

1 , 14

@226 1 w3:_ﬁ7

pa su vrijednosti momenata na krajevima Stapova

1 4
My = 2kog+k = 2k-~+k = —k,
’ 6 3
My, = 4k —k:—4k:1—k——1k
21 = P2 = 6 - 3
12 k 1 12k 14 1
Moo — A = Q.- 2 () 22
2,3 8k5(,02+ / W3 8k 6 + / ( 12) k’,
12 k 1 12k 14 1
Myy — 4 g — 4k 28 () = 2
3,2 /{5(,024— / W3 k 6—|— 7 < 12) 3]€

Kondenziramo li staticki pomak w3 na stapu {2, 3}, kao jedina nepoznanica ostaje ps.
Izrazi za momente na krajevima Stapa {1,2} ne mijenjaju se, a ,kondenzirani” su izrazi
za momente na krajevima stapa {2, 3}

Mgc,g = k?{2,3} Y2 = Qk’SOQ,
M§,2 = —k?{273} Y2 = —2]6’@2

Za izracunavanje kuta ¢, dovoljna je sada jedna jednadzba, jednadzba ravnoteze mome-

nata u ¢voru 2,
C
—Myy — My5 = 0.
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Uvrstavanje izraza za vrijednosti momenata i sredivanje daju jednadzbu
6kps =k

kojoj je rjesenje

pa su vrijednosti momenata

1
MLQ = 2]€g02+k' = 2]€6+]€ = —k',

My, = dkpy—k = 4k-> —k = —=
21 kps—k k‘6 k 3]{:,

1 1
M5y = 2kgy =2k - = -k = Mg,
’ 6 3 ’
1 1
M??’Q = —2l€(p2 = _2k6 = —gk = M372.

Postupak je crtanja utjecajne linije poznat. Na slici 67. redom su ispod skice nosaca
prikazani dijagram momenata, dijagram zakrivljenosti s vektorima kutova izmedu tan-
genata i vektorom jedinicnoga kuta u tocki x; te, na dnu, tangentni poligon s upisanom
utjecajnom linijom, a zdésna je poligon vektora kutova.

% . I% mjerilo duljina:
v 1 [em] = ¢/5 [m]

mjerilo kutova:

Ak 1[em] = 1/6

1

Slika 67.
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Zakrivljenosti su

Ri2 = —F/+

Ro1 =

Ko 3 =

K32 =

Kutovi su izmedu tangenata

o =

o, =

O3 =

M, 5 4

EI 30

My, -2 1

EI 3

M273_ _1

OFEI 2EI 60

M3,2:—§—g[: 1

2FEI  2EI 6/

+15 _1+5_13
2 60 3 24 2

+11 _5+1_7
2 3¢ 24 12 247
¢ 1 2

2 12 24’

~ 13
(I)l = 2—4 -6 = 3,25 c1n,
= L 6= 175cm
2 = 24 - 5 )
~ ~ 2
@3:®4:2—4-6=0,5cm,
1 =1-6=6,0cm,
. 1 , 1
X = 5-6 = 3,0cm za odabrani y = 5
Kako je n = 1/x = 2, bit ¢e m/n = (£{/5)/2 = ¢/10, pa je mjerilo utjecajnih
koeficijenata 1 [cm] :: £/10. Na desnomu je kraju, primjerice,
m l 1 14 l
g 0,833, = — = |wyl.

Slozeniji nosac¢, poprecna sila u presjeku.

Nacrtat ¢emo jos utjecajnu liniju ng,_,

za poprecnu silu u odabranu presjeku t—t nosaca sa slike 68.a. i s pomoc¢u nje izrac¢unati
vrijednost te sile za optere¢enje zadanom silom F' vrijednosti F' = 125 kN.

Potrebne vrijednosti momenata izracunat ¢emo Crossovim postupkom.
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— 1
b. —
¥(1,2)
Slika 68.

Vrijednost momenta upetosti na kraju 2 stapa {1,2} odredujemo s pomocu plana
pomaka prikazana na slici 68.b.:

e _ 1 _ 1 _
M2,1 = M2,1 - §M1,2 = —6 k{1,2} ¢{1,2} S <_6k{1,2} ¢{1,2}>

2
1 1 1 k
= 6k--+=-(6k-=) = —3.2
‘3 ( e) 7k
pri cemu je k = kp oy = kogy = EI /L.
Uz staticku kondenzaciju zaokreta @, na stapu {1,2} i pomaka w3 na stapu {2, 3}
koeficijent je krutosti ¢vora 2
]{ZQ = 3]{?{172} +k{273} == 3]€+k = 4]€,
pa su razdjelni koeficijenti u tom ¢voru

_ 3kuy 3k 3
Hor = =707 T 4k T 1
K

_hpy k1
H2,3 o ik 4

Prijenosni su pak koefcijenti
2—-1: 0
2—->3: -1

Crossov postupak u ovom primjeru nije iteracijski: svodi se na jednu razdiobu vrijed-
nosti momenata u ¢voru 2 i jedno prenosenje vrijednosti iz ¢vora 2 u ¢vor 3 (slika 69.).

oo 311 |
-3 [4]4] 34 “3/1 !
9/4 = T3j4 31 x k/l ‘
—3/4 — — ,
Slika 69.
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Momentni dijagram, dijagram zakrivljenosti s vektorima kutova, tangentni poligon s
upisanom utjecajnom linijom i poligon vektora kutova prikazani su na slici 70.

t\ i

|
& ¢ = IE mjerilo duljina:
14
1 [em] = R [m]
- 8 Bk
— 44 44
20
mjerilo kutova:
Dy, D3y ®ay 1 [em] :: é
B @1y _—
202
4
A
Dy
3
1
b3
2
1
1
Py 0
1
31
| X
[

Slika 70.

Kutovi su izmedu tangenata

d, = - ..
V7 9 92 3 7 g
o _ L1 €+13€_1+1_5
2T 9 92 3 T 9 42 3 120 T 8¢ 240
3 2 1
O, = 2 2
BT o4 3 T o
¢
b, = - .- = —
YT e 3 T oW
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2
odabrano je y = TR U poligonu vektora kutova duljine su

1
(I)l = @66 = 1,0cm,

5
by = — -6/ = 1,25 cm,

24/

Py = o 60 =30cm,

Dy = 1o = 1,5 cm,
40

X = 3-65 = 4,0 cm.
3¢ ’

Mjerilo je utjecajnih koeficijenata 1 [cm] :: 2/15, jer su m = ¢/5, n = 1/x = 3(/2 i
m/n = 2/15.

Na crtezu utjecajne linije duljina je jedinicnoga skoka u presjeku ¢t —t

i=—1=—"=75cm.

n
m 2

Budu¢i da smo pri zamjeni ,distribuirane” zakrivljenosti , koncentriranim” kutovima
dijagram zakrivljenosti podijelili na ordinali koja prolazi hvatistem sile ﬁ, diraliste tan-
gente 3, izmedu kutova ®3 i $4, lezi na toj ordinali. Izmjerena je duljina utjecajnoga
koeficijenta |fr| = 2,5 cm, pa je

| ]—2]~]—2 2,5 = 0,333
77F—1577F—15 0 = U, .

Slijedi
T, = F-nrp = 125,0- (—0,333) = —41,625 kN.
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4. Zidovi s otvorima

K. F., SANJA HAK & MARTA SAVOR NOVAK

Amy: T will let the walls crumble. Why should I worry
To keep the tiles on the roof, combat the endless weather,
Resist the wind? ...
It is no concern of the body in the tomb
To bother about the upkeep. Let the wind and the rain do that.

T. S. Eliot: The Family Reunion

Zidovi s otvorima konstrukcijski su sistemi sastavljeni od punih zidova u istoj ravnini,
medusobno spojenih gredama krutosti kojih su razmjerno male u odnosu na krutosti
zidova, ali ne tako male da je njihovo sudjelovanje u povec¢anju nosivosti sistema za-
nemarivo. Puni zidovi, razdvojeni susjednim nizovima otvora, nazivaju se i posmicnim
zidovima. Bududi da su posmié¢ni zidovi gredama povezani u sustav u kojem djeluju tako
da je nosivost sklopa vec¢a od zbroja nosivosti pojedinih zidova, zidovi s otvorima nazivaju
se i povezanim zidovima, dok se nazivom spojne grede naglasava uloga koju one imaju.

Zidove s otvorima ¢emo analizirati kao nosive elemente armiranobetonskih objekata
visokogradnje, namijenjene preuzimanju ekvivalentnih statickih horizontalnih djelovanja
(vjetra i potresa, primjerice) u svojoj ravnini. Horizontalna se opterecenja u zidove s
otvorima najces¢e unose kao koncentrirane sile u razinama stropnih ploca.

Razvoj numerickih postupaka— ponajprije metode konacénih elemenata—i njihovih
programskih realizacija, kao i brzih racunala s velikim memorijskim prostorom, omogudili
su proracun armiranobetonskih objekata visokogradnje kao cjelovitih prostornih sklopova.
Zidove najces¢e modeliramo primjenom konac¢nih elemenata ljuske, a svi ¢vorovi modela
imaju Sest stupnjeva slobode —tri translacijska i tri rotacijska.

Iz cjeline zidove izdvajamo samo radi provjere ili analize dobivenih rezultata te radi di-
menzioniranja ili, ako je postupak dimenzioniranja automatiziran, radi provjere armature.
No, ako je dispozicija zgrade klasicna, sa zidovima tlocrtno svrstanima u dva simetri¢na,
medusobno okomita niza, povezana stropnim plocama krutima u njihovim ravninama, i s
jasnim hijerarhijskim slijedom prijenosa opterecenja izmedu nosivih elemenata, pojedini
se zidovi mogu bez vece pogreske s pripadnim opterecenjima i rubnim uvjetima izdvojiti
i analizirati primjenom modela utemeljena na ravninskome stanju naprezanja. Stovise,
usporedbe rezultata proracuna pokazuju da ravninski stapni modeli izdvojenih zidova s
otvorima daju rezultate visoke toc¢nosti, usporedive s modelima s ravninskim konacnim
elementima, iako, primjerice, Stapni model deveteroetaznoga zida s jednim nizom otvora
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ima u metodi sila 27 nepoznanica (po tri nepoznate vrijednosti unutarnjih sila u svakoj
gredi), a u opcoj metodi pomaka 54 nepoznanice (18 slobodnih ¢évorova s po tri stupnja
slobode), dok je broj nepoznanica u modelu s konaénim elementima obiéno veéi od 10000.

Postupcima predlozenima u vrijeme ruc¢nih prorac¢una potpomognutih ,.Siberom” cilj
je bio ostvarivanje zadovoljavajuce toCnosti uz smanjenje opsega proraCuna, pa su se
trazila rjesenja u zatvorenu obliku kako trajanje proracuna ne bi ovisilo o broju nepo-
znanica. Siroku je primjenu nasao postupak u kojem se diskretne veze zidova spojnim
gredama ,razmazuju” u zamjenjujucu neprekinutu elasticnu vezu. Posmicna sila u njoj
nepoznanica je diferencijalne jednadzbe. Korijeni su postupka u radovima A. Rzanji-
cina o spojenim gredama, a razvio ga je i iscrpno razradio R. Rosman u nizu c¢lanaka
u domadim i inozemnim casopisima te u knjizici [57]. Taj je postupak opisan u knji-
gama poput [70] i [67], a usao je i u predavanja predmeta Visoke gradevine na smjeru
Konstrukeije diplomskoga studija na Gradevinskom fakultetu u Zagrebu [56].

Rjesenje u zatvorenu obliku izveo je i Veselin Simovi¢. No, on je zadrzao diskretne
veze zidova, tako da je jednadzba koju rjesava diferencijska, a ne diferencijalna. Taj
nutom vezom izmedu stupova, a izrazi kojima su dana rjesenja diferencijskih jednadzbi
jednostavniji su (rjesenja diferencijalnih jednadzbi sadrze hiperbolne funkcije ili trigono-
metrijske redove), tako da je i provedba postupka laksa i brza.

Vjerujemo da Simovi¢ev postupak nije zastario niti da bi ga ,,moderniji” postupci tre-
bali potisnuti u zaborav, kao, uostalom, ni mnoge druge ,,ru¢ne” — priblizne ili graficke —
postupke.

Ruéni postupci omogucavaju nalazenje pribliznih vrijednosti unutarnjih sila i pomaka
za potvrdu valjanosti rjesenja dobivenih prorac¢unima uporabom racunalnih programa.
Racunalni se programi danas rutinski primjenjuju u svakodnevnoj projektantskoj praksi,
a njihova je uporaba neophodna za smanjivanje netocnosti uzrokovanih pojednostavnje-
njima bez kojih je ru¢ni proracun neprovediv, ali ¢e oprezan inzenjer provjeriti prihvat-
ljivost opseznih rezultata racunalne analize usporedbom s pribliznim, ru¢no izracunanim
vrijednostima. Jednostavnost opisa konstrukcije u grafickom sucelju uz automatsko ge-
neriranje mreze konacnih elemenata, brzina kojom racunala provode proracune i barokni
prikaz rezultata ne smiju dati laznu sigurnost da se racunalni program moze upotreb-
ljavati bez poznavanja i bez razumijevanja teorijske podloge i algoritama kojima je ta
podloga u programu realizirana te da su rezultati ispravni i da je konstrukcija ,,dobra”
samim time §to je prorac¢un proveden rac¢unalnim programom. Jednako brzo kao ispravno
rjeSenje racunalo moze zbog pogreske u ulaznim podacima ili zbog pogresnoga algoritma
ili zbog pogreske u programskom kodu ili zbog gomilanja pogresaka zaokruzivanja ili zbog
neke druge predvidive ili nepredvidive pogreske dati pogresne rezultate ... pogresne, ali
cesto ne tako pogresne da bi to bilo jasno uocljivo. Inzenjer mora znati kako ispravno
rjesenje ,izgleda”, a to znac¢i da mora znati oblikovati i (bez racunala) proracunati pojed-
nostavnjeni model konstrukcije. U rué¢nom proracunu inzenjer ima neposrednu i potpunu
kontrolu nad svakim korakom i nad svakim medurezultatom.

Osim neovisne potvrde valjanosti rjesenja dobivenih prora¢unima uporabom racunal-
nih programa, u knjizi [70] navedena su jos dva razloga primjene pribliznih postupaka:
razmjerno brza provjera i prilagodba probnih, na temelju inzenjerskoga iskustva odabra-
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nih dimenzija konstrukcijskih elemenata te razmjerno brz odabir manjeg broja s kons-
trukcijskoga ili s ekonomskog gledista povoljni(ji)h konstrukeijskih sklopova koje ¢e imati
smisla toc¢nije proracunati.

4.1. Postupak Veselina Simovic¢a

Za doprinos proracunu zidova s otvorima V. Simovi¢u je godine 1973. dodijeljena
Republicka nagrada Nikola Tesla za znanstveni rad. Postupak proracuna primjenom
diferencijskih jednadzbi, koji je V. Simovi¢ predlozio u svojoj disertaciji [63] u trav-
nju 1969. godine te potom potpunije i podrobnije razradio u prvom, opseznijem dijelu
knjige [64], objavljene krajem 1971. godine, izveden je iz metode sila. Postupak je podo-
ban i za provodenje na racunalu, pa je, iako su to jos bili rani dani primjene racunala u
gradevinarstvu, Heinrich Werner izradio racunalni program ZID-E, koji je upotrijebljen u
proracunu vise stotina visokih zgrada u Hrvatskoj, u drugim republikama tadasnje drzave
i u inozemstvu [19]. Kasnije je, pocetkom osamdesetih godina, Zvonimir Zagar napisao
program za dzepno ra¢unalo (u to vrijeme popularan T159) za proracun zidova s jednim
nizom otvora [66].

Proracunska je shema zida s otvorima Stapni sistem, ali su, za razliku od ,,obi¢noga”
okvira, samo dijelovi greda izmedu otvora, duljina 20, elasti¢ni, dok se njihovi dijelovi
sunutar” posmicnih zidova, duljina a; i ag, uzimaju krutima (slika 71.). Stupovi etaza, u
koje su posmicni zidovi podijeljeni po visini, po cijeloj su svojoj duljini elasticni.

Pri savijanju posmicnih zidova i greda poprecni presjeci ostaju ravni, ali ne i okomiti
na savijene osi. Pretpostavka o ravnim presjecima opravdana je i za zidove zato sto su
njihove visine visestruko vece od Sirina, a progibne su im linije bliske konzolnima, jer
znatno mekse grede ne mogu znacajnije ograniciti zaokretanja u spojevima sa zidovima.

Primjena metode sila u osnovnoj formulaciji dovodi do razmjerno velikih sustava li-
nearnih jednadzbi: za zid sa e etaza i n nizova otvora broj je nepoznanica 3en. U
predrac¢unalno vrijeme, pa i u vrijeme ogranicene (i skupe) uporabe racunala koja su
zauzimala cijele sobe, rjesavanje je vecih sustava jednadzbi zahtijevalo mnogo vremena i
usredotocenosti: broj racunskih operacija potrebnih za rjesavanje sustava koji sadrzi m
linearnih jednadzbi s m nepoznanica proporcionalan je s m?. Kako su koeficijenti u jed-
nadzbama metode sila koeficijenti popustljivosti, i samo oblikovanje sustava jednadzbi
moze biti dugotrajno, pa i podlozno pogreskama, posebno ako se dijagrami unutarnjih
sila u jedini¢nim stanjima ,protezu” po veé¢em dijelu sistema. Uz nekoliko pretpostavaka
i, time, pojednostavnjenja, V. Simovi¢ je sustav jednadzbi metode sila preveo u linearne
diferencijske jednadzbe s konstantnim koeficijentima.

Mehanicke su pretpostavke:

e grede su uzduzno krute;

e u polovistima elasti¢nih dijelova greda su tocke infleksije njihovih progibnih linija,
Sto znaci da su u tim polovistima momenti savijanja jednaki nuli;

e progibne linije posmic¢nih zidova medusobno su jednake po cijeloj visini zida.

Prema teoriji sastavljenih greda iz trec¢e pretpostavke slijedi da su vrijednosti momenata
savijanja u pojedinim posmicnim zidovima u horizontalnom presjeku kroz cijeli zid na
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Slika 71.

visini 2z jednake vrijednosti ukupnoga momenta savijanja u tom presjeku pomnozenoj
omjerima fleksijskih krutosti posmic¢nih zidova i zbroja tih krutosti, odnosno, omjerima
momenata tromosti /; zidova i njihova zbroja I:

My(z) = M(2) 2. (97)

Kako bi se omoguéio prijevod u diferencijske jednadzbe s konstantnim koeficijentima,
pretpostaviti treba i stanovitu pravilnost: po visini zida se, na dijelovima koji obuhvacaju
nekoliko etaza (u grani¢nom sluc¢aju barem jednu), moduli elasti¢nosti i posmika, debljine
zidova i greda, visine etaza, Sirine otvora, kao ni visine greda ne mijenjaju.

4.1.1. Zid s jednim nizom otvora

Osnovno rjeSenje. Osnovne zamisli postupka prikazat é¢emo u (gotovo) najjedno-
stavnijem slucaju: pretpostavit ¢emo da su netom navedene geometrijske i materijalne
karakteristike jednake na cijeloj visini zida.
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Slika 72.

Raskidanjem svih greda u polovini njihova raspona dobiven je osnovni sistem sa-
stavljen od dviju vertikalnih konzola s horizontalnim istakama. Uz prve dvije mehanicke
pretpostavke, u presjecima kao staticki neodredene ostaju samo poprecne sile. Te su
neodredene sile grupirane: umjesto jednoga para suprotno orijentiranih sila neodredenoj
vrijednosti X; pridruzena je grupa djelovanja koja sadrzava dva para sila (slika 72.). I,
s druge strane, raskinuta veza nije ,zamijenjena” jednim, nego dvama parovima sila koji
pripadaju grupama pridruzenima dvjema neodredenim vrijednostima, X; i X;,;. U opéem
slucaju, grupa djelovanja moze sadrzavati nekoliko parova sila ili parova momenata ili i
parova sila i parova momenata, a neodredena je vrijednost, kojoj je grupa pridruzena,
koeficijent kojim je izrazen doprinos svih djelovanja grupe stvarnom stanju izvornoga
neodredenog sistema.

Grupu i, silama i momentima koje su dane pogodno odabrane vrijednosti (koje mogu,
ali i ne moraju biti jedini¢ne), nazvat ¢emo i-tom osnovnom grupom, a stanje u kojem se
osnovni sistem nalazi pri njezinu djelovanju i-tim osnovnim stanjem (ako su vrijednosti
jedini¢ne, uvrjezeniji je naziv jedini¢no stanje).

Ukupan broj neodredenih vrijednosti — dakle, broj grupa staticki neodredenih djelo-
vanja— jednak je, kao i u osnovnoj formulaciji metode sila, stupnju staticke neodredenosti
izvornoga sistema.

Neodredena se djelovanja grupiraju radi (racunske) ortogonalizacije ili radi lokaliza-
cije [77]. Osnovna stanja i i j nazivaju se ortogonalnima ako pripadni koeficijent po-
pustljivosti 6;; = d;, iSCezava. Pri potpunoj ortogonalizaciji iS¢ezavaju svi koeficijenti
za koje je 1 # j, tako da je sustav jednadzbi neprekinutosti dijagonalan. Iako je tada
rjesavanje sustava trivijalno (X; = —d;0/d;;), provedba potpune ortogonalizacije ¢esto
trazi slozen(ij)e grupe, a time i dugotrajnije izracunavanje preostalih koeficijenata 9, ;
i slobodnih clanova d;. Lokalizacijom se pak utjecaj grupe djelovanja ograni¢ava na
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razmjerno mali dio sistema (drugim rije¢ima, na razmjerno velikom dijelu sistema ta

djelovanja ne uzrokuju unutarnje sile), pa se time najcesée postize i stanoviti stupanj
ortogonalnosti.
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Slika 73.

Kao sto se na jedini¢nim dijagramima prikazanima na slici 73. moze se vidjeti, pro-
vedenim je grupiranjem neodredenih sila ostvarena znacajna lokalizacija: utjecaj grupe ¢
proteze se samo na stupove i gredu i-te etaze i na gredu etaze 1—1. Zahvaceni dio sistema
nazvat ¢emo i-tim poljem. Susjedna polja dijele gredu, a polja koja nisu susjedna nemaju
nista zajednicko, tako da je d;; # 0 ako i samo ako su ¢ i j susjedna polja, to jest, ako
je j=1—11li j =i+1. Stoga su jednadzbe neprekinutosti za raskinute veze u kojima
djeluju sile grupa ¢ = 2,...,n—1 troclane jednadzbe:

0iim1 Xic1 + 03 Xi + 03501 Xip1 + 059 = 0. (98)
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Za raskinute veze u kojima djeluju sile prve grupe jednadzba je neprekinutosti
010 X1 + 012Xy + 019 = 0, (99)
dok je za veze u kojima djeluju sile n-te grupe jednadzba

(Sn,nfl anl + 5n,n Xn + 5n,0 = 0. (100)

Parovi neodredenih sila i-te grupe djeluju u raskidima u gredama 2—1 i ¢, tako da
su, kinematicki, koeficijenti popustljivosti 0, ; i slobodni ¢lan d; ¢ stanovite linearne kom-
binacije orijentiranih duljina relativnih pomaka u tim raskidima, izazvanih djelovanjima
parova sila osnovnih grupa j i djelovanjem vanjskoga opterecenja, a i-ta pak jednadzba
neprekinutosti iskazuje iScezavanje linearne kombinacije orijentiranih duljina pomaka u
tim raskidima. Primjenom teorema o virtualnim silama moze se pokazati da su koefi-
cijenti u linearnoj kombinaciji jednaki vrijednostima sila i-te osnovne grupe, uzevsi u
obzir orijentacije sila i pomaka. Oznacimo li orijentirane duljine relativnih pomaka u
raskidima greda ¢t—1 i 7 sa 5;}_1 i 5? , linearna kombinacija koja odgovara i-toj grupi sila
bit ée 0; = —1- 5?_1 +1- 5?. Naime, uzeli smo da su sile u osnovnim grupama jedinicne,
a orijentacije relativnih pomaka prikazane na slici 74. smatrat ¢emo pozitivnima, tako
da par sila i-te osnovne grupe u raskidu grede ¢ djeluje u pozitivnom smislu relativnih
pomaka, dok je u raskidu grede i—1 smisao djelovanja sila suprotan od pozitivnoga smisla
pomaka.

o

Slika 74.

Prema slici 73.b. koeficijent popustljivosti d; ; sadrzava doprinose momenata savijanja
i poprecnih sila u gornjoj i donjoj gredi i-toga polja, te doprinose momenata savijanja i
uzduznih sila u stupovima tog polja: U proracunskoj je shemi (slika 71.) duljina greda
20 = {y + ly = (a1 +b) + (b + az). Njihovi su dijelovi unutar stupova, duljina a; i as,
medutim, kruti, tako dasu 1/(El,) = 1/oo =0 i 1/(GA,) = 1/oo = 0, pa koeficijentima
popustljivosti doprinose samo unutarnje sile u elasticnim dijelovima greda, duljina 2b.
Prema tome, doprinos je momenata savijanja u jednoj gredi, primjenom Verescaginova

teorema,
3
2 —1 1bb 2b = —2b )
El, \2 3 3L,
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pa su doprinosi momenata u donjoj i gonjoj gredi polja

, 20 4
3EI,  3EI,

Doprinosi su poprec¢nih sila u tim dvjema gredama
k 2kb
2 1-20)- 1| = 2-——
E R R

gdje je k koeficijent prosjecne raspodjele posmic¢nih naprezanja; za pravokutne je presjeke
njegova vrijednost 1,2, pa je, uz G = E/[2 (1 + v)],

2kb _, 48b(1+v)  9.6b(1+v)

GA, EA, EA,

2

(V. Simovi¢ navodi da se u okviru tocnosti cijeloga postupka moze za armiranobetonske
konstrukcije uzeti da je vrijednost Poissonova koeficijenta v nula, tako da za doprinose
poprecnih sila u gredama uzima 9,6b/(EA,).)

Vrijednosti ukupnih momenata savijanja u stupovima polja ¢ dijelimo na stupove
mnozenjem omjerima momenata tromosti zidova i njihova zbroja. Vrijednost je ukupnog
momenta savijanja u stupovima polja i, izazvanoga parovima sila i-te osnovne grupe,
1-4; +1-0y =2/, pa su vrijednosti momenata u stupovima 2¢1,/I, i 2¢15/I,. Njihov
je doprinos koeficijentu d; ;

1 (] 1 (L 1 4l
E—[l(gl—zh)gl—FE—IZ(g[—Zh)gg—E[Z(Qgh)(gl—Fgg)— E[Z

Doprinosi su uzduznih sila u dijelovima lijevoga i desnog stupa u polju @

1 h 1 h
1-h)-1 = i 1-h)-1 = ——
Ba, L h EA4 0 ma N E Ay
tako da je konacno
403 9,6b(1+v) 40%h h h
0ii = ’ 101
T 3B, ' EA, | EL ' EA, ' EA (101)
Pretpostavili smo da se moduli elasti¢nosti i posmika, kao ni geometrijske karakteri-
stike zidova i greda ne mijenjaju po visini, pa d;; ne ovisi o ¢ za i=2,...,n, odnosno,
029 = 033 = - - = 0pn. Razlikuje se samo ¢, 1, jer najdonje polje ima samo jednu, gornju
gredu:
203 48b(1+v) 40%h h h
01 = - 102
VT 3pn, T T EBA,  CEL BA, | EA, (102)
i 203 2b
011 = 0;i — . 103
L= % [3}319 ey J (103)

Dvama su susjednim poljima zajednicke unutarnje sile u gredi koju dijele, pa koefici-
jent popustljivosti d; ;1 sadrzava doprinose momenata savijanja i poprec¢nih sila u gredi 7,
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zajednickoj poljima ¢ —1 i 4 (slike 73.a. 1 b.), a koeficijent d; ;1 doprinose momenata sa-
vijanja i poprec¢nih sila u gredi i +1 izmedu polja i i i +1 (slike 73.b. i c.):

208 20 ]

3EI, T GA,

Suit = Ganr = —[ (104)
vrijednost je negativna zato Sto su dijagrami u parovima stanja ¢—1 14 te ¢ i i+ 1 na
razlicitim stranama osi grede. Kako su moduli elasti¢nosti i posmika, rasponi i poprecni
presjeci svih greda jednaki, d;;-1 1 0;;4+1 ne ovise o ¢ svi su d;,—1 i 0;;+1 medusobno
jednaki.

Vrijednosti M ]Q momenata savijanja u stupovima, izazvanih vanjskim optere¢enjem,
izracunavamo modelirajuci cijeli zid kao konzolu. Oznacimo li sa ®; plostinu dijela
povrsine tako dobivenoga dijagrama koja pripada polju ¢, bit ¢e

I . 1
Q= (I)z‘j—i 1 (I)z',Q = (I)z']—j,
pa je slobodni ¢lan, prema slikama 73.b. i 75.,
1 1 1 20
0io = = D;1 / — Dol = — P, ({1 +4y) = D, 105
0= gp Yuh g Gzl = gt h) = Fr (105)

Plostine ®; ;, ®; » i ®; smatrat ¢emo ,orijentiranim” velicinama: uzet ¢emo da su plostine
dijelova povrsina s lijeve strane osi stupova pozitivne, a da su plostine dijelova desno od
osl negativne.

oy A
M I, M 7,

/ /
Slika 75.
Da istaknemo neovisnost koeficijenata popustljivosti o 7, uvest ¢emo oznake 5 = i

za i=2,...,n 1 6 = 8,1 = 041, pa jednadzbe neprekinutosti (98), (99) i (100)
prelaze u

0Xi 1+ 0Xi + 0Xip1 + 6ip = 0, (106)
S0 X1 + 60Xy + 09 = 0, (107)
6 Xn1 + 0Xp + 0o = 0. (108)

Uzmemo li da su nepoznanice X; clanovi niza {X,-}ZO, jednadzbu (106) mozemo
smatrati nehomogenom linearnom diferencijskom jednadzbom drugoga reda s konstantnim
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koeficijentima. Mehanicko znacenje grupa djelovanja imaju, naravno, samo ¢lanovi niza
za 1 =1,...,n.

Diferencijska jednadzba je jednadzba koja sadrzava nekoliko ¢lanova nepoznatoga niza
indeksi kojih su opéi brojevi. Takva se jednadzba naziva i rekurzijskom relacijom [51],
jer je njome opdi clan niza definiran rekurzivno, pomocu prethodnih ¢lanova, sto postaje
oCiti(ji)m napisemo li jednadzbu (106) u obliku

Xis1 = =X;0 — 0 X: /0 — big/0.
Osim ¢lanova X; nepoznatoga niza {XZ-}ZO u jednadzbi (106) se u slobodnome ¢lanu,

koji prema (105) mozemo pisati u obliku 6,y = @w ®;, pojavljuje i ¢lan ®; niza {@i}zo.
Clanovi tog niza, medutim, vrijednosti su poznate funkcije

o :NU{0} >R, @i O), (109)

jer je, rekosmo, ®; = ®(i) orijentirana plostina dijela povrsine dijagrama ukupnih mo-
menata savijanja izazvanih poznatim vanjskim optereéenjem. Primjerice, na slici 76.
prikazan je dijagram ukupnih momenata izazvanih djelovanjem jedini¢ne horizontalne
koncentrirane sile na vrhu zida, po osi n-te grede, orijentirane slijéva nadesno. Vrijed-
nosti momenata u razinama greda i—1 i ¢ su

MY, = ~[n—(G-1]h=—-m—i+1)h i M) = —(n—1i)h.

Polju ¢ pripada stoga trapez ¢ija je plostina

1 1
3 [(n—i+1)h + (n—i)h]h = —h%i + (n—I— 5) h?
pa je 1
o, = ®(i) = —h*i + (n+ 5)1& (110)
P=1_
D O]
i-1
Slika, 76.

Jednadzbu (106) najcesée pisemo u obliku

ng’—l + SXZ + gXZ‘+1 = —wCIDi, (]_]_1)
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sa slobodnim ¢lanom s desne strane znaka jednakosti. Ako je njezin slobodni ¢lan jednak
nuli, jednadzba je homogena, dok je jednadzba s od nule razli¢itim slobodnim ¢lanom
nehomogena.

Ako su svi njezini pribrojnici, koji sadrzavaju clanove X; nepoznatoga niza, monomi
prvoga stupnja (ako su oblika §; X;, a ne, recimo, Bij, B/ X, X X, B;sin Xj,...),
diferencijska je jednadzba linearna. U jednadzbi (111) koeficijent § uz X;, kao ni koefi-
cijenti 6 uz X;_1 i X;41, nisu funkcije varijable 7, pa je rije¢ o jednadzbi s konstantnim
koeficijentima.

Red diferencijske jednadzbe razlika je najvec¢ega i najmanjeg indeksa ¢lanova niza koji
se u njoj pojavljuju. Kako je (i4+1)—(i—1) = 2, jednadzba (111) drugog je reda.

Rijesiti diferencijsku jednadzbu znaci pronaci funkciju
X : NuU{0} - R, X:i— X(i) (112)

kojom su c¢lanovi niza {Xi}zo definirani neposredno, u ovisnosti o svojim indeksima,
X;=X (7). Naime, za poznavanje n-toga ¢lana niza zadanog diferencijskom jednadzbom
na prvi bi pogled trebalo bi poznavati svih prethodnih n—1 ¢lanova. Neka je, primjerice,
niz definiran rekurzijskom relacijom

Tiv1 = TIy, (113)

gdje je r unaprijed zadana konstantna vrijednost. Zanima li nas, recimo, peti ¢lan niza
(kako prvi ¢lan ima indeks 0, indeks je petoga ¢lana 4), moramo izrac¢unati redom sve
prethodne ¢lanove:

1 = Ty,

Ty =1z = r(rm) = r’a,

T3 =19 = 7 (r’m) = r’a,

ry = ras = r(riny) = .

U ovom primjeru nije tesko, na temelju posljednjih podizraza u pojedinim recima, uociti
obrazac ,
xr; = 'z (114)

koji daje rjesenje diferencijske jednadzbe, funkciju
z: NU{0} - R, T i riag, (115)

tako da je x; =x(i). Odredbenu funkciju z i njome zadani niz {xi}zo mozemo poisto-
vjetiti— matematicari ¢e ionako re¢i da niz jest funkcija cjelobrojne varijable te da je
indeksni zapis z; samo sazetiji oblik ,,funkcijskoga” zapisa ().

Dobiveni je niz opce rjesenje diferencijske jednadzbe: za razlicite vrijednosti xg dobit
¢emo razlicite nizove. Posebno rjesenje dobivamo odabirom jedne od njih. Unaprijed
zadana vrijednost xo=2xy naziva se pocetnim uvjetom. Mozemo, u stvari, zadati bilo koji
(ali samo jedan) ¢lan niza: zadamo li, primjerice, x,, =Z,,, iz (114) neposredno slijedi
Ty = Ty /7™

Ako je diferencijska jednadzba n-toga reda, njezino Ce opce rjeSenje sadrzavati n
neodredenih koeficijenata poput 2o u (114). Za izdvajanje posebnoga rjesenja treba zadati
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n clanova niza. Ako je to prvih n clanova xy = Zg, 1 = Z1,..., Tn_1 = T, (ili, opée-
nitije, bilo kojih n uzastopnih ¢lanova x,, = T, Tmi1 = Tmaty -5 Tmin-1 = Tmin-1),
rijeC je o pocetnim uvjetima. Ako pak zadani ¢lanovi nisu uzastopni, govorimo o rubnim
wyjettma. Rubni uvjeti mogu biti i slozenijih oblika od jednostavno zadanih vrijednosti—
za diferencijsku jednadzbu (111) rubni su uvjeti zadani jednadzbama (107) i (108). Naziv
,rubni” postaje sada smisleni(ji)m: rijec je o uvjetima koje ¢lanovi trazenoga niza moraju
zadovoljiti na krajevima njegova dijela koji nas zanima, na rubu podruc¢ja kojemu dajemo
fizikalni smisao —u nasem primjeru, u najdonjem i najgornjem polju.

Buduéidasu 6 >0, w>01i 0 <0, bit ée
5/5=a>0 i —w/i=uw>0. (116)
Podijelimo li stoga jednadzbu (111) sa 5, dobit ¢emo
X —aXi + Xpo1 = wd,, (117)

Neka su nizovi {Ki}zio i {Li}zo bilo koja dva rjesenja jednadzbe (117), Sto znaci da
za bilo koja tri njihova uzastopna ¢lana vrijedi

Ki1—-—aK;, + Kiy1 = w®; 1 Li1—alL;+ L1 = wd,;.
Oduzmemo li drugu jednakost od prve, dobit ¢emo
[Kio1 — Lica] — o[K; — L] + [Kiy1 — Liya] = 0,
pa je, prema tome, niz {Ki_Li}Zo rjeSenje homogene diferencijske jednadzbe
Xi1 —aX; + X = 0. (118)

Kako je ta jednadzba nastala ,brisanjem” slobodnoga ¢lana jednadzbe (117), nazivamo
je pripadnom homogenom diferencijskom jednadzbom te jednadzbe.
Slijedi da je opée rjesenje nehomogene linearne diferencijske jednadzbe (117) niz ¢la-

novi kojega su zbrojevi odgovarajucih ¢lanova jednoga njezina posebnog rjesenja {X i(p ) }Zo

i opCeg rjesenja {Xi(h)}zo pripadne homogene diferencijske jednadzbe (118):
o _ (h) (p)y o
{Xi} -, = {X+ X7, (119)
Pretpostavit ¢emo da su ¢lanovi niza {Xi(h)}j:o oblika
Xl-(h) =7
Uvrstavanje pretpostavljenoga rjesenja u jednadzbu (118) daje

Tl —art + " =0,

odnosno
r (1 —ar + 1% = 0.
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Ako je 7! =0, onda je, za i—1 > 0, r = 0, pa dobivamo trivijalno rjesenje, niz {O}Zo'
Jednadzbu

P —ar+1=0 (120)

nazivamo karakteristicnom jednadzbom jednadzbe (118). Njezina su rjesenja

1 1
7“125(04— a2—4> 1 r2=§<a+\/m). (121)

Vieteove formule za korijene polinoma daju r1-r9 = 1 i r1+79 = «, Sto se moze provjeriti
jednostavnim uvrstavanjem.

Svaka tri uzastopna ¢lana nizova {r’f}zio i {rlg};io zadovoljavaju jednadzbu (118),
sto znaci da vrijedi
it —art + ittt =0 iyt —arh + it =0,

a bududi da je ta jednadzba linearna, lako je pokazati da ¢e je zadovoljiti i po tri uzastopna
¢lana nizova {Cl i+ Oy 7"’2‘7}:0:1, pri cemu su C; i C5 dvije po volji odabrane konstante:

[Ol 7"11'71 + CQ Téﬁl] — Oé[Cl T’i + CQ 7”;] + [Cl T’i+1 + 02 ’I";Jrl]
= (4 [Tifl —ar + Ti“] + Cy [Téfl —ary + T;H] =C1-0+Cy-0 =0.

Opce je rjesenje homogene diferencijske jednadzbe (118) stoga

h)y oo i i1
{Xz‘( )}i:O = {Cl r + Co r2}i:0’ (122)
pa je opCe rjesenje nehomogene jednadzbe (117)

00
i=0"

{X;}2, = {Cir] + Car} + X" (123)

Posebno rjesenje {Xi(p )}Zo jednadzbe (117) ovisi o njezinu slobodnom ¢lanu w ®;, a
time, posredno, o vanjskom opterec¢enju. Djeluje li, primjerice, jedinicna koncentrirana
sila po osi n-te grede, funkcija ® zadana je izrazom (110). Uz

1
Yri1 = —W h? 1 Tno = w(n+ §)h2 (124)

slobodni je ¢lan
W(I)i = fYn,lZ. + Yn,0, (125)

Sto znaci da je niz {w @i}zo odreden linearnom funkcijom. Pretpostavimo li da su
¢lanovi posebnog rjesenja {Xi(p )}Zo istoga oblika,

XP = a,i+ by, (126)
uvrstavanje u jednadzbu (117) daje

[an (1—1) + by — alani+by] + [an (i+1) +by] = Y1 + Yno
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i, nakon sredivanja,
[(2—a)an]i + (2—a)b, = Yn1i + Yno-
Izraz s lijeve strane znaka jednakosti bit ¢e jednak izrazu s desne ako su
(2—a)a, = Yo i (2—a)b, = Y,
iz cega slijedi

Tn,1 i bn _ Vn,0 ) (127)

a, =
2 —« 2 —«

Diferencijska jednadzba (117) drugoga je reda, pa njezino opce rjesenje (123) sadrzava
dva neodredena koeficijenta C i Cy koja nazivamo konstanatama integracije. Drugim
rije¢cima, skup svih rjesenja jednadzbe (117) sadrzava oo? nizova (123), jer i za C i za Cy
mozemo odabrati oo vrijednosti. Iz toga skupa moramo izdvojiti niz koji zadovoljava
rubne uvijete (107) i (108). Dijeljenjem s § rubni uvjeti prelaze u

—Q1 Xl + X2 = W(I)l, (128)
X —aX, = wd,, (129)
gdje je a;= —5171/5 > (. Usporedba izraza (103) i (104) pokazuje da je
010 = 0ii + 0i5-1 =0 + ga

pa je B o
a1 = —0,1/8 = f<5/5 + 5/5) — (—a+1)=a-1

Uvrstimo li odgovarajuée ¢lanove niza (123) u uvjet (128),
—oq [Ciry + Cory + X{p)] + [Cirf + Cory + Xép)] = wdy,
dobit ¢emo nakon sredivanja
(ri —oqr) Cy + (r; —aurs) Cy = w®y + ale(p) — Xz(p).
Podizraz s lijeve strane znaka jednakosti mozemo pisati u obliku
(r1—a1) 1 C1 + (roa — aq) 12 Co,
a kakosu ay =a—11 a=r; +ry, bit ¢e
m—oa =r—a+l=ri—ri—ro+1=1—1r9
i, analogno, ro—aq = 1—7ry, pa podizraz slijeva prelazi u
(1=ry)r1Cy + (1 —1ry) re Cs.

Posebno rjesenje {Xi(p )}Zo ne mora zadovoljiti rubne uvjete, ali, naravno, zadovoljava
jednadzbu (117); za i=1 je

xXP —ax? 4+ xP = we,
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odakle je
w@l _ X2(p) — X(gp) _ &X£P)7
tako da je s desne strane

wh + ar XY — X = X7~ (a—a) X7,
te rubni uvjet prelazi, zbog o — a; = 1, u jednadzbu
(1 — 7‘2) T1 Cl + (1 — 7"1) (] 02 = X((]p) — X{p) (130)

Grupa sila Xy ne postoji, pa se ¢ini da vrijednost X(()p ) nema Hfizikalnoga” smisla. No,
Xép ) je, formalno, clan niza {X((]p )}Zo zadanoga funkcijom

X® . NU{0} - R, X®.;— X©P(),

tako da se vrijednost X((]p) = X®)(0) moze izracunati. Primjerice, za X® (i) = a, i + b,
su Xép) =b, i X{p) = ap+by, paje urubnom uvjetu (130) s desne strane znaka jednakosti

X - X = —a,
Uvrstimo li pak odgovarajuée ¢lanove niza (123) u uvjet (129),
[Crri™ + Corg™ + X)) — a[Cir} + Cory + XP] = wa,
sredivanjem dobivamo
(7’1”’1 — ar{‘) Cy + (rg"l — arg) Cy = wd, — Xfﬁ)l + aXﬁf’).
Podizraz slijéeva mozemo prevesti u
(ri? = ary )t O+ (ry? = ary )t s,
te, uz ry-ry = 1, odnosno rfl =719 i 7"51 =7y, u
(r3 —ar) rPH Oy + (1] —ary) 3t o,
a kako su ry i 7y rjeSenja karakteristicne jednadzbe (120), bit ée
7“%—047’1:—1 i r%—ow?:—l
te s lijeve strane na kraju ostaje
—r O — Oy

Podizraz zdésna mozemo pojednostavniti, kao i u prvom rubnom uvjetu, primjenom c¢i-
njenice da posebno rjesenje zadovoljava jednadzbu (117): za i=n je

XV —ax® 4+ x¥ = wo,,
tako da je
wo, — XP +axP = —x¥

n+1»
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pa rubni uvjet (129) daje jednadzbu
PO+ Oy = X)L (131)

Grupa sila X,,11, kao ni Xy, ne postoji, ali je X,(szl = X (n+1). Za XP(i) =a,i+b,

Je
X®(n+1) = a,(n+1) + by

Jednadzbe (130) i (131) tvore sustav dviju linearnih algebarskih jednadzbi s nepozna-
nicama C7 i Cy. Uvrstavanje vrijednosti dobivenih rjesavanjem tog sustava u (123) daje
niz koji zadovoljava diferencijsku jednadzbu (117) i rubne uvjete (128) i (129).

Uzduzne sile u stupovima polja ¢ suprotno su orijentirane, a po apsolutnoj su vrijed-
nosti medusobno jednake:
Nl,i = _N2,i = —Xl (132)

Vrijednost je ukupnoga momenta savijanja u nekom presjeku z polja ¢
M;(z) = M°(2) — 20X, (133)

Vrijednost poprecne sile u i-toj gredi razlika je vrijednosti staticki neodredenih sila koje
se u njoj ,,preklapaju”:
T, = X; — X1 (134)

Primjer 1. Kao prvi primjer, rijesit ¢emo simetrican zid s devet etaza. Uz oznake sa
slike 71., neka su h = 3,2m, 2a; = 2as = bm, 2b = 2m i v = 0,6 m. Neka su uz to
debljine posmicnih zidova (¢; i t2) i spojnih greda (t,) medusobno jednake; vrijednosti
unutarnjih sila (za razliku od pomaka) ne ovise o odabranoj debljini, tako da mozemo
uzeti da je t; =ty =t, = 1m. Uzet ¢emoidasu £ =3-10"kN/m? i v = 0.

Prema izrazima (101) i (104) su d = 3,29602-10~°m i § = —1,50123 - 105 m, tako
da su, prema (116), o =2,19554 i w = 0,00746053. Prema (110) je

;= -32%0 + (9+3)-3,2%
pa je diferencijska jednadzba
Xio1 — 219554 X; + Xipq = 0,00746053 (—10,24 4 + 97,28).

Izrazi (121) daju rjesenja r; = 0,644894 i ry = 1,55064 karakteristicne jednadzbe, a
izrazi (127) uz izraze (124) koeficijente a, = 0,390698 i b, = —3,71163 u posebnom
rjesenju, pa je

X, = C;-0,644894" + Cy-1,55064" + 0,390698 i — 3,71163.
Integracijske konstante C i C5 rjeSenja su sustava jednadzbi (130) i (131),
—0,355106 C; + 0,550643 C5 = —0,390698,

0,0124417 C, + 80,3746 Cy = —0,195349,
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pasu C; = 1,09620 i Cy = —0,00260017, tako da je rjeSenje diferencijske jednadzbe
niz opc¢i ¢lan kojega je

X; = 1,09620 - 0,644894" — 0,00260017 - 1,55064" + 0,390698 i — 3,71163.

Opseg je proracuna neovisan o broju etaza— broj etaza pojavljuje se samo kao kon-
stanta u izrazu (110) za ®; i u jednadzbi (131) izvedenoj iz rubnog uvjeta na vrhu zida.

Prema (132), ¢lanovi niza za i =1,...,9 vrijednosti su uzduznih sila u stupovima
desnoga posmicnog zida, a uz promjenu predznaka i u stupovima lijevog; dijagrami su
prikazani na slici 77.a. Vrijednosti ukupnih momenata savijanja— zbrojeva momenata u
stupovima lijevoga i desnog zida— izrac¢unavamo prema izrazu (133), a vrijednosti u lije-
vim i desnim stupovima dobivamo mnozenjem vrijednosti ukupnih momenata omjerima
fleksijskih krutosti posmicnih zidova i krutosti zida. Kako je zid simetrican, vrijednosti u
stupovima jednake su polovinama ukupnih vrijednosti (slika 77.b.). Vrijednosti popreénih
sila u spojnim gredama izracunavamo prema izrazu (134) (slika 77.c.).

ukupno /
stupovi lijevog i desnog zida
e

1 2 -10 8 - 4 2 2 0.35 0.3 025 -0.2 0.15 0.1 0.05

Slika 77.

Primjer 2. Za sljede¢i ¢emo primjer uzeti 2a; = 6m i 2ao = 4m; zid, dakle, nije
simetrican. Ostale su veli¢ine kao u prethodnom primjeru. Sada su §=327091-10"%m
i 0=-1,50123-10"%m, a diferencijska je jednadzba

X — 2,17882 X; + Xip1 = 0,00666118 (—10,24 i + 97,28).

Rjesavanjem karakteristicne jednadzbe, izracunavanjem koeficijenata u posebnom rjesenju
i rjeSsavanjem sustava jednadzbi za integracijske konstante dobivamo kao rjesenje niz s
op¢im clanom

X; = 1,10800-0,657193" — 0,00311673 - 1,52162", +0,381457 i — 3,623 84.

Dijagrami unutarnjih sila (N, M i T') prikazani su na slici 78. Vrijednosti momenata
savijanja u stupovima lijevoga i desnog zida dobiveni su mnozenjem vrijednosti ukupnih
momenata omjerima [;/I, = 18,0/23,3 = 0,77 i I,/I, = 5,3/23,3 = 0,23.
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-
ukupno //
stupovi lijevog zida
stupovi desnog zida 47 . e

P -

5

=7

% 2
*

15
10
5

2

L L L
1 2 -10 8 6 4 2 0.3 -0.25 0.2 -0.15 0.1 -0.05

Slika 78.

Sila u osi k-te grede. Uzet ¢emo sada da jedini¢na koncentrirana sila djeluje po osi
k-te grede za k < n (slika 79.).

i-1

Slika 79.

Greda k dijeli zid u dva podruc¢ja. Na dijelu zida iznad nje, u poljima k+1 do n, bit
¢e MY =0, pa ¢e stoga plostine dijelova povrSine momentnoga dijagrama biti izrazene
clanovima ,trivijalnoga” niza {<I>27i}jio = {O}ZO. Ispod k-te grede, u poljima 1 do k,

vrijednosti su momenata u razinama greda i —11 ¢
MY, = —(k—i+1)h i MY = —(k—i)h,
pa su plostine izrazene clanovima niza
o0 . 1 -
(@1}, = {—h% + (k + 5) hQ} : (135)
i=0

Kako je na gornjemu dijelu zida problem opisan homogenom diferencijskom jedna-
dzbom, homogeno rjeSenje

{Xoi}oy = {Cuirl + Carb} ™ (136)

ujedno je i njezino opce rjesenje. Indeks 2 u Xy; oznacava da je to rjeSenje samo za
drugi/gornji dio zida, a mehanicko znacenje imaju samo njegovi ¢lanovi Xs i1, ..., Xo .
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Na donjemu je dijelu zida problem opisan diferencijskom jednadzbom ¢iji je slobodni
¢lan
WP = Y1t + Vao (137)
uz

1
Vel = —w h? i Ve,o = w(k + §>h2, (138)

pa ¢e njezino opce rjeSenje sadrzavati i posebno rjesenje,

(X132, = {Csrh + Cury + X} (139)

i=0"
Pretpostavimo li ponovo da su ¢lanovi posebnoga rjesenja istoga oblika kao slobodni ¢lan,

XU = api + by, (140)

dobit ¢emo, po uvrstavanju u jednadzbu (117) i izjednacavanju pripadnih koeficijenata,

Vi1 . Vk,0
S— by = ——. 141
ak 2 -« ' F 2—« (141)
Mehanicko ¢e znacenje imati ¢lanovi X 1,..., X7, niza (139).
Rjesenja (136) i (139) sadrze ¢etiri neodredena koeficijenta C, ..., Cy. Za izracuna-

vanje njihovih vrijednosti potrebna su cetiri rubna uvjeta; uz uvjete u poljima 1 i n, na
dnu i na vrhu zida, upotrijebit ¢emo i uvjete u poljima k£ i k+1, ispod i iznad hvatista
jedinicne sile, jer je k41 donje rubno polje dijela zida na kojem mehanicko znacenje imaju
¢lanovi niza (136), dok je k gornje rubno polje dijela na kojem mehanicko znacenje imaju
¢lanovi niza (139).

Na vrhu zida mora biti zadovoljen uvjet (129), ali kako je ®5, =0, i rubni je uvjet

homogen:
X1 —aX, =0. (142)

U tom dijelu mehanicko znacenje imaju ¢lanovi niza (136). Uvrstimo li u (142) izraze za
clanove X2,n—1 1 Xgm,

[Ciri™h + Cory ] — a[Cir} + Cord] = 0,

podizraz s lijeve strane mozemo pojednostavniti na isti na¢in kao u izvodu jednadzbe (131),
tako da prvi rubni uvjet daje

T;H_l Ol + ’f’g—H CQ = 0. (143)
I polje k+1 pripada gornjemu dijelu zida. Jednadzba
X — aXpi1 + Xgyo = 0, (144)

dobivena iz jednadzbe (117) za i=k+1 uz ®ypy1 =0, drugi je rubni uvjet. Za Xy i
Xk12 uvrstavamo clanove niza (136), a za Xj, ¢lan niza (139):

[C3’f’lf + 047“]5 + Xl(f)lz] — 04[01 T’f-H + 027,I2c+1] + [Cl T]f+2 + 02 T§+2] = 0.
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Prenesemo li X 1(p ,2 na desnu stranu znaka jednakosti, nakon sredivanja slijéva ostaje

(r%—arl) rf Cy + (r%—arg) rl; Cy + rlfC'g + 7‘504,
—_—— |

pa drugi rubni uvjet prelazi u jednadzbu

—T]fol—TSCQ+T]fC3+T§C4 = _Xl(f)lz’ (145)
pri cemu je
Xff)k) = Xfp)(k?) = akk + bk
Polje k pak pripada donjemu dijelu zida. Jednadzba (117) za i=k daje tre¢i rubni

uvjet,
Xk,1 — OéXk + anJrl = w@lyk, (146)

pri ¢emu za Xy 1 1 X}, treba uvrstiti clanove niza (139), a za X, ¢lan niza (136):
[Cg T’]fil + 04 7"571 + X1(f2—1] — Oé[Cg T]f + C4 T’]; + Xl(f)k)] + [Cl T’]erl + CQ T§+1] = w([)k.

Prenesemo li ngk)q i—a X1(],Dk) na desnu stranu, podizraz koji ostaje slijéva mozemo po-

jednostavniti na sljede¢i nacin:
k+1 k+1 ) 1N k41 2 1Y)kt
ri " Cy 4+ 1y Cy + (7’1 —ar] )7“1 Cs; + (7“2 —ar, )r2 Cy

rlfH Ci + TI;H Cy + (r% — on“g) Tlf+1 Cs + (T% — ozrl) 7"]2”1 Cy.
—_— —_—
-1 -1

Iz jednakosti
Xl(?k)—l - OCXSDIS + Xl(],gk)ﬂ = wPyy,

kojom je iskazano da posebno rjesenje, i za i =k, zadovoljava diferencijsku jednadzbu, za
desnu stranu dobivamo

WPy — Xl(fjk)—l + O‘X&) = Xl(f);3+17
tako da tre¢i rubni uvjet prelazi u jednadzbu

Tlf-H Ol + TIQH_I CQ - T’f—H 03 — T’IQC—H 04 = Xl(f)k)+1 (147)

1w (p)
Xl,k+1 = Q (k?-i- 1) + bk

Rubni uvjet u prvom polju, u dnu zida, dan je izrazom (128), pri cemu za X; i Xo
treba uvrstiti ¢lanove niza (139). Cetvrti ¢e rubni uvjet dati jednadzbu

(1 —7“2) 1 Cg + (1 —7’1) T2 04 = Xl({jo) — XEUI) (148)

uz
S

ta je jednadzba po obliku jednaka jednadzbi (130), dobivenoj iz uvjeta (128) pri op-
terec¢enju silom po osi najgornje grede, a jednaki su i izvodi tih dviju jednadzbi.
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Greda u osi koje djeluje sila dijeli zid u dva podrucja. Djeluje li na zid m sila, trebat
¢e ga podijeliti u m+1 podrucje, sto znaci da ¢e rjeSenje sadrzavati m+1 niz i da ée trebati
izracunati 2(m+1) integracijskih konstanata rjesavanjem sustava koji sadrzava 2(m+1)
jednadzbi. Druga je, jednostavnija i ucinkovitija moguénost primjena superpozicije: na
opisani nacin provesti proracun za svaku silu zasebice pa zbrojiti rjesenja.

Primjer 3. Zid je simetrican, s trinaest etaza, a jedini¢na sila djeluje po osi grede sedme
etaze. Neka su, kao u primjeru 1., h = 3.2m, 2a; = 2a2 = 5m, 2b = 2m, v = 0,6m,
t=1m, £ =3-10"kN/m? i v =0.

Koeficijenti a i w ne ovise ni o broju etaza, ni o optere¢enju, pa ih mozemo preuzeti
iz primjera 1., tako da su diferencijske jednadzbe za dijelove zida iznad i ispod hvatista
sile

X1 — 219554 X; + X;01 =0

Xio1 — 2,19554 X; + Xip = 0,00746053 (—3,2%i + 7,5-3,2%).

Rjesenja su karakteristicne jednadzbe r; = 0,644894 i ry = 1,55064, dok su koeficijenti
u posebnom rjesenju donjega dijela a,, = 0,390698 i b, = —2,93023. Sustav jednadzbi
izveden iz rubnih uvjeta sadrzi cetiri jednadzbe s ¢etiri nepoznanice. Uvrstimo li njegova
rjeSenja— integracijske konstante C4, Cy, C3 i Cy—u izraze za opce Clanove nizova,
dobivamo

Xo; = —10,7839-0,644894" + 4,99393 - 107° - 1,550 64"

)

X, = 1,07479 - 0,644 894" — 0,0164073 - 1,55064" + 0,390698 i — 2,93023.

)

Pri izracunavanju unutarnjih sila u izraze (132), (133) i (134) uvrsStavamo X ; za i =
1,...,7,a Xy; zai=8,...,13; dijagrami N, M i T prikazani su na slici 80.

40 stupovi lijevog zida ukupno 40 0
stupovi lijevog i desnog zida

30 30

10

' L N T
8 K3 4 2 2 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05

Slika 80.
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Primjer 4. Neka su 2a; = 6m i 2a; = 4m, a ostale velicine kao u primjeru 3. Zid
je, dakle, nesimetrican. Koeficijente o i w preuzimamo iz primjera 2., pa su diferencijske
jednadzbe

X1 — 2,17882 X, + X1 = 0,
Xio1 — 217882 X, + X, = 0,00666118 (—10,24 + 76,30).

Njihova su rjesenja nizovi s op¢im ¢lanovima

Xy, = —9,42447-0,657193" + 7,40734-107° - 1,521 62"
X1, = 1,08340-0,657193" — 0,0192862 - 1,52162° + 0,381457 — 2,86093.

)

Dijagrami unutarnjih sila (N, M i T') prikazani su na slici 81.

*
ukupno 40 40
stupovi lijevog zida
stupovi desnog zida

20 20

10 - 10

L L . L f L L
-10 8 -6 -4 -2 2 0.25 0.2 0.15 0.1 0.05

Slika 81.

4.1.2. Zid s dva niza otvora

Ima li zid e etaza i n nizova otvora, uz mehanicke pretpostavke navedene na pocetku
prikaza broj je staticki neodredenih vrijednosti en. Sustav jednadzbi metode sila moze
se prevesti u sustav koji sadrzi n diferencijskih jednadzbi sa n nepoznatih nizova. Uz
jos jednu dodatnu pretpostavku taj se sustav moze razbiti u n neovisnih diferencijskih
jednadzbi, tako da se proracun zidova s viSe nizova otvora svodi na visestruki proracun
zida samo s jednim nizom. Jednostavnosti radi, u nasem ¢emo se prikazu ograniciti na
zid s dva niza otvora. Povecanje broja nizova usloznjava postupak i njegov opis, a ne
donosi nista pojmovno novo.

Za raskinute veze u prvomu i u drugom nizu otvora u kojima djeluju i-te grupe
neodredenih sila (slika 82.) jednadzbe su neprekinutosti

O1ist,im1 X1im1 + 0131 X1 4 Ovgn,ie1 Xiip1 + 0142, Xoi + 0150 = 0, (149)

02,0:2,i—1 X2i—1 + 02,425 Xo; + 0245241 Xoip1 + 0241, X1, + 0240 = 0. (150)
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Slika 82.

Koeficijenti popustljivosti ;. 7; su, kinematicki, linearne kombinacije orijentiranih du-
ljina relativnih pomaka u raskidima u gredama /-tog niza u kojima djeluju sile i-te grupe,
prouzrocenih djelovanjima sila osnovnih grupa j u nizu J, a slobodni su ¢lanovi dy ;.o line-
arne kombinacije orijentiranih duljina relativnih pomaka u tim raskidima, prouzrocenih
djelovanjem vanjskog opterecenja.

Pretpostavit ¢emo da su visine svih etaza jednake, da se moduli elasti¢nosti i posmika,
kao ni debljine zidova ne mijenjaju po visini te da su u svakom nizu jednaki rasponi
i poprecni presjeci svih greda. Budud¢i da koeficijenti popustljivosti tada neée ovisiti
o i, indeksnu noénu moru mozemo ponesto ublaziti uvodenjem oznaka & g = 014y i

51;1 = 51,1';1,1'71 = 5[,i;[,i+13
5:1;1 Xii-1 + 51;1 X1 + 51;1 Xy + 51;2 Xoi + 01450 = 0, (151)
52;2 Xoio1 + 020 Xo; + 52;2 Xoip1 + 020 X1 + 8240 = 0. (152)

Te dvije jednadzbe tvore sustav diferencijskih jednadzbi za nizove {lei}j:o i {X2:i}zo'
U i-toj se jednadzbi neprekinutosti jednoga niza otvora osim neodredenih vrijednosti
toga niza pojavljuje, kao posljedica lokalizacije utjecaja neodredenih djelovanja njihovim

grupiranjem, samo jos i-ta neodredena vrijednost drugog niza. Uvedemo li omjere
mo= (153)

jednadzbe neprekinutosti jednoga niza sadrzavat ¢e, naizgled, samo neodredene vrijed-
nosti istog tog niza:

51;1 Xiio1 + [51;1 + 51;2] X1 + 51;1 Xiit1 + 0150 = 0, (154)

52;2 Xoio1 + [020 + 021/mi] X2y + 32;2 Xoir1 + 0240 = 0. (155)
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Podijelimo li prvu jednadzbu sa 51;1, a drugu sa 52;2, dobit ¢emo

X1 — o, Xq; + X = wi @, (156)
Xoi1 — ag; Xo; + Xojp1 = wy @y, (157)
pri cemu su
811 + m; 0. 90 + 0o.1/Mi

R T LU ;= 022 O/ (158)

51;1 62;2

1 2/ 1 20
wi = ~L wy = 2 (159)

51;1 EIL’ 52;2 EI,

Jednadzbe (156) i (157) mozemo neovisno rjesavati samo ako pretpostavimo omjere 7.
A uz to, to nisu jednadzbe s konstantnim koeficijentima, jer omjeri n; ovise o 7. Poka-
zat ¢emo da uz dodatnu pretpostavku da po tri uzastopna ¢lana nizova {X J’Z‘}ZO leze
na pravcu— tocnije, da tocke (i—1,X;;-1), (¢, Xy;) 1 (i+1,Xs:41) leze na praveu—
omjer Xo;/X1; postaje konstantnim i da se, Stovise, moze unaprijed izracunati, jer ovisi
samo o geometrijskim karakteristikama zida. 1z pretpostavke o kolinearnosti slijedi da je
X j; srednja vrijednost vrijednostl X ;-1 1 X 11, pa je

Xyic1+ Xy = 2X,.
Time jednadzbe (156) i (157) prelaze u

(2— ) Xy = wy®y,

tako da su
Xy = g,
’ 2 — g
Uvrstavanje u izraz (153) za n; daje
(09)) 2 — a4
no= o
w1 2 — Qg

te, uz (158) i (159), - - _
_ Ly i+ 1m0 + 201,

4 52;2 + 52;1/771' + 252;2‘

i

Rijesimo li tu jednadzbu po n;, dobivamo

_ 52;1 6 — (51;1 + 2(?1;1) ly
51;2 ly — (52;2 +2 52;2) 2

i

Buduéi da koeficijenti fleksibilnosti ovise samo o geometrijskim i materijalnim karakteris-
tikama koje se po visini zida ne mijenjaju, umjesto 7; mozemo pisati samo 7, a uvrstimo
li izraze za koeficijente fleksibilnosti, dobit ¢emo

AL () + Agly Az
T Al + Ay (1 6) A

(160)
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pa izrazi (158) prelaze u

51;1 + 7751;2 o — 52;2 + 52;1/77 (161)
- - 2 — _7—’

51;1 52;2

a1 =

a diferencijske jednadzbe (156) i (157) postaju medusobno neovisnim jednadzbama s
konstantnim koeficijentima

Xiic1 — o Xy + X = wi @y, (162)
Xoi1 —an Xy + Xoj1 = wa @y, (163)

Vrijednosti su uzduznih sila u stupovima lijevoga, srednjeg i desnog posmicnog zida
Ny = =Xy, Ny = X1 — Xa i N3; = Xa;. (164)
Vrijednost ukupnoga momenta u presjeku z polja ¢ izracunava se prema izrazu
Mi(z) = M°(x) — 26, X1; — 242 Xo. (165)
Vrijednosti su poprecnih sila u gredama lijevoga i desnog niza

Ti; = X1, — X141 1 To; = Xo;— Xojq1. (166)

Primjer 5. Zid sa Sesnaest etaza opterecen je jedinicnom silom u osi najgornje grede.
Neka su h = 3m, 2a; = bm, 2a, = 6m, 2a3 = 4m, 2b; = 2b, = 2m, v = 0,6 m,
t=1m, £ =3-10"kN/m? i v = 0.

Za zadane je geometrijske velicine n = 0,889 320. Koeficijente oy, g, wy i wy izracuna-
vamo prema izrazima (161) i (159), za §to treba prethodno izracunati koeficijente 0y,
5_2;2, 51;2 252;1, 51;1 1 52;2. Diferencijske su jednadzbe za lijevi i desni niz

Xiion — 221772 X1, + Xy 01 = 0,00493421 (=324 + 16,5 - 3%),

Xoi1 — 2,22850 Xo; + Xo,01 = 0,00460526 (—3%i + 16,5 - 3%).
Rjesavanjem karakteristicnih jednadzbi, izracunavanjem koeficijenata u posebnim rjese-
njima i rjeSavanjem dvaju sustava jednadzbi kojima su odredene integracijske konstante
Ci1, Cia 1 Cyq, Cy9 dobivamo nizove opdi ¢lanovi kojih su

Xi; = 0,550790 - 0,629724" — 3,93541-107° - 1,58800" + 0,203967 i — 3,365 46,
Xp; = 0,480809-0,622772" — 2,89679 - 107" - 1,60572" + 0,1813924 — 2,99297.
Vrijednosti uzduznih sila u stupovima posmicnih zidova izracunavamo prema izrazi-
ma (164), a vrijednosti ukupnih momenata savijanja u stupovima prema izrazu (165);
te momente potom na pojedine zidove dijelimo primjenom izraza (97). Vrijednosti po-

precnih sila u gredama lijevoga i desnog niza dane su izrazima (166). Dijagrami unutarnjih
sila (N, M, T') prikazani su na slici 83.
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stupovi lijevog zida

stupovi srednjeg zida stupovi lijevog zida
stupovi srednjeq zida
stupovi desnog zida

stupovi desnog zida

30+

10

8 - -4 2 2 02 015 01 -0.05

Slika 83.

4.1.3. Zid promjenjive visine

Ako su neki dijelovi zida visi od drugih, zid se po visini dijeli u onoliko podruéja koliko
je skokova u visinama, a to znac¢i da i svaki niz otvora, koji zasebice rjeSavamo, treba
podijeliti u odgovarajuéi broj podrucja. Postupak rjesavanja podijeljenih nizova slican
je postupku rjesavanja zida optere¢enoga silom koja djeluje po osi k-te grede —razlicita
podrucja opisana su razlicitim diferencijskim jednadzbama, pa ¢e i rjeSenja za razlicita
podrucja biti razlic¢iti nizovi, ali ¢e se u ,,spoju” dvaju podru¢ja pojaviti dodatni rubni

uvjeti.
G O6
2 3
]
O]
O O®
0 0
0 O
O O
0 0O
0 0
o O s
0 O -
O O
0 0O
O 0O
I
g
1T
% % 7 Z
2 2
65 7.0
Slika 84.

Uzmimo, kao u primjeru sa slike 84., da lijevi niz otvora ima n, a desni k etaza, pri
¢emu je k < n. Za desni su niz jednadzbe neprekinutosti

52;2 Xoi1 + [b2: + 021/n] Xoi + 52;2 Xoiv1 = —02,.0, (167)
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pa je diferencijska jednadzba, dobivena dijeljenjem sa 52;2,
Xoi1 — Xy + Xojp1 = wa®y, (168)
a rubni su uvjeti na dnu i na vrhu niza

(1—og) X1 + Xoo = wy Py, (169)
X2,k—1 — (9 X27k = Wy (I)k (170)

Opce je rjesenje jednadzbe (168)

o

{X27i}j:0 = {0271 7’;71 + 0272 T';Q + X2(Z)}’L:0 (171)

Za optereCenje koncentriranom silom koja djeluje po osi najgornje grede lijevoga, viseg
niza posebno ¢e rjesenje biti oblika

(X2 = {azai + bon} (172)

1=0"

Uvrstimo li odgovarajuée clanove niza (171) u rubne uvjete, dobit ¢emo, nakon izvoda koji
su jednaki izvodima za zid s jednim nizom otvora, sustav dviju jednadzbi s nepoznanicama

0271 1 02’22
(1 —r99)ro1Coy + (1 —191)122Coo = Xz(fg - X2(?1)a (173)

i Gy + 153 Coy = — X0, (174)

Lijevi niz otvora gredom k-te etaze dijelimo u dva podrucja. Jednadzbe su neprekinu-

tosti za raskinute veze u gornjem podrucju, u kojima djeluju sile grupa ¢ = k+1,...,n,

0110 X1i1 + 020 X + 011 X1 = —0(1.2),6505 (175)
dok su za veze u donjem podrucju, u kojima djeluju sile grupa ¢+ = 1,...,k, jednadzbe
neprekinutosti

51;11 X1 + daa Xiy + 31;11 Xyt + 0ay2 Xoy = —61,1),0:00
odnosno, uvodenjem omjera 7,
51;1 X1 + [5(1,1);1 + 775(1,1);2] X + 31;1 Xiiv1 = —001,1),505 (176)

pri ¢emu (1, K') u indeksima oznacava K-to podruéje (prvo/donje ili drugo/gornje) prvoga
niza otvora. Dijeljenje sa d;,; daje diferencijske jednadzbe

Xiic1 — aao) X + X = wae) P, (177)
X1 — aqny X + X = wa $i (178)

Njihova su opca rjesenja
{Xa2.i}ise = {Crirlipn + Crarine + X((f,)2),i}zo’ (179)

{Xamitise = {Cisrlina + Crariina + X((f,)l),i}zi()’ (180)
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pri ¢emu su, za opterecenje silom u osi najgornje grede,
{X f,)2),i}'ooo = {a(lﬂ)mi + b(1,2)7n}j:0’
{x f,)l),z};:o = {agni + b(l,l),”}ZO’
Na vrhu je zida rubni uvjet
X(1,2),n—1 — (1,2) X(l,z),n = W(,2) D3

. . ., o . e} . ,
uvrstimo li odgovarajuce ¢lanove niza {X(Lg)’z’}izo, dobit ¢emo

+1 +1 _ (p)
7”&2)71 Ol’l + T?172)72 01’2 B _X(lvz)an'i_l'

(181)

(182)

(183)

(184)

Najdonje je polje gornjega podrucja polje k+ 1. Diferencijska jednadzba (177) za

1 = k+1 prelazi u jednadzbu

Xigp — a2 Xigsr + Xipro = wa2) Pugr,

(185)

. , . o . . , - . o0
u koju ¢emo za X 41 1 X gy uvrstiti odgovarajuce clanove niza {X(172)’i}i:0’ aza X

clan niza {X(Lg)’i}zoi

[0137’(11 + C’147"(11) + X((f,)l)k]

k+1 (p)
— a2 [0117"12 + CIQT(1+1) X(fz) k+1]
+ (O3, + Crarfidy + XU 1ia] = waz) it

Iz sredenijega oblika
(T(21,2),1 — a2 r2).) "’(1 2), 1 Cia

+ (T(2172)72 - 06(172) T(172)72> 1 2) 2 Ol 2 + r(l 1),

it f,)z),mz X((f,)l),k
uz
7"%1,2),1 —auraz: = —1,
7”%1,2),2 —aurage = —1,
w(r,2) Prr1 + a2 X((f,)2),k+1 _ X((f,)z),mz _ X((f,)2),k
slijedi

7"(12 Ci1 — 7“?1,2),2 Cra + 7’?171)71 Cis + 7’?171),2 Cia = _X(( )) X((f)z)

(186)

Diferencijska jednadzba (178) za i = k (najgornje polje donjega podrucja) prelazi u

jednadzbu
Xig—1 — oy Xigp + Xigs1r = wa P
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g A za

Uvrstimo li u tu jednadzbu za X; ;1 i X, odgovarajuce ¢lanove niza {X(l,l),i}
~ . o0 . , , . ~s
X1 k41 Clan niza {X(lg)’i}izo, dobit ¢emo na ve¢ poznati nacin

X(p

7aé€1+,21),1 Cii + T?f,rzl)g Cip — Tff,rf),l Ciz — T?ﬂl),z Cia = x (1,)2),k+1' (188)

(1,1),k+1
[, napokon, rubni je uvjet na dnu zida
(1—aqy) Xans + Xaze = wa P, (189)

~ . . s -~ . [e.e] . . .o
pa uvrstavanjem odgovarajucih ¢lanova niza {X (172)71»}1.:0 dobivamo, kao i ranije,

(1— 7’(1,1),2) T(1,1),1 Ciz + (1— 7"(1,1),1) T'(1,1),2 Cia = X((f,)l),o - X((f,)l),l‘ (190)

Primjer 6. Zid s osamnaest etaza u lijevom, viSem nizu i ¢etrnaest etaza u desnom nizu
(slika 84.) opterecen je jedini¢nom silom u osi najgornje grede visega niza. Geometrijske
su velicine h = 3m, 2a; = bm, 2a; = 4m, 2a3 = 6m, 2b; = 2b, = 2m, v = 0,6 m i
t = 1m, a neka su k tomu jo§ F =3-10"kN/m? i v = 0,2.

Gornji dio lijevoga niza prora¢unavamo kao zid s jednim nizom otvora, pa izraz (116)
daje a@o = 2,20151 i wpo = 0,00884916. Donji je dio jedan od nizova zida s
dva niza otvora, pa prvo izracunavamo 7 = 1,07103, a potom, prema izrazima (161),
aany = 2,18513 za lijevi i ap = 2,18615 za desni niz. Uz to su, prema izrazu (159),
w(i,y = 0,00412961 i wy = 0,00444727. Time dobivamo tri diferencijske jednadzbe, dvije
za lijevi i jednu za desni niz. Jednadzbe u stvari ne treba izrijekom napisati: rjesenja
karakteristicnih jednadzbi pripadnih homogenih diferencijskih jednadzbi—tri para vri-
jednosti— dobivamo uvrstavanjem, redom, oy i.1), @(1,2) 1 o U izraze (121), a koeficijente
u posebnim rjesenjima — tri para— uvrtavanjem parova o 1y, w1y itd. u izraze (127)
i (124). Cetiri rubna uvjeta u lijevom nizu otvora, (183), (185), (187) i (189), daju Getiri
jednadzbe (184), (186), (188) i (190) sa Cetiri nepoznanice rjesenja kojih su integracijske
konstante u odredbenim izrazima dvaju nizova sadrzanih u rjeSenju za taj niz otvora:

X2 = 377,422 - 0,640691" — 588564 - 107° - 1,56081" + 0,3952374 — 7,31188,
X1y = 0,576995 - 0,652452" — 4,19094 - 10" - 1,53268" + 0,200757 i — 3,714.00.

Rjesenje za desni niz otvora jedan je niz, s dvije integracijske konstante. Dva rubna
uvjeta u desnom nizu, (169) i (170), daju potrebne dvije jednadzbe (173) i (174), pa je

X,,; = 0,619200 - 0,651698" — 0,00122083 - 1,53445" + 0,215016 7 — 3,977 80.

Unutarnje sile u gornjem dijelu zida — u zidu samo s jednim nizom otvora — izra¢unavamo
prema izrazima (132), (133) i (134) u koje uvrstavamo X(12)1s,- .., X(1,2)1s. U donjem
dijelu zida unutarnje sile izracunavamo prema izrazima (164), (165) i (166) uvrstavajuci u
njih X 1y,1,-.., Xanua 1 Xog, ..., Xo14. Dijagrami uzduznih sila i momenata savijanja
u stupovima te poprecnih sila u gredama prikazani su na slikama 85.a., b. i c.
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stupovi lijevog zida lijevi niz *
stupovi srednjeq zida Lol lijevi stupovi desni niz . s
stupovi desnog zida srednji stupovi Y
desni stupovi .
* *
40
* *
* *

* *
* * 30

* L d

..

*

g 20

.o

LRl

*
10 | 10
e
-»
a. b. c -
1 2 3 10 8 6 -4 -2 0.4 0.3 0.2 0.1

Slika 85.

4.2. Metoda pomaka

Standardna je proracunska shema zida s otvorima u metodi pomaka prikazana na
slici 86. Ta se shema obicno naziva ekvivalentnim okvirom, zamjenjuju¢im okvirom ili

) &

= [N B L.

Z
L@ b b, @
v el v 12 v
# # #
/IV 21 /IV
" 2a1 " 2b ¥ 2a2 »

Slika 86.
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okvirom sa ,Sirokim stupovima” Uveli su je sredinom Sezdesetih godina dvadesetoga
stolje¢a R. W. Clough, I. P. King i E. L. Wilson [12], C. F. Candy [11] i I. A. MacLeod [45].
MacLeod je u drugoj polovini sedamdesetih godina uveo i model zida koji je dio prostorne
konstrukcije [46].

4.2.1. Matrica krutosti Stapa

Stapni elementi kojima modeliramo grede i stupove zidova s otvorima sastavljeni su
od krutih dijelova na krajevima i elasticnoga dijela izmedu njih (slika 87.). Kruti se
dijelovi pomicu i zaokreéu kao kruta tijela zajedno sa ¢vorovima u koje su prikljuceni,
dok se elasti¢ni dijelovi deformiraju.

a L 2b L ay
Slika 87.

Izraze za komponente matrice krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu izvodimo
primjenom metode sila. Za osnovni sustav odabrane su dvije konzole dobivene raskida-
njem Stapa u polovistu elasticnoga dijela (slika 88.). Lako je pokazati da je tocka raskida
elasti¢no teziste stapa [3], tako da su od nule razliciti samo koeficijenti popustljivosti ¢; ;.
Uz dijagrame unutarnjih sila u jedini¢nim stanjima, prikazane na slici 89., Verescaginovim
postupkom dobivamo

1 2b
5171 = ﬂ(lQb)l = ﬂ’
11\ (2 2 203 2kb
52,2_2[ﬁ(§b><§b)]+@(1-2b).1_ =57 T oo (191)
1 2b
5373 = E(lQb)l = E

U izrazu za koeficijent 02 o sadrzan je i doprinos poprec¢nih sila. Za pravokutan su poprecni
presick A=121/v* i k=12, paje, uz G = E/[2(1+v)],

b[20* + 1,20% (1 +v)]

5yo = = (192)
§ - le XIHT . E
X X XX
a; b D b y a p
Slika 88.
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Slika 89.

Slobodni ¢lanovi jednadzbi neprekinutosti izrazavaju utjecaj ,,prisilnih” pomaka kra-
jeva Stapa; prema slici 90. su

dro = 0Ly — 010 = wiy — ws
1 2 3 4
52’0 = (5573 — (5%78 — 5;3 — (5578 = wm- — w]ﬂ' - SDi,j 61 - ij,i 627

—_

2
030 = 0% — 050 = @iy — Piin

7777
707

. 1
e Sio
—>
(2)
‘al,ﬂ‘ Ujj

5 |

2,0

| ) "

(1)
53,0

w fis2) |
§ 350 LWE

Slika 90.
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ili, u matricnom obliku,

010 10 0 -1 0 0
ol =101 =64 0 -1 —4,
930 00 1 0o 0 -1
1, sazetije,
AO =P u;

matricu P nazivamo prijenosnom matricom.

Bududi da su 6;,;,=0 za ¢+ j, matrica je sustava jednadzbi neprekinutosti

DX+ Ay =0
dijagonalna, pa je i u rjesenju
X =-D'A
matrica D! dijagonalna, s komponentama 531 =1/0;; = 5;1, 1=1,2,3.
— Vn\z” — - m/l/ —
n; l / \l X Xi T . l nj
X3 'X, X X

Slika 91.

(193)

(194)

(195)

Vezu izmedu izracunanih vrijednosti X; neodredenih djelovanja i vrijednosti (poopée-
nih) sila na krajevima stapa daju jednadzbe ravnoteze lijevoga i desnog dijela Stapa

(slika 91.). Za lijevi su dio

ni,j -+ X1 =0 —— ni,j = —

ti; + Xo =0 = 1l

m;; + Xz — Xoly = 0 — m; j
dok su za desni dio

- X1 +ni; Xy =0 = N,

—Xo +t; =0

- X3 — Xoly + mj; =0

!

ili, matricno, za oba dijela,

[ N j ] [ 1 0 |
i 0 1 0
my; 4 - 0 —51 1
nji T —1 0 0
t 0 -1 0

| 11255 | 0 —{y —1]
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odnosno, matricnom stenografijom,
f=-P'X (196)

Uvrstavanjem izraza (195) za X i, potom, izraza (193) za Ay, dobivamo

f=P'D'Pu; (197)
matrica
k=P'D'P
[ 011 0 0 —0f 0 0 i
0 05 —655 01 0  —d5, —055 U
0 —0yplt 0ppff+055 0 Gypl dyplily— 0y (198)
[ I e R 0 5t 0 0
0 =05, 833 1 0 2 033 Lo
| 0 b5 ly oo lila—055 0 Gy5ly Gy5 05+ 05y

trazena je matrica krutosti stapa.

S izvedenom se matricom krutosti daljnji proracun provodi jednakim postupkom kao
za ,obitne” okvirne konstrukcije. (Treba ipak napomenuti da smo se u ovom radu
ogranicili na zidove s otvorima u pravilnim vertikalnim nizovima, koji su rjesivi postupkom
V. Simovi¢a. Kod nepravilnijega se rasporeda otvora moze dogoditi da su neki ¢vorovi
spojeni Stapovima krutima po cijeloj duljini. U tom slucaju treba odabrati vodece i
pratece ¢vorove te provesti kinematicku kondenzaciju [3].)

4.2.2. Usporedbe

Primjer 1., ponovo. Vratit ¢emo se na primjer simetricnoga deveteroetaznog zida s
jednim nizom otvora, koji smo ranije rijesili postupkom V. Simovica.

Na slikama 92.a., b, i c. prikazani su dijagrami uzduznih sila i momenata savijanja u
stupovima te poprecnih sila u gredama. Iako su opé¢i tokovi dijagrama sliéni tokovima
odgovarajuc¢ih dijagrama sa slike 77.b., na slici 92.b. mozemo uociti da dijagrami mo-
menata savijanja u stupovima lijevoga i desnog posmicnog zida sada nisu medusobno
jednaki. Posljedica je to uzimanja u obzir uzduzne elasticnosti spojnih greda. Pove¢amo
li uzduzne krutosti greda mnozenjem razmjerno velikim brojem, takozvanim kaznenim
koeficijentom, kojim aproksimiramo neizmjerno veliku uzduznu krutost (prava se neiz-
mjerno velika krutost moze ostvariti provodenjem kinematicke kondenzacije), dijagrami
momenata savijanja u lijevim i desnim stupovima ¢e se, u granicama tocnosti proracuna,
preklopiti (slika 93.a.). Tako se pri promjeni uzduzne krutosti greda vrijednosti mome-
nata u stupovima mijenjaju (slike 93.b. i c.), njihov je zbroj u pojedinim horizontalnim
presjecima kroz oba stupa konstantan.

Podudaranje rezultata dobivenih prorac¢unom postupkom V. Simovié¢a i proracunom
metodom pomaka ostvarit ¢emo ako, uz aproksimaciju neizmjerno velike uzduzne krutosti
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greda, stupove posmicnih zidova modeliramo Stapnim elementima bez krutih dijelova na
krajevima, to jest, ako se s proracunske sheme sa slike 86. vratimo na shemu sa slike 71.;
na slici 94. preklopljeni su dijagrami unutarnjih sila izracunani za te dvije sheme. S druge
strane, kruti dijelovi na krajevima stupova mogu se lako, kao varijacija na temu, uklopiti
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u postupak V. Simovi¢a: u izraz (101) za koeficijent d;;, =0 umjesto visine etaza h treba
uvrstiti visinu elasticnih dijelova stupova h—2 (v/2) = h—v, a za plostine ®; treba uzeti
plostine pripadnih dijelova povrsine dijagrama M?Y; primjerice, za dijagram sa slike 76.
bit ¢e ®; = —h (h—v)i+ (n+1/2) h(h—v).

Primjer 4., ponovo. Rezultati proracuna nesimetricnoga zida s trinaest etaza op-
tereCenog u razini sedme grede postupkom V. Simovi¢a usporedeni su s rezultatima
proracuna metodom pomaka po standardnoj proracunskoj shemi sa slike 86. uvazavajuci
uzduznu elasticnost greda (model 1.) i po proracunskoj shemi sa slike 71. uz povecéanje
uzduzne krutosti greda (model 2.). Na slici 95. mozemo vidjeti da se dijagrami ukupnih
momenata savijanja u stupovima (c.), uzduznih sila u stupovima (d.) i poprecnih sila
u gredama (e.) dobiveni prora¢unima po postupku V. Simoviéa i metodom pomaka za
model 2. poklapaju, ali da u dijagramima momenata savijanja u stupovima lijevoga i
desnog zida (a. i b.) postoje stanovita, ali ipak ne znacajna odstupanja— jedna je od
polaznih pretpostavaka postupka V. Simovi¢a da su progibne linije posmicnih zidova
medusobno jednake, ali ta je pretpostavka u potpunosti ispunjena samo za simetricne
zidove s otvorima, dok je za nesimetri¢ne zidove ispunjena tek priblizno; razlike ovise
o omjeru fleksijskih krutosti posmicnih zidova, a povecavaju se s povecanjem krutosti
spojnih greda.
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metoda pomaka - model 2
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Model zida za proracun metodom pomaka ima 78 nepoznanica. Taj broj ovisi o broju
etaza, ali se, za razliku od postupka V. Simovica, opseg proracuna ne mijenja pove¢anjem

broja sila.

Primjer 6., ponovo.

Dijagrami uzduznih sila u stupovima, momenata savijanja u

stupovima i poprecnih sila u gredama zida promjenjive visine s dva niza otvora, dobiveni
proracunom standardnoga modela, prikazani su na slikama 96.a., b. i c.
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Na slici 97. prikazana je usporedba rezultata prora¢una postupkom V. Simovica i re-
zultata proracuna standardnoga modela (1.) i modela V. Simovi¢a (2.): a. uzduzne sile
u stupovima lijevoga, srednjeg i desnog posmicnog zida, b. poprecne sile u gredama li-
jevoga i desnog niza, c. momenti savijanja u stupovima lijevoga, srednjeg i desnog zida
i d. ukupni momenti savijanja u stupovima. Za razliku od prethodnih primjera, mogu
se uocCiti znacajnija odstupanja rezultata postupka V. Simovi¢a od rezultata metode po-
maka, posebice u dijagramima popreé¢nih sila u gredama (b.) i dijagramima momenata
savijanja u stupovima (c.) oko prijelaza s dijela zida s dva otvora na dio s jednim otvorom.
Razlog je tome to Sto se preraspodjela momenata pri prijelazu s dva na tri posmicna zida
ne odvija skokovito, nego se proteze kroz nekoliko susjednih etaza—u antropomorfnoj
bismo interpretaciji mogli re¢i da suprotni smisao vrtnje momenta na najgornjim etazama
tre¢ega stupa, dobiven proracunom metodom pomaka, znaci da se taj stup odupire pre-
raspodjeli.

Premda razlike u rezultatima proracuna po razli¢itim postupcima mogu katkad biti
velike, ne trebaju navesti na zakljucak da su gradevine projektirane sedamdesetih i osam-
desetih godina prosloga stolje¢a manje sigurne. Armatura je prema razlicitim postup-
cima priblizno jednaka, a predznaci vrijednosti momenata nisu bitni za dimenzioniranje,
jer se armatura postavlja simetricno. K tomu jos u obzir treba uzeti da pod djelova-
njem ekstremnih potresnih i vjetrovnih ubrzanja konstrukcija prije rusenja ima rezerve u
plasti¢cnom podrucju.
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5. Prednapete gipke konstrukcije od uzadi
kao uvod u geometrijsku nelinearnost

K. F., PETRA GIDAK & ROMANA VRANCIC

5.1. O gipkim konstrukcijama

... the same guiding principles were always behind the design of each struc-
ture: to produce useful, meaningful, and delightful spaces for people; to be
affordable and buildable; to minimize the exploitation of natural resources
and do the least harm to the environment; and for the structure’s very na-
ture to become visible as a thing of beauty, as a manifestation of a deeper
order of things, a more permanent light which, for just a short while, we
are entrusted to keep shining in this world.

H. Berger [6]

Vecina konstrukcijskih elemenata opterecenja preuzima i prenosi razli¢itim vrstama
unutarnjih sila— vla¢nima, tlacnim i posmi¢nim —i njihovim kombinacijama. To dovodi
do njihovih slozenih razdioba koje se mogu ,vidjeti” u fotoelasticnim eksperimentima.
Uze, medutim, ima zanemarivu fleksijsku krutost, nedostatnu da omoguci preuzimanje
vec¢ih sila okomitih na njegovu os, a ne moze preuzeti ni tlacne sile, tako da pod djelo-
vanjem optere¢enja mijenja oblik kako bi se u njemu razvile uravnotezujuce vlacne sile,
jednoliko raspodijeljene po povrsinama poprecnih presjeka. Posljedica je toga da uze
bitno mijenja ravnoteznu konfiguraciju ako sile koje djeluju na njega promijene polozaj,
pravac ili smisao djelovanja. S druge strane, kako su sve tocke poprecnoga presjeka jed-
nako napregnute, uze je pri prijenosu sila vrlo ucinkovito.

Buduéi da uze, samo za sebe, pri promjeni optereéenja mijenja ravnoteznu konfi-
guraciju, odrzavanje oblika gipkih konstrukcije od uzadi osigurava se tako da se ona
slazu u mrezu koja tvori antiklasticnu plohu (plohu negativne Gaussove zakrivljenosti).
U najjednostavnijim sluc¢ajevima postoje dvije familije uzadi: ulegnuta— konkavna'” —
uzad preuzima (dominantno gravitacijsko) opterecenje, a konveksna uzad, razapeta pri-

blizno okomito na ugnutu, sluzi za stabilizaciju. Uzad uz to mora biti prednapeta, jer se

17U svakodnevnom se govoru rije¢ konkavan (lat. concavus— Supalj) rabi sa znacenjem udubljen,

ulegnut, ugnut, kao (u)dolina ili kao uvala, dok je konveksan (lat. convezus) izbocen, ispupcen, trbusast,
poput brezuljka. Uporaba je tih pojmova u (suvremenijoj) matematici, nazalost, upravo suprotna od
svagdanje — vidjeti napomenu 26. na dnu stranice 163.
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vlacne sile u cijeloj mrezi moraju odrzati pri svim kombinacijama opterec¢enja; primjerice,
pri djelovanju vjetra familije uzadi mogu zamijeniti uloge.

Zbog svega su toga prednaponske sile i geometrijski oblik presudni za staticko (a,
naravno, i dinamicko) ponasanje gipke konstrukcije od uzadi— antiklastican oblik i pred-
napinanje daju joj takozvanu geometrijsku krutost. 1 obratno, zakoni statike odreduju
njezin oblik: geometrijski oblik neposredno odrazava sustav sila u ravnotezi; proizvoljno
odabrani oblik i vrijednosti prenaponskih sila tesko ¢e zadovoljiti uvjete ravnoteze. U
tome je stanoviti paradoks: razvedeni, naizgled slobodni i nepravilni, gotovo organski
oblici vla¢énih konstrukcija od uzadi (slika 98.), kao i konstrukcija od platna i konstruk-
cija od platna i uzadi (slika 99.), odredeni su u stvari strogim, neumitnim i neumoljivim
zakonima statike [26, 6].

Slika 99. Horst Berger: Cynthia Woods Mitchell Center for Performing Arts u Woodlandsu,
2009.

5.1.1. Povijesna slikovnica

Povijest gipkih vla¢nih konstrukeija zapoéinje satorima i viseéim mostovima. Satori
lovackih nomadskih plemena, u vrijeme kada su ljudi jedva nalikovali ljudima, kada
jos nisu znali za obradu zemlje i kada su tek pocinjeli krotiti zivotinje, ti Satori, nakon spi-
lja, vjerojatno su najstarija vrsta ¢ovjekovih nastambi, prva koja je njegovih ruku djelo.
Unato¢ skromnu izgledu i dojmu privremenosti, pa i nedovrsenosti, u oblike Satora—
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koje uz zahtjeve nosivih sklopova uvjetuje potreba za odrzavanjem topline (ili, u vrué¢im
danima pustinjskih krajeva, noéne svjezine), provjetravanjem, odvodenjem dima s unu-
tarnjeg ognjista i sprecavanjem prokisnjavanja zbog gomilanja vode u naborima i mlo-
havim ovjesima—ugradene su tisu¢e godina prakticnoga iskustva i ,narodne mudrosti”
Najznacajniji su njihovi oblici cilindri¢ne jurte azijskih nomadskih naroda s krovovima u
obliku stosca ili polukugle, stozasti indijanski tipiji (slika 100. lijevo) i ,crni Satori” pu-
stinjskih nomada Sjeverne Afrike i Bliskoga Istoka— prednapete konstrukcije od tkanine
predindustrijskoga razdoblja (slika 100. desno).

Slika 100. Zene plemena Crno stopalo grade tipi (lijevo); ,,crni Sator” beduina (desno)

Visec¢i mostovi s uzadima od bambusa gradili su se u Kini prije gotovo tri tisu¢e godina,
a oko stote godine nove ere bambus je zamijenilo kovano zZeljezo, omogucéujuéi mnogo vece
raspone. U Europi je kovano zZeljezo ponovo otkriveno pocetkom devetnaestoga stoljeca
(slika 101. gore lijevo); krajem stoljeca zamjenjuje ga celik, te viseéi mostovi dosizu
rekordne raspone (slika 101. gore desno i dolje).

Celicne kabele u konstrukcije krovova velikih raspona uveli su godine 1953. arhitekt
Matthew Nowicki i inzenjer Fred Severud krovnom plohom Arene Dorton u Raleighu.
Ploha je sedlastoga oblika, s dvama medusobno okomitim nizovima kabela, konkavnim i
konveksnim, koji se medusobno prednapinju i stabiliziraju; tako nastala mreza prekrivena
je celicnim limovima (slika 102.). T ostali krovovi s mrezama uzadi iz tog razdoblja
prekriveni su krutim pokrovom; najpoznatiji medu njima vjerojatno je krov klizalista za
hokej Sveucilista Yale finskoga arhitekta Eera Saarinena iz 1958. godine s dvije vitopere
plohe prekrivene drvenim plocama (slika 103.).

Moglo bi se re¢i da je zanimanje ,Skolovanih inzenjera” za Satore zaceo Frei Otto
jednostavnim i naizgled skromnim glazbenim paviljonom koji je na Saveznoj vrtnoj izlozbi
godine 1955. podigao ispred starog dvorca u sredistu Kassela (slika 104.). ,,Od pocetaka,
Otto je shvatio temeljna nacela ove vrste konstrukcija: da su konstrukcija i arhitekton-
ski oblik nerazdvojni, da je gipkost snaga, a ne slabost i da gradivo na povrsini mora
biti podatnije od elemenata koji ga nose” [6]. Kako u to vrijeme nije bilo tkanina do-
voljne ¢vrstoce, njegovi su projekti platnenih krovova ogranic¢eni na razmjerno skromne
raspone; za glavne je nosive sklopove nad ve¢im rasponima morao upotrijebiti mreze
celicne uzadi. Prva je takva konstrukcija Njemacki paviljon na Svjetskoj izlozbi u Mon-
trealu 1967, godine, u kojoj je tkanina ovjeSsena o mrezu (slika 98.). To je, medutim,
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Slika 101. Thomas Telford: most Menai Strait, raspona 176 m, 1826. (gore lijevo); cestovni
most Firth of Forth, raspona 1006 m, 1964. (gore desno i dolje)

Slika 102. Nowicki & Severud: Arena Dorton u Raleighu, 1953.

omogucilo gomilanje snijega, te se konstrukecija nakon pet godina srusila u snijeznoj oluji.
Najpoznatije su Ottoovo djelo krovista sportskoga kompleksa izgradenog za Olimpijadu
u Miinchenu 1972. godine (slika 105.). Ovdje je Otto, na zahtjev televizijskih kompa-
nija, ipak odstupio od nacela koje trazi gipki pokrov, te su mreze prekrivene prozirnim
akrilickim plocama.
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Slika 104. Frei Otto: glazbeni paviljon na Bundesgartenschauu 1955. godine u Kasselu

Pojavom novih tkanina znatno veéih évrstoca (staklena vlakna i poliester prekriveni
PVC-om ili teflonom) zamjetno su se povecali moguéi rasponi konstrukeija od platna.

Projekti Horsta Bergera— cesto je on i arhitekt i projektant konstrukcije —izraz su
mastovite osobnosti s osjecajem za ponasSanje gipkih vla¢nih konstrukcija i razumije-
vanjem zakona koji njima vladaju. Prikazujuéi rad Freia Ottoa, autor enciklopedijske
natuknice [18] uvodi kovanicu krovobraz, od krov i krajobraz (engl. roofscape, od roof i
landscape). Slicnim slijedom asocijacija svoju knjigu [6], u kojoj je opisao cetrdesetak
svojih projekata i projekata u kojima je sudjelovao kao konzultat, zapocinje Horst Ber-
ger: nakon izleta u Stjenjak, ,svijesti ispunjene snaznim slikama prirode: nazubljenim
planinskim lancima, tirkiznim jezerima koja ih zrcale, glecerima, vodopadima i planin-
skim brzacima. ..”, dolazi u novu, netom dovrsenu denversku medunarodnu zra¢nu luku

(slika 106.).

Platneno kroviste ,ljetnoga doma” hjustonskog simfonijskog orkestra u Woodlandsu,
sjeverno od Houstona (slika 107.), koje se lepezasto $iri od pozornice natkrivajuéi 2479,
dok je na travnatom nasipu smjesteno jos nekoliko tisuca sjedista, svojom mekoc¢om,
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Slika 105. Frei Otto: Krovista Olimpijskoga kompleksa u Miinchenu, 1972.

Slika 106. Horst Berger: Zracna luka u Denveru, 1994.

razvedenoscéu i lako¢om ublazava granicu izmedu natkrivenoga i nenatkrivenog dijela,
otvorenoga i zatvorenog prostora. A zvuk, odrazen od napetoga platna, rasprien na
antiklasti¢noj plohi, rasprostire se i prelijeva po pozornici, tako da glazbenici ¢uju jedni
druge, i po gledalistu, dohvacajuci i udaljene njegove dijelove na nasipu; u oblikovanje su
od samoga pocetka bili ukljuceni i savjetnici za zvuk i scenu. Platno omeksava i ublazava
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Slika 107. Horst Berger: Cynthia Woods Mitchell Center for Performing Arts u Woodlandsu,
1990.

danje svjetlo, a no¢u je njegova unutarnja zrcalna povrsina izvor indirektne rasvjete, dok
svijetlo koje kroz platno prolazi istovremeno naglasava i ozivljava razvedeni oblik krova.
Tako se sve, i zvuk, i vizura, i svjetlo, i ugodaj, stapaju u jedinstveni dozivljaj glazbe.
U rujnu 2008. godine uragan Ike je, razarajuci i pustoSeci teksasku obalu, potpuno
razderao platno krovista (slika 108.). U obnovi, koja je trajala tek nekoliko mjeseci, do
ponovnoga otvorenja 1. svibnja 2009. godine, natkriveni je prostor udvostrucen, tako

da sada obuhvaca 6387 sjedista, zadrzavsi ipak svu leprSavost i profinjenost njeznijega
izvornika (slika 99.).

Slika 108. Ostaci nakon prolaza uragana Ike u rujnu 2008. godine

,Pored zadovoljenja posebne funkcije svakog projekta, moji su ciljevi bili uvijek isti:
pomodi u stvaranju konstrukcija ¢iji ¢e oblik biti snazan, cist, intuitivno shvatljiv i smislen,
prostora u kojima ¢e ljudi rado boraviti i gradevina koje ¢e ne samo najmanje ostetiti
prirodni okolis, nego i upotrijebiti darove koje priroda nudi” [6]. Njegovom reakcijom na
(Cesto) nemastoviti i isprazni eklekticizam postmodernizma, ,pristup oblikovanju kojem

kao da su se, napokon, ,otvorile nove arhitektonske perspektive koje nas vode do zgrada
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svijetlih, suncanih, vedrih, zra¢nih i punih optimizma, utjesnih kao sve one iluzije koje
nam pricaju da ¢e u njima stanovati ¢ovjek sljedeceg stoljeca, uglavnom zadovoljan” [38].

Podosta sramezljivo, gipke se konstrukcije pojavljuju i kao inzenjerske gradevine. Je-
dan je od razmjerno rijetkih primjera rashladni toranj nuklearne elektrane u Schmehau-
senu (slika 109.). Toranj je, prema projektu Jorga Schlaiha, izveden kao kabelska mreza
oblozena naboranim aluminijskim limovima debljine jednoga milimetra. ,Ljuska” je vi-
soka 147 metara (sredisnji je stup visine 180 metara), promjer je donjeg prstena 141, a
promjer gornjega 91 metar. Zbog sigurnosnih, ekonomskih i politickih razloga elektrana
je zatvorena 19g1. godine, a toranj je srusen eksplozivom.

Slika 109. Jorg Schlaih: Rashladni toranj nuklearne elektrane u Schmehausenu, 1974.; srusen
1991.

5.1.2. Nalazenje oblika

Prva je faza projektiranja gipkih prednapetih konstrukcija od platna i uzadi nalazenje
njihova oblika prije nanosenja korisnoga opterecenja, a najéesée i uz zanemarivanje njihove
vlastite tezine. Pod pojmom nalaZenja oblika konstrukcije od uzadi podrazumijevamo
odredivanje pocetne ravnotezne konfiguracije koja obuhvaca njezin geometrijski oblik i
razdiobu prednaponskih sila u uzadi.

Do kraja Sezdesetih godina prosloga stoljeca jedini je nacin nalazenja oblika bila izrada
fizickih modela. Frei Otto je za svoje projekte upotrebljavao modele od tkanine i zZica
te opne od sapunice razapete izmedu zicanih petlji i okvira ili gipkih niti [26]. Tako
fizicki modeli pruzaju koristan uvid u ponasanje gipkih konstrukcija, vrlo je tesko, cak
i fotogrametrijskim postupcima, dovoljno to¢no odrediti koordinate pojedinih tocaka, a
da o moguénosti tocnijega odredivanja vrijednosti unutarnjih sila i ne govorimo. Stoga
su se vrlo rano poceli razvijati racunalni modeli i metode.

5.2. Proracunski model mreze kabela

Za oblikovanje proracunskoga modela mreze pretpostavit ¢emo da su kabeli potpuno
savitljivi i da su bez tezine. Bavit ¢emo se samo fazom nalazenja oblika, pa nece biti ni
vanjskoga optere¢enja. Unesemo li u kabele prednaponske vla¢ne sile, izmedu njih ée, u
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tockama u kojima se krizaju, djelovati kontaktne sile. Ako kabeli jedni po drugima mogu
klizati bez trenja te ¢e sile biti normalne na dodirne plohe, a ako je klizanje sprijeceno,
djelomice ili potpuno, sile ¢e imati i tangencijalne komponente. Kako su plostine do-
dirnih ploha male, kontaktne ¢emo sile smatrati koncentriranima. Zbog pretpostavljene
potpune savitljivosti kabel optere¢en samo koncentriranim silama poprima oblik ravnin-
ske ili prostorne poligonalne linije, tako da ¢e odsjecci izmedu toc¢aka u kojima se neki
kabel kriza s drugima biti ravni (slika 110.a.). Iako se zbog debljine kabela njihove osi
se osi kabela sijeku. Uz navedene pretpostavke mozemo u proracunskom modelu uzeti
da su odsjecci kabela izmedu krizista zglobni Stapovi, a krizista zglobni ¢vorovi u koje
su Stapovi centri¢no prikljuceni (slika 110.b.). Sustav zglobno spojenih §tapova moze se
kao proracunski model zadrzati i u fazi izracunavanja ponasanja mreze pod djelovanjima
raznih opterec¢enja, ako ta opterecenja prikazemo koncentriranim silama u ¢vorovima.

Slika 110.

Osim unutarnjih ¢vorova u kojima se kabeli krizaju i ¢vorova u kojima su unutarnji
kabeli spojeni s rubnima, mreza ima i lezajne ¢vorove u kojima su kabeli spojeni s , kru-
tim” rubnim i, rjede, unutarnjim linijskim i tockastim osloncima (na primjer, slika 111.);
u proracunskom su modelu i ti ¢vorovi zglobni. Pod pojmom , krutih” oslonaca podrazu-
mijevamo ,tradicionalne” konstrukcijske elemente poput greda, lukova, ,jarbola”, ,sidara”,
koji, naravno, nisu apsolutni kruti, ali ¢vorove na njima mozemo smatrati nepomic¢nima.

Polozaji su lezajnih ¢vorova zadani.

Slika 111.
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Cvorove koji nisu lezajni nazivat éemo slobodnima. U niz N svrstat ¢emo prvo
slobodne, a potom lezajne évorove. Cvorove ¢emo oznaciti njihovim indeksima, pa ée évor
koji se u nizu A nalazi na i-tom mjestu biti, sazeto, ¢vor 7. Ako su n i n¢ broj svih ¢vorova
i broj slobodnih ¢vorova, onda su ¢vorovi 1, 2, ..., n¢ slobodni, dok su ¢vorovi ng+1,...,n
lezajni; broj je lezajnih ¢vorova ns = n —ns. Nizove indeksa slobodnih i lezajnih ¢vorova
oznacit ¢emo sa Ny 1 Nyt Np = (1,2,...,n¢) 1 Ny =(ng+1,ne+2,...,n).

Stap izmedu Gvorova i i j, i # j, oznait ¢emo sa {i,j}; jasno je da {i,j} i {j,i}
oznacavaju isti Stap. Stapove ¢emo svrstati u niz B, pa éemo ih oznacavati i njihovim
indeksima tom nizu: nalazi li se Stap {7, j} u nizu B na mjestu &, zvat ¢emo ga i Stapom .
Broj je stapova b.

Cvorove koji su Stapovima povezani sa évorom i zvat ¢emo ,susjedima” évora 4, a niz
njihovih indeksa oznacit ¢emo sa N;.

Temeljne su ,,varijable” u nalazenju oblika prednapetih konstrukcija od uzadi topolo-
gija i geometrija mreze uzadi, geometrijski rubni uvjeti te vrijednosti prednaponskih sila
u uzadi ili omjeri tih vrijednosti. Formulacije zadac¢e nalazenja oblika ovise o tome koje
se ,varijable” zadaju, a koje su nepoznanice.

Topologija mreZe opisuje povezanost kabela, Stapova i évorova!®: stapove koji ,,pripa-
daju” jednom kabelu, Stapove koji su prikljuc¢eni u neki ¢vor, ¢vorove u koje je prikljuc¢en
neki Stap (¢vorove na krajevima Stapa), ,,susjede” nekog ¢vora i slicno. Topologija mreze
zadaje se unaprijed, a odredena je predvidenim brojem i rasporedom kabela.

Geometrija, metrika ili oblik mreZe kljucna je ,varijabla” u nalazenju oblika. Oblik
mreze mora zadovoljiti konstrukcijske, funkcionalne i estetske zahtjeve. On je u proracun-
skom modelu odreden koordinatama ¢vorova. Buduéi da je trazeni oblik mreze ravnotezna
konfiguracija prednaponskih vlac¢nih sila u sustavu zglobno spojenih stapova, koordinate
su slobodnih ¢vorova temeljne nepoznanice u postupku nalazenja oblika. Stoga se i duljine
stapova, za razliku od duljina u ,klasicnim” resetkastim konstrukcijama, mogu tijekom
proracuna znacajno mijenjati. U nekim je sluc¢ajevima pogodno, pa i potrebno, osim
uvjeta ravnoteze sila u ¢vorovima uvesti i dodatne uvjete izrazene u obliku kinematickih
ogranicenja koja povezuju nepoznate koordinate (primjerice, uvjete koji ne dopustaju ili
ogranicavaju promjene duljina nekih stapova). Geometrija i topologija mreze u stanovi-
tom su smislu neovisne: postoje ,singularni” sluc¢ajevi u kojima vise ¢vorova pada u istu
tocku.

Geometrigski rubni uvjeti odredeni su zadanim koordinatama nepomicnih lezajnih
¢vorova. Jedan od nacina na koji projektant moze utjecati na oblik mreze promjena je
razmjestaja i oblika oslonaca, odnosno, u matematickom modelu, geometrijskih rubnih
uvjeta.

Vrijednosti prednaponskih sila u kabelima ili u stapovima mogu biti unaprijed za-
dane, ali mogu biti i nepoznanice koje se odreduju uravnotezenjem ¢vorova i, mozda,
zadovoljavanjem dodatnih kinematickih ogranicenja.

18 Matematickim rjeénikom, ta je povezanost relacija incidencije: za stap i ¢vor u koji je on prikljucen
kaze se da su incidentni.
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5.3. Ravnoteza slobodnoga ¢vora @

Osnovu postupka nalazenja oblika prednapetih konstrukcija od uzadi ¢ine jednadzbe
ravnoteze slobodnih ¢vorova na koje djeluju samo sile prednapinjanja u priklju¢enim
stapovima.

Za svaki slobodni ¢vor ¢ mozemo napisati tri jednadzbe ravnoteze — jednadzbe rav-
noteze projekcija sila u priklju¢enim Stapovima na tri koordinatne osi:

ZjeM Stigy €ij'0 =0, ZjeM_ Stigy €157 =0, ZjeM_ Spigy €ijk = 0. (199)

Skalar Sy; ;1 vrijednost je sile u Stapu {i, j}; za vlacnu je silu Sy ;; > 0, dok je za tlacnu
silu Sy ;3 < 0. Vektor €;; jedinicni je vektor na osi Stapa {4, j}, orijentiran od ¢vora i
prema cvoru j:
. T;— X i 2 — 2 —
g = 4T W ST A (200)
biigy by biigy
gdje je

gy = \/(%’ —zi)® + (y; — ) + (2 — z)° (201)
duljina stapa {1, j}.
Uvrstimo li (200) u (199), dobit ¢emo

Si ] ! L = 07
ZjeM’ B
Yj — Yi
ZjeNi Sti) 2{, ; = 0, (202)
/L?]

Sya 22— =0
Zje”l‘ O )

za 1 € N, a po uvrstavanju izraza za g ;; u te jednadzbe,

Z Ty — T -0
JEN; Sti) V(2 + (Y —yi)? + (25 — 2)? ’
Yi —Yi
i = 0, 203
Z]e/\f {J}\/ + (g — ) + (25 — 2)? (203)
Z Zj— % — 0
JEN; Stis) V(g — )2+ (g —yi)? + (2 — )2 ’

ocitim postaje da je rije¢ o sustavu nelinearnih algebarskih jednadzbi; sustav sadrzi 3ng
jednadzbi.

Bilo koji skup koji sadrzi n¢ koordinatnih trojki (z;, vi, 2i), @ € N, 1 ny, vrijednosti
sila Sy; jy, {1, j} € B, a zadovoljava jednadzbe (202), tvori ravnoteznu konfiguraciju.

Jednadzbe sustava (202) ne sadrze funkcije ili koeficijente kojima je izrazena konsti-
tucijska veza produljenja kabela i vrijednosti sila u njima, tako da je ravnotezna konfi-
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guracija mreze neovisna o modulima elasti¢nosti kabela i plostinama njihovih popreé¢nih
presjeka.!? Problem je nalazenja oblika, prema tome, staticki problem, a njegovo je
rjesenje ,,¢isti, nematerijalizirani ravnotezni oblik” [43].

5.4. Minimalne mreze kabela

Ukupna duljina kabela u mrezi dana je funkcijom £ definiranom izrazom
L({zh, Ys 2k bens) = Z{i,j}EB Ui jy- (204)

lako u izraz za ukupnu duljinu uzadi ulaze koordinate svih ¢vorova, koordinate su lezajnih
¢vorova poznate, tako da je £ funkcija koordinata slobodnih ¢évorova, £ : R3" — R,
Izjednacimo li s nulom njezine derivacije po koordinatama slobodnih ¢vorova, dobit ¢emo
sustav 3n; jednadzbi sa 3ns nepoznanica:
OL({wk, Yb, 2k brent) _ 0 OL({wr, Yo, 2k bhent) _ 0 L({Tr, Yk, 2k tren:)
&xi ’ 8yz ’ 52’1

za 1 € Ni. Rjesenje tog sustava koordinate su slobodnih évorova za koje funkcija £
poprima minimum.

=0

Kako su
5] R A R T | R N N |
O Ciigy O
oly; - D — Olg; 5
ij} _ Y%i—Y i S 0 ga k1,
dy; Ciig) Y
{7]} — < Z] 1 M :Oza k#ly,])
0z iy 02
bit ¢e
LTk, Yk, 2k tken;) _ 2 Li— %5 _ _Z .
ox; JeN: g4 JeNi é{w} ’
L{zr, Yy, 2u}wens) _ D Yi—Y _ -3
oY JEN L) JN: é{”} ’
L({zk, Yo, 2utrens) _ 2 i A _Z
0z JENi Ly 5y JEN: E{w}

Ako je S konstanta, onda je

0 (S S({wk, Yn» 2t kens)) _ g OL{ ks Yk, 2k tken;) Ee
(}LEZ' (71‘1 v

19" Jedan od prvih racunalnih postupaka nalazenja oblika prednapetih konstrukcija od uzadi progirenje je
geometrijski nelinearnoga proracuna prostornih resetaka metodom pomaka: probna se konfiguracija pod
neuravnotezenim prednaponskim silama progiba (veliki pomaci uz male deformacije) i tako postupno
pribliza ravnoteznoj konfiguraciji [5]. Pritom je, medutim, tesko kontrolirati pomake i sile, tako da se u
nekim dijelovima kabela mogu pojaviti i tla¢ne sile. Uz to, kako je rije¢ o inacici metode pomaka, treba
pretpostaviti konstitucijsku vezu pomaka i sila iako ta veza ne mora odgovarati stvarnom materijalu.
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a kako je za S # 0
OL({Tks Yk, 2kt ke n;) _0 — OL{Zks Yk, 2kt ken;) _ o,

poloZzaj minimuma (tocka u prostoru R3") ne mijenja se mnoZenjem funkcije £ kons-
tantom S; mijenja se samo njegova vrijednost (tocka u prostoru R*“ ! putuje po oko-
mici na (pot)prostor R3). Prema tome, ako su vrijednosti sila u svim Stapovima {7, j}
medusobno jednake, Sy ;3 = S za sve {i,j} € B, sustav (202) mozemo interpretirati kao
iskaz uvjeta minimuma ukupne duljine uzadi: koordinate slobodnih ¢vorova, dobivene
kao rjesenje sustava, daju oblik mreze zadane topologije za koji je zbroj duljina kabela
manji od zbroja duljina kabela u bilo kojem drugom obliku koji mreza moze poprimiti.
Takav oblik mreze nazivamo minimalnom ili geodetskom mreZom kabeld; on, pokazali
smo, formalno—matematicki ne ovisi o vrijednosti sile S, ali za fizicki ostvarivo rjesenje
sila mora biti vlacna, S > 0.

Slike 112.a. i b. prikazuju minimalne mreze nad tlocrtnim podrucjem [0,1]%. Svi su
rubni ¢vorovi lezajni, a njihove koordinate zadovoljavaju jednadzbu z = %xy. Kabeli
mreze na slici a. izvodnice su hiperbolickoga paraboloida. Minimalne mreze prikazane na
slikama 112.c. i d. razapete su nad tlocrtnim podruc¢jem [—1,1]% a koordinate njihovih
rubnih évorova zadovoljavaju jednadzbu z = In (cos xz/cosy).

Slika 112.

Da bi mreza mogla doc¢i u minimalnu konfiguraciju, ne smije se tijekom prednapinjanja
sprijeciti klizanje kabela jednih po drugima (slika 113.). Sprijeci li se klizanje, prenosit
¢e se s kabela na kabel i tangencijalne komponente sila, pa uzduz kabela, u odsjeccima
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Slika 113.

izmedu dodirnih tocaka, vrijednosti sila nece biti medusobno jednake. Tek nakon po-
stizanja konac¢noga oblika kabeli se u tockama u kojima se krizaju medusobno povezuju
kako bi se povecala krutost mreze i onemogucilo daljnje klizanje kabela nakon nanosenja
opterecenja. Nekoliko je vrsta spojeva kabela prikazano na slici 114. (Da se izbjegne
potreba za kabelima velikih promjera poprecnih presjeka, mreze veé¢ih raspona cesto se
izvode s po dva usporedna tanja kabela, slike 114.c. i d. i 109. desno.)

Slika 114.
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5.5. Steinerov problem (¢in 1.)

Najjednostavniju prednapetu prostornu mrezu ¢ine dva ukrizena kabela, ¢etiri spoja
s podlogom kojih ne leze u jednoj ravnini (slika 115.). Njezin proracunski model sadrzi
jedan slobodan ¢vor koji je cetirima Stapovima spojen sa cetiri lezajna ¢vora. Zada li
se vrijednost sila u kabelima, problem nalazenja oblika ima tri nepoznanice — prostorne
koordinate slobodnoga ¢vora.

Slika 115.

Leze 1i sva cetiri spoja kabela s podlogom u istoj ravnini, i slobodni ¢e ¢vor biti u
istoj ravnini: izade li iz nje, vlacne sile u stapovima, koje na nj djeluju, imat ¢e i kompo-
nentu okomitu na tu ravninu i orijentiranu prema njoj, pa ¢e i njihova— neuravnotezena
i neuravnoteziva— rezultanta imati takvu komponentu i povuéi ¢vor nazad u ravninu
(slika 116.a.). Ocito je takoder da ¢e se uz to oba uzeta u toj ravnini izravnati— ako su
vrijednosti sila u oba Stapa svakog uzeta jednake, onda je cetverokut koji te sile zatvaraju
paralelogram, pa Stapovi oba uzeta leze na pravcima (slika 116.b.). Buduéi da je zbroj
duljina spojnica toc¢aka u ravnini s tockom izvan nje ve¢i od zbroja duljina njihovih spoj-
nica s ortogonalnom projekcijom te tocke na njihovu ravninu, zakljucak da je slobodni
¢vor u ravnini lezajnih slijedi i iz zahtjeva za najmanjom moguc¢om ukupnom duljinom
uzadi (nesto je teze pokazati da Stapovi kabela moraju lezati na pravcima).

fﬁkm\“\

Slika 116.
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Odreknemo li se prostornosti, slobodan ¢vor mozemo za podlogu vezati i trima Stapo-
vima. Kako je ravnoteza triju sila nemoguéa ako one ne leZe u istoj ravnini,?’ slobodni ée
¢vor i u ovom slucaju biti u ravnini triju lezajnih. Sa stajalista pak minimizacije ukupne
duljine Stapova taj se zakljucak moze izvesti na isti nac¢in kao i u prethodnom slucaju, za
cetiri lezajna ¢vora.

Steinerov problem?! klasi¢ni je problem wvarijacijskoga racuna: treba naéi sustav
pravcastih odsjecaka koji medusobno povezuju tocke A, B i C, a ukupna im je duljina
najmanja?? U iskazu problema ne spominje se ni uzad ni ¢vorovi ni §tapovi pa ni tocka
koja odgovara slobodnom ¢voru, ali se u njemu moze prepoznati apstraktna formulacija
najjednostavnijega zamislivog problema nalazenja oblika.

Ako su svi kutovi trokuta s vrhovima A, B i C manji od 120° onda je jedinstvena
tocka F, nazvana Fermatovom tockom, za koju je zbroj duljina odsjecaka {F,A}, {F,B} i
{F, C} najmanji mogu¢, tocka unutar trokuta za koju vrijedi ZAFB = ZBFC = ZCFA = 120°
(slika 117.a.). Geometrijski dokaz valjanosti rjesenja, poprilicno opsezan, dan je u [34].
Predlozit ¢emo umjesto toga jednostavan i sazet staticki dokaz:

Neka su {F,A}, {F,B} i {F,C} napete niti i neka su vrijednosti sila u sve tri niti
medusobno jednake, Siga = Siggy = Sircy = S; ravnotezni je trokut sila tada jednakos-
tranican; u jednakostranicnu trokutu kutovi imaju 60° a njihovi pak sukuti 120°; sve su
tri sile vlacne, pa njihovi vektori (dogovorno) ,izlaze” iz njihova hvatista (slika 117.b.);
QED. Drugim rije¢ima, u Fermatovoj je tocki minimum funkcije & definirane izrazom

Qf(x,y) = SE{EA} + SK{F’B} + Sf{ﬁc} = S(K{EA} + g{F,B} + E{F,C}) = Sﬂ(l’,y). (0)

Slika 117.

20 To vrijedi za bilo koje tri sile u tri stapa prikljuéena u évor, vlaéne ili tlaéne ili vlaéne i tlacne. Za
razliku od toga, Cetiri sile u Stapovima koji ¢vor povezuju sa ¢vorovima u jednoj ravnini ne moraju, da
bi bile ravnotezi, lezati u toj ravnini, no tada ce sile u nekima od njih biti vla¢ne, a u nekima tlac¢ne.

21 Problem nosi ime Jacoba Steinera (1796.-1863.), iako ga je veé ranije, 1646. godine, postavio Pierre
de Fermat (1601.—1665.), a pretpostavlja se da ga je iste te godine rijesio, dijelom, Evangelista Torricelli
(1608.—1647.) [34].

22 U opéem slucaju broj tocaka koje treba povezati nije ogranic¢en na tri.
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Postoji i eksperimentalna potvrda nasega dokaza koju je, eksperimentalno utvrdujuci
valjanost stavka o paralelogramu sila, stotinjak godina prije Steinerova rodenja proveo
Pierre Varignon (1654.—1722.) [44]. Varignon je zamislio mehanizam s horizontalno po-
stavljenim krugom na ¢ijem je obodu oznacena podjela u stupnjeve i u ¢ijem je sredistu
vertikalna igla. Tri u jednom ¢voru spojene niti, na slobodnim krajevima opterecene
utezima, prebacene su preko kotaci¢a koji se mogu postaviti u bilo koje tocke na obodu
kruga (slika 118.). Ako su utezi jednakih tezina i ako se kotaci¢i postave u tocke s
oznakama 0, 120 i 240, ¢vor u kojem su niti spojene doc¢i ¢e u tocku iznad sredisnje
igle. Varignonov mehanizam odgovara i na pitanje (ako se netko zapitao) kako ostvariti
klizanje uzadi u ¢voru u kojemu se sastaju tri uzeta: u posebnom slucaju ,mreze”, u
kojem ni jedan Stap nije na oba kraja priklju¢en u slobodne évorove (u biti, ,mreze”
samo s jednim slobodnim ¢vorom), dovoljno je omoguéiti klizanje u lezajevima.

Slika 118. Varignonov eksperimentalni dokaz stavka o paralelogramu sila (iz [44])

Spomenut ¢emo usput da se po tri kuta od 120° cesto pojavljuju u rjeSenjima mini-
mizacijskih problema ,u prirodi” (primjerice, slika 119.).

Slika 119.
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Geometrijski i staticki dokaz potvrduju postojanje i jedinstvenost Fermatove tocke te utvr-
duju odredbeni meduodnos njezinih spojnica s tockama A, B i C (kutovi od 120° stupnjeva), ali
ne govore nista o postupku njezina nalazenja. Jedna od geometrijskih konstrukcija Fermatove
tocke temelji se na stavku — poopéenju Talesova poucka— da su svi obodni kutovi kruznice nad
istom tetivom, s jedne njezine strane, medusobno jednaki i da je zbroj dvaju obodnih kutova
s razlicitih strana tetive 180° Konstruiramo li nad odsje¢cima {A, C} i {B, C} kruznice obodni
kutovi kojih su 120° na onim stranama tih odsjecaka na kojima leze tocke B i A, sjeéi e se
te kruznice osim u tocki C i u Fermatovoj tocki F. Buduéi da sa suprotnih strana odsjecaka
njihovi obodni kutovi imaju 60° te je kruznice lako konstruirati: nad odsjec¢cima {A, C} i {C, B}
konstruirat ¢emo jednakostraniéne trokute AACB i ACBA s vrhovima B i A na suprotnim
stranama od onih na kojima obodni kutovi moraju imati 120° (na stranama suprotnima od
tocaka B i A); trazene su kruznice kruznice kroz vrhove tih trokuta (slika 120.). Moze se
pokazati da ¢e kroz tocku F proéi i trec¢a kruznica, opisana jednakostrani¢cnom trokutu nad
odsjeckom {A,B} s vrthom C na strani suprotnoj od tocke C.?

Slika 120.

Ako jedan od kutova trokuta AABC, recimo, kut u vrhu C, ima 120° ili viSe, onda je
trazena najkrada poveznica tocaka A,B i C sastavljena od odsjecaka {A,C} i {C,B}.2* Ta
moguénost, interpretirana u kontekstu nalazenja oblika mreze, pokazuje da katkada rjesenje,
iako s matematickoga stajalista korektno, ne mora biti i konstrukcijski smisleno.

Konstruiramo li, medutim, na isti na¢in kao u prvom sluc¢aju, kruznice s tetivama {A, C} i
{C, B}, sjedi ée se sada oni njihovi lukovi koji su na istim stranama tih tetiva kao i trokuti AACB
i ACBA, dakle, na stranama na kojima obodni kutovi imaju 60° (slika 121.a.); dobiveno ¢emo
sjeciste oznaciti sa G. Sada ¢e, prema tome, kutovi izmedu spojnica {A, G} i {C, G} i izmedu
spojnica {C,G} i {B, G} imati 60° dok ¢e kut izmedu spojnica {A,G} i {B,G} imati 120° U
statickoj je interpretaciji tocka G ¢vor u kojem se sastaju stapovi {G, A}, {G,B} i {G, C} u kojima
su sile jednakih intenziteta, ali su sile Syg o} 1 S(g gy Vlacne, dok je sila S¢g ¢y tlacna (slika 121.b.)
ili obratno (slika 121.c.); ravnotezni trokut sila i sada je jednakostrani¢an, ali vektori tlacnih
sila ,,ulaze” u njihovo hvatiste. Opisana konstrukcija, naravno, ne rjeSava problem nalazenja
oblika mreze uzadi, jer ne minimizira funkciju danu izrazom (4) nego

E(zG,y6) = Slcay + Sty — Slacy

gdje je S intenzitet sila u Stapovima, S = [Sig ay| = |S(6,8} = |5(6,c}-

23 Spomenut ¢emo jos da je Fermatova tocka takoder i (jedinstveno) sjeciste spojnica AA, BB i CC [34],
no valjanost te, iako mozda jednostavnije, konstrukcije nije tako ocita.
24 Taj je slucaj Steinerova problema uocen i rijesen tek 1834. godine [34].
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Slika 121.

Kao primjer Steinerova problema, neka su zadane tocke A(0,0), B(5,0) i C(1,425;5).
Kutovi trokuta AABC manji su od 120° pa postoji Fermatova tocka F unutar njega (to
je trokut prikazan na slikama 117. 1 120.). U tocki F je slobodni, dok su u tockama A, B
i C lezajni ¢vorovi. Buduéi da je problem ravninski, tocke smo smjestili u ravninu (zy),
pa ¢e nepoznanice biti dvije ravninske koordinate tocke F.

Ukupna je duljina nit1, kao funkcija koordinata (z,y) ¢vora F u kojem su medusobno
spojene,

£ (x,y) = A/x2 + 2 + /(r =52 + y?2 + \/(x— 1,425)2 + (y — 5)2. (%)

Graf funkcije £ je ploha T'g¢; na slici 122. prikazan je isjecak? nad podru¢jem [—1, 6]
Ploha I'¢ je konveksna?®, pa ima najnizu tocku, a funkcija £ jedinstveni globalni minimum.

U najnizoj je tocki plohe I'e njezina dirna ravnina horizontalna, sto znaci da su par-
cijalne derivacije funkcije £ po koordinatama tocke F, d£/dx i 0£/dy, jednake nuli:

T r—95 x — 1,425
+ + -0,
A2+ y? v (z—=5)% + y? \/(:c— 1,425)2 + (y — 5)?
(&)
Y Yy—95

Y
V2 4+ y? " A (x—5)2 + 32 " £V (x —1,425)2 + (y —5)2

25 Pritom je ishodiSte nacrtanoga koordinatnog sustava pomaknuto u tocku (0,0, £(0,0)).
%6 Funkcija f: Dy — R, gdje je Dy € R", naziva se konveksnom ako je

flax+(1—a)y) < af(x) + (1—a)f(y)

za bilo koje dvije tocke x i y njezine domene Dy i za 0 < o < 1. Geometrijskim rje¢nikom re¢eno, ravna
je spojnica bilo kojih dviju tocaka (sada toéaka u R™*1) njezina grafa iznad njega. I za graf konveksne
funkcije kazemo da je konveksan, pa govorimo o konveksnoj krivulji, konveksnoj plohi ili konveksnoj
hiperplohi.
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Slika 122.

5.6. Don Quijote, Sancho Panza, vjetrenjace i Newton—Raphso-
nov postupak (meduigra)

Sustav (#) sadrzi dvije nelinearne jednadzbe s nepoznanicama z i y, koordinatama
trazene tocke F. Mali se broj nelinearnih jednadzbi i sustava nelinearnih jednadzbi
moze rijesiti analiticki, u ,zatvorenom” obliku. Nelinearne jednadzbe i nelinearni sus-
tavi rjesavaju se stoga numerickim postupcima, postupnim pribliZavanjem u nizu sve
tocnijih, ali ipak uvijek tek pribliznih rjesenja. Rijec je o iteracijskim postupcima u Ko-
jima se niz operacija ponavlja do zadovoljenja odabranoga kriterija. Jedno izvodenje niza
operacija naziva se korakom. ,Ulazne” vrijednosti u operacije nekog koraka ovise o rezul-
tatima operacija prethodnoga koraka; za zapocinjanje provodenja postupka treba stoga
pretpostaviti ulazne vrijednosti operacija prvoga koraka.

Inac¢icu problema najkrace spojnice samo s jednom jednadzbom s jednom nepoznani-
com nazvat ¢emo ,problemom vjetrenjaca”:

Don Quijote i Sancho Panza Zele napasti divove prerusene u vjetrenjace, ali prije toga
moraju na rijeci napojiti konja i magarca (slika 123. lijevo). U kojoj tocki trebaju doé¢i na
obalu rijeke da bi ukupni prijedeni put, do rijeke pa potom do vjetrenjaca, bio najkraci?

Slika 123.27

2T Crtezi Dona Quijotea, Sancha Panze i vjetrenjaca posudeni su s omotnice albuma Windmill Tilter
Kena Wheelera i Orkestra Johna Dankwortha iz 1969. godine.
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Na najjednostavniji ¢emo nacin problem izraziti jednadzbom s jednom nepoznanicom ako
obalu rijeke ideliziramo pravcem polozenim tako da se poklapa s osi x —nepoznanica je
tada apscisa tocke pristupa obali (slika 123. desno). Pokusajte problem rijesiti geome-
trijskim postupkom!

Ako su (x4,yq) koordinate tocke u kojoj su Don Quijote i Sancho Panza, (xy,yy)
koordinate tocke u kojoj su vjetrenjace, a x apscisa tocke pristupa obali, onda je ukupna
duljina puta dana funkcijom

L \/(:E—:L‘d)Q +y§ + \/(ZE—ZL‘V)Q +y3.

Graf I'y funkcije .2, za (zq,y4) = (—1,4) i (zy,yy) = (5,1), nacrtan je crvenom bojom
na slici 124.; funkcija je konveksna, pa postoji jedinstvena tocka x;, u kojoj poprima
najmanju vrijednost. U tocki (xmin,af (a:min)) tangenta je na krivulju I'¢ horizontalna,
pa tocku x,,;, mozemo naci kao rjesenje jednadzbe

L'(x) = 0. (205)
Na slici 124. graf funkcije
PN r+1 N r—5 (%)
(x+1)2 + 16 (x—5)2 +1

nacrtan je plavom bojom; tocka u kojoj taj graf sijece os x nul-tocka je funkcije £’ pa
je na ordinali koja kroz nju prolazi najniza tocka grafa funkcije .Z.

15.0 =4

0+

\

: . [ 47 P A
:['tl.'.ail.:' '!Il'rll.lil.-'l.'l

0.0

1 : 1
F__ll{]_,,._in"‘/ |70 40 60 S0 100

Slika 124.
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Nul-tocku funkcije f = £’ naéi ¢emo primjenom Newton-Raphsonova postupka [7,
37]. U svakom koraku tog iteracijskog postupka funkciju f aproksimiramo jednostavnom
funkcijom ¢iju je nul-tocku lako naé¢i— linearnom funkcijom

f:axw— av+b, (206)

graf koje je pravac?® Pravac koji najbolje prianja uz glatku krivulju u okolisu neke

njezine tocke njezina je tangenta u toj tocki, pa je funkcija trazenoga oblika, koja najbolje
aproksimira funkciju f u okolisu tocke ¥, funkcija

&z f’(m(k)) r + f(x(k)) - f’(x(k)) z®; (207)

Znamo, naime, da je koeficijent smjera tangente na graf funkcije f jednak vrijednosti
derivacije te funkcije u apscisi diralista, a = f’ (x(k)). Tangenta uz to mora proéi di-
raliStem (:c(’“), f(x(k))), tako da je az® + b= f(:c(’“)), ¢ime je odreden i odsjecak b na
ordinatnoj osi.

Odredbeni izraz za funkciju f*) mozemo pisati i kao
O a o f(2®) (2 —2®) + f(=®). (208)

Uocite da je f® funkcija varijable z, dok je 2*) odabrana ili zadana tocka u kojoj apro-
ksimiramo funkciju f.

Ako se u nekom okolisu svoje nul-tocke xy funkcija f ponasa ,pristojno”, kao, primje-
rice, na slici 125.a., i ako je tocka z®) u tom okolisu, onda ¢e nul-tocka funkcije f*),

20— g 1) (200)

koju, naravno, nalazimo kao rjesenje linearne jednadzbe f®*) () = 0, lezati tocki xg
blize od tocke 2*). No, kako se graf funkcije f, udaljavajuéi se od diralista, udaljava i od
tangente, iék) ipak nece biti .

Aproksimiramo li sada funkciju f u okolisu tocke 1) = io(k) novom funkcijom f#+1)

i nademo li njezinu nul-tocku iékﬂ), jos éemo se vise pribliziti tocki xq (slika 125.b.). Opi-

sani postupak mozemo ponavljati sve dok ne dodemo ,,dovoljno blizu” te tocke (slika 126.).
Pitanje je, naravno, sto znaci ,,dovoljno blizu”? Tocka xq najéesée — osim u rijetkim ,,skol-
skim” primjerima poput nasega?’— nije poznata, pa ne moZzemo izracunati udaljenosti
‘xo — x(k)‘, ‘3:0 — x(k“)‘, ... No, ako je (™ dovoljno blizu =g, ™ = x,, za neprekinutu
je funkciju f onda f(x(")) ~ 0, jer je f(zo) = 0. Odabrat ¢emo stoga tocnost 7, 7 > 0, i
prekinuti iteracijski proracun nakon koraka n u kojem je ! f (a:(”))‘ <7 te uzeti 2™ kao
dovoljno toc¢no priblizno rjesenje.

28 Strogo govoredi, buduéi da su odredbena svojstva linearnosti
flet+y) = fl@) + fly) 1 flax) = af(z),

samo je z +— ax linearna funkcija, dok se funkcija x — ax + b naziva afinom. No, kako su grafovi obje
funkcije pravei (linearne pravac koji prolazi ishodistem, a afine tom pravcu usporedan pravac pomaknut
za b ,prema gore” ako je b > 0 ili ,prema dolje” ako je b < 0) i kako se funkcije grafovi kojih su krivulje
nazivaju nelinearnima, afina se funkcija obi¢no takoder naziva linearnom, pa se i aproksimacija neke
funkcije afinom funkcijom naziva linearnom aproksimacijom.

29 Funkcija () pripada malom broju funkcija nul-tocke kojih se mogu naéi analiticki: x¢ = 19/5 = 3,8.
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ok — I A I
3.79998 3.79999 .8 3.80001 3.80002

2e-6

-6e-6 -

Slika 126.

U tablici 2. prikazana je povijest nalazenja nul-tocke funkcije (k) s toénoséu 7 =
1-10"% i pocetnom aproksimacijom z(°) = 5,0. Pritom smo to¢nost ispisa ,realnih”
brojeva ogranicili na 6 znac¢ajnih znamenaka.

Tablica 2.
k k) f(m(k))
0 5,0 0,832 050
1 4,202 00 0,168 996
2 3,885 62 0,0294800
3 3,804 07 0,001 33673
4 3,80001 3,00171-10°¢
5) 3,800 00 1,52004 - 10~

Ako funkcija ,,nije pristojna” ili ako smo potragu zapoceli predaleko, moze se dogo-
diti da postupak ne konvergira ili da se rjesenju neé¢emo pribliziti u prihvatljivom broju
koraka—ne mozemo, nazalost, napraviti nebrojeno mnogo koraka.
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Primjerice, tablica 3. prikazuje povijest pokusaja nalazenja nul-tocke funkcije (k) s
pocetnom aproksimacijom z(®) = 7,0. Uzastopne se vrijednosti z(*) neograni¢eno udalja-
vaju od ishodista, naizmjence ulijevo i udesno. Naime, pravci y = —2 i y = 2 horizon-
talne su asimptote grafa funkcije f = %’ (za * - —00 1 z — o0), pa se udaljavanjem
nagibi te krivulje, a time i nagibi njezinih tangenata (vrijednosti funkcije f’), smanjuju
(slika 127.), tako da tangente os X sijeku sve dalje i dalje3°

Tablica 3.
k (k) f(w(k)) f’(x(k))
0 7,0 1,788 85 0,111803
1 —9,000 00 —1,891 89 0,0227223
2 74,2610 1,998 49 0,000040 3830
3 —49414,1 —2,000 00 1,40901 - 10713
4 1,41943-10'3 2,000 00 0,000 00
5 —00 neodredeno neodredeno

Slika 127.

Pocetnu aproksimaciju ne bi trebalo odabrati slu¢ajno. Cesto ¢emo, ako poznajemo i
razumijemo geometrijski ili fizicki izvor jednadzbe koju rjeSsavamo, moci odabrati povoljnu
vrijednost koja ¢e razmjerno brzo dovesti do rjesenja. U nasem je primjeru oc¢ito da je
apscisa tocke u kojoj ¢e Don Quijote i Sancho Panza pristupiti obali izmedu apscise tocke
u kojoj se nalaze i apscise tocke u kojoj su vjetrenjace (slika 123. desno), pa za pocetnu
aproksimaciju mozemo uzeti z(¥) € [zq, 2,] = [~1,5].

30" Prema tablici, f’(x(4)) = 0. Zaista je tek lim, o f'(x) = 0, a dobiveni je— pogresni— rezultat
posljedica konacne rac¢unalne aritmetike pri standardnom zapisu ,realnih” brojeva s pomi¢nim zarezom
(engl. floating point), koji sadrzi samo 16, a ne neizbrojivo mnogo znacajnih dekadskih znamenaka.

Tako su lim, o f(x) = —2 i lim,_ f/(z) = 0, u posljednjem su retku tablice vrijednosti
neodredene zato $to se u neposrednom izracunavanju izraza kojima su te funkcije zadane pojavljuju
neodredeni izrazi co/oc.
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5.7. Steinerov problem (¢in 2.)

Parcijalne derivacije funkcije £ oznacit éemo sa fi i fo, fi = 0L/dx i fo = 0£/0y.
Te su funkcije odredene izrazima

Aley) = 2 28 e
1\r,y) = \/m \/(x_ 5)2 + 12 \/(x— 17425)2 + (y— 5)2’
fz(l‘,y) = \/m + \/(1: — 5)2 + yg + \/(ZE _ 17425)2 + (y — 5)2

Rije¢ je o skalarnim funkcijama dviju skalarnih varijabli, pa su njihovi grafovi plohe
(slika 128.: lijevo fi, desno fs).

Slika 128.

Te plohe sijeku ravninu (xy) u dvije krivulje (slika 129.). Nul-tocke funkcije f; —
tocke koje zadovoljavaju prvu jednadzbu sustava (#)—leze na jednoj, a nul-tocke funk-

Slika 129.
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cije fo—one koje zadovoljavaju drugu jednadzbu-—na drugoj krivulji. Sjeciste tih kri-
vulja zajednicka je nul-tocka obiju funkcija i, time, trazeno rjesenje sustava (#).
Funkcije fi i fo imaju istu domenu, Dy, = Dj, = R*\{A,B,C} (razlog iskljucivanja
tocaka A,B i C objasnit ¢emo uskoro). Uzet ¢emo da su te dvije funkcije skalarne kom-
ponente vektorske funkcije f: Dy — R? pri ¢emu je D = Dy, = Dy,; vektorska funkcija

f=1[fi fo]' = [0L/0x oL/oy]"

naziva se gradijentom skalarne funkcije £. Skalarnu ili vektorsku funkciju f dviju skalarnih
varijabli x, ¥y moZemo smatrati i funkcijom jedne vektorske varijable x = [z y|T te
zloupotrijebivsi neznatno nacin zapisa pisati f(z,y) = §([z y]T) = f(x). RjeSenje je
sustava (&), prema tome, nul-tocka vektorske funkcije vektorske varijable: tocka x € Dy
za koju je f(x) = 0.

Po analogiji s postupkom opisanim u prethodnom odjeljku, funkcije f; i fo aprok-
simirat ¢emo u okolisu odabranih to¢aka linearnim (to¢nije: afinim) funkcijama f, i fo.
Grafovi su linearnih (i afinih) funkcija dviju varijabli ravnine, a ravnine, koja uz plohe
najbolje prianjaju, njihove su dirne ravnine (slika 130.: lijevo f;, desno fs).

Slika 130.

Dirne ravnine ploha I'y, iI', u tockama (a;““? y*) i (a:(k2 y(k))) i (a:““? y*) fo (x(’“E y(k)))
grafovi su funkcija

O () e % (2®) y®) (2 — 2®) + %_Zl(xwg ) (y— y®) + fi(a® y®),

RO o) = ) (o) + S0y (=) + (a8 y).

.. . Fk . . . Co
Odredbeni izraz funkcije f2( ) mozemo izvesti na sljedec¢i nacin:

Dirnu ravninu plohe I's, u tocki (m(k) yk) f2( (k) 4k ))) odredit ¢emo kao ravninu razapetu
dvama pogodno odabranim pravcima koji prolaze tim diraliStem. Prvi ¢e pravac biti tangenta
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na krivulju koja nastaje presijecanjem plohe ravninom y = y*) usporednom s ravninom (xz),
a drugi tangenta na presjecnu krivulju u ravnini = = (%) usporednoj s ravninom (yz); naravno,

ti su pravci ujedno i tangente plohe. Nagibi su tih tangenata u odnosu na horizontalnu ravninu

0

ﬁ (x(k), (k)) i 872 ($(k2 y(k)), pa su vektori usporedni s tangentama
Z Y

N N af2 k AN . — — an k k) 7.
vlzz—i-%(:v(Zy())k i v2=j+@(x(2y())k.

Ako su d i 7 radijus—vektori diralista i neke druge tocke,
d=z®7 4407 4 f2($(k2 y(k))E i T =27 +y7 + 2k,

onda je vektor 7 — d usporedan sa spojnicom tih dviju tocaka. Tocka odredena radijus—
vektorom 7 lezat ¢e u dirnoj ravnini ako su vektori vy, v i 7 — d komplanarni. Iz uvjeta
komplanarnosti triju vektora,

(1 x v9) - (F —d) = 0,
neposredno slijedi, uz z = f2(k) (z, y), navedeni izraz kojim je odredena funkcija fQ(k).

Na isti se nac¢in izvodi i odredbeni izraz funkcije fl(k).

Odredbene izraze funkcija fl(k) i fz(k) mozemo povezati u jedan matricéni izraz

oh oh

AR M P (el I 1

or oy
ili, sazeto,
P9 S (o x®) () (210)
matrica
ofi oh
af  [of of] | dx dy
&_l% a_y]_ ofs ofs |
or oy

koja sadrzi sve prve parcijalne derivacije vektorske funkcije, naziva se Jacobijevom ma-
tricom te funkcije3!
Dirne ravnine sijeku ravninu (zy) u dva pravca (slika 131.) sjeciste kojih je nul-

tocka iék) funkcije f*) Koordinate te tocke rjesenje su sustava linearnih jednadzbi®?

df
dx
31 Bududi da je f gradijent funkcije £, komponente matrice df /dx druge su parcijalne derivacije te funk-

cije. Matrica koja sadrzi sve druge parcijalne derivacije skalarne funkcije naziva se njezinom Hesseovom
matricom.

(x(k)) (x - x(k)] + f(x(k)) = 0. (211)

32 Formalno je, po analogiji s izrazom (11),

. df !
R0 _ () _ [dx(xw))] F(x®),

ali nikada nije—ni s gledista u¢inkovitosti, ni s gledista to¢nosti — uputno sustav rjesavati invertiranjem
matrice. Sustav treba rijesiti nekim direktnim (Gaussovom eliminacijom, primjerice) ili iteracijskim
postupkom.
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Slika 131.

Nul-tocka iék) funkcije £ aproksimacija je nul-tocke xy funkcije f. Sljedeca i—
treba se nadati— bolja aproksimacija bit ¢e nul-tocka funkcije f(kﬂ), odnosno, rjesenje

linearnoga sustava

g(x(k+1)) [x—x(’”l)) i f(x(k+1)) -0,

gdje je x*+1) — )_((()k).

Primjerice, povijest rjeSavanja sustava (&), s tocnoséu H f(x*)) ”OO < 1-107% i pocetnom
aproksimacijom x(® = [2,0 2,0]%, dana je u tablici 4.; |v|. po apsolutnoj je vrijednosti
najveca komponenta vektora v, ||v||o = max ({|v;|}7,).

Tablica 4.
k x(®) [F(x®)] .
0 [2,0 2,O]T 0,279 684
1 [1,905 36 1,267 67]T 0,058836 1
2 [1,839 83 1,364 79]T 0,001 51527
3 [1,843 51 1,367 74]T 1,745 56 - 1076

Uzmemo li da je tocka dobivena u posljednjem koraku Fermatova tocka, duljine spoj-
nica te tocke s tockama A, Bi Csu fpay = 2,29548, (g = 3,44008 i l(gcy = 3,656 29, a
njihov je zbroj £ = 9,391 85. To je duljina sustava najkracih spojnica; usporedbe radi,
zbroj je duljina spojnica tocaka A, B i C s tockom (1,1) 9,55983, dok je zbroj duljina
njihovih spojnica s tockom (2,2) 9,488 59.

Kao sto smo vec¢ pri rjesavanju problema s kojim se suocio Don Quijote pokazali,
Newton-Raphsonov je postupak osjetljiv na izbor pocetne aproksimacije rjesenja. Na
slici 132. svaka je tocka odabranih podrucja ravnine (zy) obojena bojom koja odgovara
broju koraka uradenih pri rjesavanju sustava (#), ako je potraga zapocela u njoj. Na prvoj
je slici podrucje kvadrat [—2,5;7,5]4 tako da je obuhvacéen cijeli trokut AABC, dok su na
preostale tri slike podrucja kvadrati velicina 2 x 2, 0,002 x 0,002 i 0,000 002 x 0,000 002
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Slika 132.

sa sredistem u tocki B. Sva cetiri podrucja prekrivena su pravilnim mrezama koje sadrze
201 x 201 tocaka.

Nijanse plave boje—osim najtamnije —oznacavaju brojeve koraka potrebnih za do-
sizanje rjesenja s tocnoséu Hf(x(k)) HOO < 1-107° Od potrage smo odustajali ako rjesenje
do tridesetoga koraka nije nadeno. To znac¢i da ne znamo hoc¢emo li poc¢injuci u tockama
obojenima najtamnijom nijansom plave boje, koja oznacava najveci broj koraka, do¢i do
rjeSenja—mozda vec u sljede¢em koraku—ili ¢emo otputovati u beskraj. Iz tocaka pak
obojenih crvenom bojom do rjesenja se ne moze dodi; nijanse boje oznacavaju brojeve
koraka uradenih prije odlaska u beskraj. Na slici 133. crvenom smo bojom obojili sve
tocke iz kojih nismo dosli do rjesenja.

Budu¢i da znamo da Fermatova tocka lezi u trokutu AABC, za pocetnu je apro-
ksimaciju prirodno uzeti neku tocku u njemu. Ipak, na slici 132.a. mozemo vidjeti da i u
trokutu postoje podrucja polazeéi iz kojih ne mozemo doc¢i do rjesenja ili barem ne znamo
ho¢emo li do rjesenja doc¢i u prihvatljivom broju koraka. Funkcije f; i fo nisu definirane
u tockama A, B i C. U izrazima kojima su zadane (na stranici 169.) u nazivnicima su pri-
brojnika duljine niti, a u brojnicima razlike pojedinih koordinata ¢vorova izmedu kojih
su te niti razapete (brojnik prvoga pribrojnika prvog izraza u stvari je x — 0 = x — xa,
a sli¢no vrijedi i za brojnike prva dva pribrojnika drugog izraza). Ako su vrijednosti koje
poprime varijable x i y jednake koordinatama tocaka A,B ili C, odgovarajuéi pribroj-
nici postaju neodredenim izrazima 0/0. Na slikama 134.a. i b. prikazani su isjecci grafova
funkcija f; i fo u neposrednim okolisima tocaka (mB, ys, f1(zB, yB)) i (xB, UB, fz(xB,yB)).
Funkcije poprimaju razlicite grani¢ne vrijednosti prilazi li se tocki B po razlicitim prav-
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Slika 133.

cima, a sliéno se—nimalo ,,pristojno”— ponasaju i u okolisima toc¢aka A i C (slika 128.).
Funkcije f; i fo prve su parcijalne derivacije funkcije £. U tockama (xA, ya, L(xa, yA)),
(a:B,yB,S(xB,yB)) i (xc,yc,S(xc,yc)) njezin graf I'e (slika 122.) ima Siljke (isjecak u
neposrednom okolisu tocke (mB,yB, £(zg, yB)) prikazan je na slici 134.c.), a to znaci da
u tockama A, B i C njezine derivacije nisu definirane.

Slika 134.

I kao da sve to ve¢ nije dovoljno lose, za provodenje Newton—Raphsonova postupka
potrebne su nam i parcijalne derivacije funkcija f; i fo, a deriviranjem se diskontinuira-
nost i ,neugladenost” funkcija povecavaju (grafovi su prikazani na slici 135.; a.: 0f;/dz,

b.: 0f1/0y, c.: Ofy/0x, d.: Ofs/0y).
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Slika 135.

Neka je f : Dy — R", Dy < R”, funkcija nul-tocku koje trazimo. Skup tocaka
u prostoru R” 2 D¢ (u nasem primjeru u ravnini (ry) = R?), polazeéi iz kojih se u
nekom iteracijskom postupku moze doéi do rjesenja, nazivamo podrucjem konvergencije
tog postupka. Podruc¢ja konvergencije ponajcesée su izrazito nepravilnih oblika i vrlo
fine, upravo filigranske grade, posebno izrazene na njihovim rubovima— neznatan pomak
moze prouzrociti bitno drugacije ponasanje i odluciti izmedu konvergencije i divergencije
22, 23], kao $to smo za nas primjer vidjeli na slikama 132. i 133. Razliciti iteracijski
postupci imaju razli¢ita podrucja konvergencije.

Podrugje konvergencije Newton-Raphsonova postupka moze se pretrazivanjem po prav-
cu povecati tako da prekrije gotovo cijeli prostor [37]. Na slici 136. prikazana su ista
podrucja kao na slikama 132. 1 133., ali boje sada oznacavaju brojeve koraka u rjeSavanju
sustava (#) Newton-Raphsonovim postupkom s pretrazivanjem po pravcu3® Iz tocaka
obojenih bojom koja oznacava najveci broj koraka do rjesenja se najvjerojatnije ne moze
dodi.

33 Neéemo ulaziti u detalje nego éemo tek napomenuti, potpunosti radi, da je primijenjena programska
funkcija newton _krylov(), sadrzana u programskom paketu SciPy [54] koji je (uz mnoge druge) ukljucen
u simbolicki programski paket Sage [59]. Ta je funkcija programska realizacija Newton—Krilovljevih po-
stupaka u kojima se u svakom koraku vanjske, Newton—Raphsonove petlje linearni sustavi (211) rjesavaju
odabranim Krilovljevim iteracijskim postupcima (poput postupka konjugiranih gradijenata (Conjugate
Gradient, CG) ili postupka poopéenoga najmanjeg reziduala (Generalized Minimal RESidual, GMRES))
koji tvore unutarnju petlju [37]. Duljina koraka se u pretrazivanju po pravcu odreduje pomoéu Armijova
pravila [37].
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Slika 136.

5.8. Poopcéene minimalne mreze kabela
5.8.1. Razlicite vrijednosti sila

Lako je vidjeti da za medusobno razlicite vrijednosti S;; sila u stapovima sustav
jednadzbi ravnoteze (202) izrazava uvjete minimuma funkcije € dane izrazom

E({Tr, Yk, 2k bRens) = Z{iyj}egs{m} i gy (212)

Spoje li se u ¢voru dva mimoilazna uzeta prije no sto se izjednace vrijednosti sila
uzduz njih, sile ¢e u prikljuc¢enim stapovima istoga uzeta biti razlic¢ite, pa spoj mora s jed-
noga uzeta na drugo, ,, poprecno”, osim normalne kontaktne sile prenijeti i tangencijalnu.
Kako jedno uze prelazi preko ili ispod drugoga, njihove se osi ne sijeku (sijeku se samo u
nasem proracunskom modelu). Buduéi da se vrijednosti sila u dva u ¢vor prikljucena stapa
jednoga uzeta medusobno razlikuju, Sy; ;; # Syixy, razlikovat ¢e se medusobno i vrijed-
nosti momenata tih sila u odnosu na os poprecnog uzeta: e Sy jy # e Sy (slika 137.a.).
Cvor Ce se zaokrenuti kako bi se smanjio krak sile vec¢e vrijednosti i time uravnotezili
momenti: eg; Spjy = €qry Sk (slika 137.b.). Razlike vrijednosti sila u Stapovima
jednoga uzeta moraju biti Sto manje, tako da i zaokretanje ¢vorova bude maleno.

Napinju li se razliciti kabeli razlic¢itim silama i spoje u ¢vorovima tek kad doklizu u
ravnoteznu konfiguraciju, uzduz pojedinih ¢e kabela vrijednosti sila S; ; biti medusobno
jednake, pa se ¢vorovi nece izobli¢iti. Takve mreze, s razlicitim vrijednostima sila u

176



Slika 137.

razlicitim kabelima, ali nepromjenjivih uzduz kabela, nazvat ¢emo , prirodnim” poopcéenim
minimalnim mrezama kabeld (jer ,[m|reza dolazi u prirodnu ravnoteznu konfiguraciju ako
se za prednapinjanja omoguéi klizanje”, [21]), za razliku od ,apstraktnoga” poopéenja u
kojem su vrijednosti sila S; ; medusobno potpuno neovisne. Treba, medutim, reci da ce se,
nakon povezivanja kabela, vrijednosti sila u stapovima pod promjenjivim opterecenjem
mijenjati u razli¢itim omjerima, pa ni u ,prirodnim” mrezama nece vise biti jednake
uzduz pojedinih kabela. No, te ¢e razlike biti malene u odnosu na vrijednosti prednapon-
skih sila.

Mogucnost zadavanja razlicitih vrijednosti sila u razlicitim kabelima bitno povecava
skup oblika ostvarivih u oblikovanju prednapetih konstrukcija od uzadi. Pritom su vazni
omjeri vrijednosti sila u kabelima, a ne njihove ,apsolutne” vrijednosti: pomnozimo li sve
vrijednosti sila istim koeficijentom s # 0, bit ¢e

LT N R
ZjENi 5 S{ZJ} E{i,j} -7 Ejej\/i S{ZJ} g{i,j} @;tc.’

a znamo da je
sA =0 — A=0 za s # 0.

Ako se sile u drugim kabelima ne mijenjaju, odabrano se uze povec¢anjem sile u njemu
nateze, pa se ukupna duljina Stapova od kojih je sastavljeno smanjuje, pri ¢emu se pros-
torna poligonalna linija koju ti Stapovi tvore izravnava i priblizava pravocrtnoj spojnici
njegovih krajeva. (lako je uze poligonalna linija, a ne krivulja, cesto se kaze da se na-
tezanjem njegova zakrivljenost smanjuje.) Na slici 138.a. prikazana je mreza u kojoj je
vrijednost sile u jednom kabelu [kojem?] 10 puta veca od vrijednosti sila u ostalim kabe-
lima, dok je u mrezi na slici b. vrijednost sile u tom kabelu 50 puta veca. Na slikama c.
i d. te su mreze usporedbe radi ,,preklopljene” preko mreze u kojoj su vrijednosti sila u
svim kabelima jednake (prikazane na slici 112.b.).

5.8.2. Rubni kabeli

Mreze uzadi u primjerima na slikama 112. i 138.a. i b. imaju ,krute” rubove (ravne
ili zakrivljene grede), pa su koordinate svih rubnih ¢évorova poznate. Prednapete kon-
strukcije od uzadi ¢esto se, medutim, izvode s rubnom uzadi (slike 1., 8.1 139.). Ti su
rubni kabeli samo u nekim tockama, obi¢no krajnjima, spojeni s ,krutim” konstrukecij-
skim elementima, tako da su poznate koordinate samo tih, ,lezajnih” ¢vorova. Stoga
nalazenje oblika rubnih kabela postaje dijelom nalazenja oblika cijele mreze. U rubnim
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a. b.

Slika 138.

su kabelima vrijednosti sila znatno vece negoli u unutarnjima. Zbog tih su veé¢ih sila i
promjeri rubnih kabela veci (slika 139.), no, kao Sto smo veé rekli, u fazi nalazenja oblika
plostine poprecnih presjeka ne treba definirati.

Slika 139. Frei Otto: Njemacki paviljon na izlozbi Expo ‘67 u Montrealu
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Medutim, kao sto primjeri na slici 140. pokazuju, moze se dogoditi da po rubnim
kabelima dva ¢vora ili vise njih otklizu u jednu tocku. To ¢ée se dogoditi neovisno o vri-
jednostima sila u rubnim kabelima—ni znatnim povec¢anjem vrijednosti tih sila u odnosu
na vrijednosti sila u prikljucenim kabelima ne mozemo sprijeciti neograni¢eno priblizava-
nje i stapanje ¢vorova. Povecavanjem vrijednosti sila u rubnim kabelima priblizavanje
¢vorova mozemo ,usporiti”, ali netrivijalno, nesingularno ravnotezno stanje ne postoji.

Slika 140.

Slika 141.

Zbog toga ¢emo sprijeciti klizanje u spojevima unutarnjih kabela s rubnim kabelom
(spoj je prikazan na slici 141.) i kinematickim ogranicenjima propisati duljine £; ;) Stapova
na rubnim kabelima: 7

bigy = gy (213)

za {i,7} € B., gdje je B. niz stapova na rubnim kabelima. Opéenitije, B. je niz Stapova
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duljine kojih su zadane — pri zadavanju duljina Stapova ne moramo se ograniciti na rubne
kabele. Broj je kinematickih ogranicenja n..

Na slici 142. prikazane su dvije mreze sa zadanim duljinama Stapova na rubnim ka-
belima. Za razliku od mreza sa slika 112.a. i b., lezajni su samo ugaoni ¢vorovi, a ostali
rubni ¢vorovi leze na rubnim kabelima.

Slika 142.

Kinematicka ¢emo ogranic¢enja u proracun uvesti pomoéu Lagrangeovih multiplikatora [41].
Jednadzbe kinematickih ogranic¢enja piSemo stoga u obliku

Uigy — bagy = 0, (214)

lijeve strane mnozimo novouvedenim varijablama A; ;, nazvanima Lagrangeovim multiplika-
torima, i pribrajamo funkeciji €. Time dobivamo novu funkciju & : R3%+7% — R definiranu
izrazom

€ ({zn ybs 2 eens: M igyes.) = Z{me 5 iy Uiy +Z{i,j}e s My Cgy—lagy)- - (215)

Izjednacavanje njezinih derivacija po koordinatama slobodnih ¢vorova s nulom daje (nakon
mnozenja sa —1) jednadzbe

xj—a:i .
Zje_/\[is{vj} g{ +2J€NC {i,5} e{m} =0,

—Yi

Do Mid) ﬁ{z - =0 (216)

Yi —

s .
2 en Sy % * 2jens Mid) g{ }l =0

za i € Ny, pri ¢emu smo sa NF oznacili podniz niza N; koji sadrzi indekse ,susjeda” évora i s

njim povezanih Stapovima zadane duljine. Izjednac¢avanjem pak s nulom derivacija funkcije &,

po Lagrangeovim multiplikatorima dobivamo jednadzbe kinematickih ograni¢enja (214). Jed-

nadzbe (216) i (214) zajedno ¢ine sustav koji sadrzi 3ns+n. jednadzbisa 3n¢+n. nepoznanica;

sada su, naime, osim koordinata slobodnih ¢vorova, nepoznanice i multiplikatori A; ;.

Medutim, Newton—Raphsonov postupak primijenjen na rjeSavanje tog sustava razocara-
vajuce sporo konvergira. Razlog tomu nije veéi broj jednadzbi i nepoznanica (u primjerima sa
slike 142. dodatnih 12 x 3 koordinata ¢vorova na rubnim kabelima i 16 multiplikatora, odnosno
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dodatnih 36 jednadzbi ravnoteze i 16 jednadzbi kinematickih ogranicenja). Konvergencija je us-
porena ponajprije zato sto, kao Sto ¢emo pokazati u sljede¢em odjeljku, uporaba Lagrangeovih
multiplikatora problem minimizacije pretvara u problem sedlaste tocke.

Jednadzbe (216) mozemo pisati i u obliku
Ti— Ty Tri — X4
2 enine Sid 2{”} + 2sens Stigy + Ai) 2{”} =0 Yl (217)

gdje je N;\ Nf podniz niza N; s indeksima ,susjeda” ¢vora i koji s njim nisu povezani Stapovima

zadane duljine. Izraz pokazuje da su multiplikatori A; ;; dodatne vrijednosti sila, potrebne da se
osiguraju trazene duljine stapova. To znaci da viSe nemamo potpunu kontrolu nad vrijednostima
sila u kabelima — zadane vrijednosti sila u rubnim kabelima promijenit ¢e se za vrijednosti A(; ;
koje nisu poznate prije rjeSavanja sustava. I, budué¢i da smo sprijecili klizanje, vrijednosti sila
u stapovima jednog rubnog kabela neée biti medusobno jednake.

U svim su unutarnjim kabelima mreza prikazanih na slici 142. vrijednosti sila 1. Pocetne su
vrijednosti sila u rubnim kabelima bile 10. Dobivene vrijednosti Ay; j; u rasponu su od —0,524
do 0,309, sto znaci da se kona¢ne vrijednosti sila u Stapovima rubnih kabela kre¢u u rasponu
od 9,476 do 10,309.

5.9. Steinerov problem (varijacija)

Propisat ¢emo sada duljinu niti {C,F}: neka je {(cfy = Z{QF} = 2,625 (u rjesenju je izvor-
noga Steinerova problema (¢ ry & 3,656). Tocka F mora stoga lezati na kruznici polumjera £c ry
sa sreditem u tocki C, tako da sada trazimo tocku (z,y) za koju je (z,y, £(z,y)) najniza tocka
prodorne krivulje plohe I'¢ i uspravnoga valjka ¢ kojemu je ta kruznica osnovica (slika 143.), a
ne najniza tocka plohe I'e.

Slika 143.

Uvedeno kinematicko ogranic¢enje pisat ¢emo u obliku f(c fy — 2,625 = 0. MnoZenjem lijeve
strane tog izraza Lagrangeovim multiplikatorom A i pribrajanjem funkciji £, dobivamo funkciju

Lo (@ N) > Va2 + 42 + (2 —5)2 + y2 + /(x—1,425)2 + (y—5)2

+ /\<\/(:L‘— 1,425)2 + (y —5)2 — 2,625).

(#8)
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Kako je to funkcija triju varijabli, njezin je graf hiperploha u ¢etverodimenzionalnom prostoru.
Presjek hiperplohe i hiperravnine x = 1,79755 ploha je u trodimenzionalnom prostoru te
hiperravnine. Drugim rije¢ima, ta je ploha graf funkcije £.(1,79755; -; -) dviju varijabli y i A.
Na slici 144.a. prikazan je isjecak te plohe za (y, \) € [—1,6] x [—1, 1], dok je na slici b. prikazan
isjecak presjeka grafa funkcije £, hiperravninom y = 2,40157 za (z,\) € [—-1,6] x [-1,1]. I
na kraju, na slici c. prikazan je graf funkcije £.(-; -; 0,414860) nad podrucjem [—1,6]% Ta je
ploha vrlo sliéna grafu funkcije £ (slika 122.a.), $to nije nimalo slu¢ajno, jer je £ = £.(-,-,0).

M

Slika 144.

Grafovi svih funkcija £.(-, -, \) za odabrane A\ konveksne su plohe. Grafovi funkcija £, (z, -, -)
iL(,y,-) to, medutim, nisu. Presjeci tih ploha ravninama A = const jesu konkavne krivulje, ali
su presjeci prve plohe ravninama y = const, a druge ravninama x = const pravci (slika 145.a.:
prva ploha). U najnizoj tocki konveksne plohe, koja odgovara minimumu funkcije kojoj je ploha
graf, dirna je ravnina horizontalna, a ploha je cijela iznad nje. Horizontalne dirne ravnine grafova
funkcija £¢(x,-,-) i £:(-,y,-) te plohe ujedno i sijeku (slike 145.b. i c.: graf funkcije £.(x,-,-)).
Diraliste horizontalne dirne ravnina koja plohu dira i sijece naziva se sedlastom tockom, a sama
ploha sedlastom plohom. Ploha je dijelom iznad, a dijelom ispod dirne ravnine u sedlasto]
tocki, Sto znaci da sedlasta toCka nije najniza tocka plohe, te da funkcija, graf koje je ta ploha,
u pripadnoj tocki nema minimum. Izjednacavanje derivacija funkcije s nulom izrazava uvjete
stacionarnosti, koji su samo za funkcije s konveksnim grafovima uvjeti minimuma. Buduéi da
funkcije £¢(x, -, ) 1 £:(+,y,-) nemaju minimume (iako ga funkcija £¢(-, -, A) ima), minimum nema
ni funkcija £..

<\

Slika 145.
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Uvjeti stacionarnosti funkcije £, su

1+ N z—5 N x — 1,425 _ 0
Va2 + g2 A (@ =52 +y2 A/(z—1,425)2 + (y —5)? ’
1+ A _
L)y 4 0 - 0, (a8)

V2 + y? " A (x —5)2 + 42 " V(z —1,425)2 + (y —5)2

V(r —1,425)2 + (y —5)2 — 2,625 = 0.

Stacionarna je tocka (1,797 55; 2,401 57; 0,414 860), pasu F (1,797 55; 2,401 57) i A\ = 0,414 860,
tako da, Zelimo li da duljina niti {C,F} bude /c F = 2,625 i da zbroj duljina druge dvije niti biti
najmanji mogué, omjeri vrijednosti sila u nitima moraju biti

Sieay Sty 1 Sircy = 1:1:(1+A) = 1:1:1,41486.

Sila u niti {C, F} treba, prema tome, biti veca od sila u druge dvije niti, sto je u skladu s nagim
ocekivanjem: buduci da je trazena duljina niti {C,F} manja od duljine u minimalnoj mrezi, sila
u njoj mora tocku F privuéi tocki C. Ako je pak propisana duljina niti {C,F} ve¢a od duljine u
minimalnoj mrezi, vrijednost sile u njoj bit ¢e manja od vrijednosti u ostalim nitima, jer ¢e tada
te dvije sile morati tocku F privuci spojnici tocaka A i B. Primjerice, za licfy = E{C,F} = 4,325
su F(1,77186; 0,688931) i A = —0,427051, tako da ¢e omjeri vrijednosti sila u nitima biti
SiEay : SEBy 1 SiEcy = 1:1:0,572949.

Nalazenje sedlaste tocke mnogo je teze od nalazenja minimuma — intuitivno, dok pri nalaze-
nju minimuma funkcije ,spustanje nizbrdo” osigurava priblizavanje rjeSenju, u problemu trazenja
sedlaste tocke to moze biti strmoglavi pad u ponor, u —oco. Konkretnije pak, Jacobijeve ma-
trice u problemima sa sedlastim tockama imaju posebnu strukturu. Jednadzbe kinematickih
ograni¢enja ne sadrze Lagrangeove multiplikatore, pa derivacije njihovih lijevih strana po multi-
plikatorima iS¢ezavaju. Stoga, ako se jednadzbe kinematickih ogranic¢enja svrstaju iza jednadzbi
ravnoteze, a Lagrangeovi multiplikatori, kao nepoznanice, iza koordinata slobodnih ¢vorova,
donji desni blok Jacobijeve matrice bit ée kvadratna nul-matrica tipa n. x n.. U nasem je
primjeru A tre¢a nepoznanica, a jednadzba kinematickog ogranic¢enja treca jednadzba u sus-
tavu koji izrazava uvjete stacionarnosti, pa je Jacobijeva matrica, izraCunana, recimo, u tocki
(1;1;0,1),

0,638228 —0,325217 —0,105655
(1;1;0,1) = | —0,325217  0,584875 —0,994403
—0,105655 —0,994403 0

df

dx
Ta matrica nije pozitivno definitna®® §to ograni¢ava broj postupaka kojima se pripadni linearni
sustav moze rijesiti®.

Nasu pricu dodatno zapli¢e to sto prodorna krivulja plohe I'e i valjka ¢ osim najnize ima i
najvisu tocku (slika 146.a.), a to pak znaci da grafovi funkcija £ (z, -, ) i £:(+, y, ) imaju po dvije
horizontalne dirne ravnine u dvije sedlaste tocke (slika 146.b.: graf prve funkcije). Sustav (as)
ima stoga dva rjeSenja.

Drugo je rjesenje (0,946 157; 7,58096; —2,906 12). Tocka G (0,946 157; 7,58096) je izvan
trokuta AABC, a A = —2,90612 daje omjere vrijednosti sila Siga} : Sigpy : Sy = 1:1:
—1,906 12. Ako su sile Sig a} i Sic,} vlacne, sila Sig cy mora biti tlacna, pa {C, G} ne moZze biti
nit. Ako je pak sila S c) vlacna, druge dvije sile moraju biti tlacne.

34 Dvije su joj svojstvene vrijednosti pozitivne, a jedna negativna.
35 Jedan je od primjenjivih iteracijskih postupaka GMRES.
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Slika 146.

U iteracijskom se postupku ta dva rjeSenja nazalost ne mogu razlikovati. Ovisno o pret-
postavljenoj pocetnoj aproksimaciji, postupak ¢e konvergirati prema jednom ili prema drugom
rjeSenju (ako ¢e uopée konvergirati). Primjerice, na slici 147. nijansama crvene boje obojene su
tocke kvadratnoga podruéja [—2,5;7,5]% u ravnini (xy) polazeéi iz kojih je Newton-Raphsonov
postupak (bez pretrazivanja po pravcu: a. i b.; s njim: c. i d.) konvergirao prema tocki G, dok
su tocke polazedi iz kojih je postupak konvergirao prema tocki F obojene nijansama plave boje

100 | 4 100

50 1

Slika 147.
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(osim najtamnije plavih — postupak zapocet u njima nije se u sezdeset koraka dovoljno priblizio
ni prvoj ni drugoj tocki). Kako sustav sada ima tri nepoznanice, mijenjale su se koordinate x i y
pocetne tocke, dok je pocetna vrijednost Lagrangeova multiplikatora bila za sve pocCetne tocke
ista: A© =0 (slike a.ic.) i MO =04 (slike b. i d.).

5.10. Metoda gustoca sila

U metodi gustoca sila, koju su pocetkom sedamdesetih godina razvili Hans-Jorg Sc-
hek, Klaus Linkwitz i njihovi suradnici, nelinearni je problem nalazenja oblika lineariziran
~drugacijim udruzivanjem” velicina [60, 43]:

Jednadzbe ravnoteze ¢vorova mozemo umjesto u obliku

Siigy—%—— =0 Htc.
2o S0 lig) i

pisati u obliku
Stijy
ZjeM T (xj—x) =0 &t

Omjer vrijednosti Sy; j; sile u stapu {7, j} i njegove duljine £y; j;, s oznakom gy j;,

Qi) = £{+7 (218)

naziva se gustocom sile ili koeficijentom sile. Uvodenjem gustoca sila sustav jednadzbi
ravnoteze (202) prelazi u

ZjeM Qi) (25 — i) = 0,
ZjeNi gy (v —vi) = 0, (219)

Djon Bigy (75— 2) = 0

za i € Nt

Zadamo li umjesto vrijednosti Sy; ;; sila u Stapovima gustoce sila qy; j;, nepoznanice ¢e
biti i vrijednosti sila i koordinate ¢vorova (ukupno ny, + 3n; nepoznanica), ali te nepozna-
nice povezuje dodatnih ny, jednadzbi (218). Dodatne jednadzbe, medutim, ne otezavaju
rjesavanje sustava. Naprotiv, kako su vrijednosti ¢ ;; zadane, one u jednadzbama (219)
imaju ulogu konstantnih koeficijenata, pa su te jednadzbe linearne. Stovise, lako se moze
vidjeti da se sustav koji sadrzi 3n; jednadzbi ravnoteze raspao u tri medusobno neovisna
sustava od kojih svaki ima n¢ jednadzbi sa ng nepoznanica; nepoznanice su prvoga sus-
tava {Ti}ren;, drugog {yetrens, a treéeg {zx}ren;. lako se na prvi pogled ¢ini da su ti
sustavi homogeni, koordinate su lezajnih ¢vorova poznate, pa qgjy Tj, Qi ¥ 1 Qi) 2
za j € Ny postaju slobodnim ¢lanovima koji su barem u nekim jednadzbama razliciti
od nule. Buduéi da su sustavi linearni, mogu se rijesiti i direktnim postupkom poput
Gaussove eliminacije; u tom slucaju ne treba pretpostaviti pocetne priblizne koordinate
slobodnih ¢vorova.
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Rjesavanjem sustava dobivamo koordinate slobodnih évorova, pa se prema izrazu (201)
mogu izracunati duljine £y ;; svih Stapova, a potom i vrijednosti sila u njima, jer su,
iz (218),

Stigy = Uiy Lig)-

Spomenut ¢emo jos, u skladu s prikazima u odjeljcima 5.4. 1 5.8., i varijacijsku formu-
laciju metode gustoca sila, koju je uocio ve¢ H.—J. Schek [60]: jednadzbe metode gustoca
sila (219) izrazavaju uvjete minimuma funkcije

1
5‘3({331@7 Yk, Zk}ke/\/f) = 35 Z{M}eg q4i. 5} 5{22;]-}7

tako da za medusobno jednake gustoce sila u svim Stapovima, g ;3 = ¢, rjeSenje tih
jednadzbi daje oblik mreze za koji je zbroj kvadrata duljina kabela minimalan.

Svako rjesenje dobiveno metodom gustoca sila, za bilo kako odabranu razdiobu gustoca
sila po stapovima mreze zadane topologije, ravnotezna je konfiguracija. Razdiobu gustoca
sila treba odabrati—izmedu oo™ mogucé¢ih —tako da dobiveni oblik mreze zadovolji kon-
strukcijske i arhitektonske zahtjeve. Na temelju omjera dviju velicina— jedne staticke,
druge geometrijske —treba predvidjeti i oblik mreze i razdiobu prednaponskih sila u njoj.

»Na prvi se pogled ¢ini da je [potreba zadavanja gustoca sila u svim Stapovima mreze]
ozbiljna zapreka primjeni [metode], jer, kako mozemo unaprijed znati gustoce sila koje
odgovaraju nekom ravnoteznom obliku? Iznenadujuce je, ali mnoga su istrazivanja i
prakticni eksperimenti pokazali da su vrlo jednostavno, gotovo trivijalno zadane gustoce
sila dostatne za tvorbu ravnoteznih oblika koji mogu posluziti kao polaziste postupka
nalazenja oblika” [43]: Zamislit ¢emo da je razmjerno pravilna mreza zadane topolo-
gije — ponajéesée s dvije familije kabela — rasprostrta na tlu. Stapovima u unutarnjem
podru¢ju mreze, gdje su oni podjednake duljine, pridjeljuju se jedini¢ne gustoce sila, a u
rubnim podruéjima, ¢esto nepravilni(ji)h oblika, gdje su duljine stapova koji se spajaju
u oslonce ili na rubne kabele primjetno razlic¢ite, Stapovima treba pridijeliti gustoce sila
obrnuto proporcionalne njihovim duljinama (pritom se srednja/priblizna duljina stapova
u unutrasnjosti uzima kao jedini¢na).

Preporuku mozemo obrazloziti na sljede¢i nac¢in: Ako se omjeri duljina Stapova u
dobivenoj ravnoteznoj konfiguraciju nisu bitno promijenili u odnosu na omjere u pocetnoj,
yrasprostrtoj” konfiguraciji, vrijednosti sila ¢e u Stapovima biti priblizno jednake, a ako ¢e
i postojati vece razlike, moze se ocekivati da ¢e se vrijednosti sila uzduz kabela mijenjati
postupno, u manjim skokovima, tako da zaokretanje ¢vorova (slika 137.) nece biti veliko.

Na slikama 148.a. i b. prikazane su dvije metodom gustoca sila odredene mreze; prva
je mreza jednake topologije i s jednakim rubnim uvjetima (,kruti” oslonci uzduz rubova)
kao minimalna mreza na slici 112.b., dok su topologija i rubni uvjeti (rubni kabeli, s
Lkrutim” osloncima samo u uglovnim ¢vorovima) druge mreze kao u mrezi na slici 142.b.
U prvom su sluc¢aju svim stapovima dodijeljene jedini¢ne gustoce sile, a u drugom slucaju
gustoce sila u rubnim kabelima deset su puta vece od gusto¢a u unutarnjima; kako su oba
tlocrtna podrucja pravilna, nije trebalo unutarnjim Stapovima koji su spajeni u oslonce
ili na rubne kabele pridijeliti drugacije gustoce sila. U mrezi na slici 148.b. najveca su
i najmanja vrijednost sila u unutarnjim kabelima 1,834 i 1,234, dok su sile u Stapovima
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a. b.

Slika 148.

dijagonalnoga kabela spojena u najvisi ¢vor redom, pocevsi od najdonjeg, 1,547; 1,434;
1,391; 1,394; 1,435; 1,515; 1,637; 1,834. U rubnim su kabelima najvec¢a i najmanja
vrijednost sila 22,924 i 19,966.

Usporedbe radi, na slici 148.c. preklopljene su minimalna mreza sa slike 15.b. i mreza
odredena metodom gustoca sila sa slike 148.a., a na slici 148.d. mreza sa slike 142.b. i
mreza sa slike 148.b.

Kao sto je u citiranom ulomku receno, metodom gustoca sila dobiveni oblik tek je
spolaziste u postupku nalazenja oblika” U literaturi se obi¢no navodi da je potreban
niz pokusaja da se pronadu vrijednosti gustoca sila koje daju prihvatljivo rjesenje, ali
podrobnije preporuke izostaju.

U nastavku ¢emo uvesti sustavan postupak kojim se iteracijskom primjenom metode
gustoca sila mogu zadovoljiti zahtjevi navedeni u odjeljcima 5.4. 1 5.8.

U programskoj realizaciji metode gustoce sila primijenjena je analogija te metode i
metode pomaka opisana u [31].

5.11. Visekoracna metoda gustoca sila

U radu [52] autori opisuju ,iteracijski postupak namijenjen izracunavanju mreze s
jednoliko raspodijeljnim vla¢nim silama i stoga mreze minimalne duljine”. U k-tom koraku
postupka gustoca sile u Stapu {7, j} ra¢una se prema izrazu

W _ k-1 S
Yoy = Uiy g1y
{i.5}
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gdje su qgf;}l) gustoca sile u prethodnom koraku, S? 7 vrijednost sile izracunana u

prethodnom koraku i S trazena vrijednost sile.

Taj izraz mozemo obrazloziti na sljede¢i nacin:

Prema definiciji danoj izrazom (218), gustoca sile gy; j; proporcionalna je vrijednosti
sile Sy, pa je, uz nepromijenjenu duljinu Stapa, omjer vrijednosti sila u dva koraka
iteracije jednak omjeru gustoca sila,

(k) (k—1)
Stn/Stn = dan/dis

a buduc¢i da bi vrijednost S trebala biti S, neposredno dobivamo prethodni izraz. No,
kako se promjenom gustoca Slla mijenja i ravnotezna konfiguracija mreze, mijenjaju se i
duljine stapova. Potreban je stoga iteracijski proracun kojim ¢emo se postupno pribliziti
trazenoj vrijednosti.

U primjerima se autori rada ogranicavaju na mreze s ,krutim” rubovima— prikazani
postupak ne predvida zadavanje razlicitih vrijednosti sila u razlicitim kabelima.

No, postupak je lako prosiriti: trazimo li postizanje razlicitih vrijednosti sila u razli¢itim
Stapovima, gustocu sile u stapu {7, j} u k-tom koraku rac¢unat ¢emo prema izrazu

(9 _ D) Sty
Yigy = Qg Gk— 1>
{i,5}

(220)

pri cemu je S{i,j} trazena vrijednost sile u tom Stapu, koja se moze razlikovati od vrijed-
nosti sila u drugim stapovima [20, 21]. Naravno, Zelimo li oblikovati prirodnu poopéenu
minimalnu mrezu, moramo zadati jednake vrijednosti sila u svim Stapovima pojedinih
kabela. Kako je g jy/Sun = 1/04 . gustocu sile mozemo racunati i prema izrazu

® _ Sug
Yigy = S0
i)

(221)

Analogno, propisanu duljinu ¢(; j; Stapa {i, j} mozemo osigurati tako da gustocu sile
U njemu racunamo prema izrazu

(k=1)
(k) “ig)

M = (222)
! Cigy

gdje je K — duljina Stapa izracunana u prethodnom koraku. Naime, gustoca sile je,
prema deﬁn1c1J1, obrnuto proporcionalna duljini Stapa, pa je, ako se vrijednost sile ne
mijenja,

(k) — ¢y

Ui g} {w} {w} / {w}’

odakle uz f{(”} Z{i,j} neposredno slijedi

(k—1)

® - gy

UWgy = Uiy 7, (223)
{i.5}
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a kako je Sy = qqijy ljy, dobivamo i izraz (222). Naravno, pri promjeni gustoca
sila promijenit ¢e se i vrijednosti sila, pa ¢e za postizanje trazene duljine biti potrebna
iteracija.

Iteracijski se postupak prekida kada su

i) = max(5)) = S <ms 1 Y = max(6 —fyl) <
{i.5} ’ {niy 7
gdje su 7g i 7, propisane toc¢nosti.

U opisanom se iteracijskom postupku u svakom koraku primjenjuje metoda gustoca
sila, pri ¢emu se, kao sto izrazi (220) ili (221) te (223) ili (222) pokazuju, gustoce sila u
nekom koraku odreduju na temelju zadanih uvjeta i rezultata prethodnoga koraka.

Visekoracna metoda gustoca sila ima u odnosu na druge iteracijske postupke nekoliko
prednosti. Ponajprije, postupak konvergira prema trazenom rjesenju kroz niz ravnoteznih
konfiguracija. Dakle, ¢ak i ako se iteracijski postupak prekine prije no $to su postav-
ljeni uvjeti zadovoljeni uz zahtijevanu tocnost, pa i ako se ti uvjeti ne mogu zadovoljiti,
dobivena je mreza u ravnotezi. Za razliku od toga, kod mnogih je drugih iteracijskih
postupaka, poput Newton—Raphsonova ili Newton—Krilovljevih, samo kona¢no rjesenje
uravnotezeno, dok su oblici dobiveni u prethodnim koracima tek neuravnotezene aprok-
simacije trazenoga oblika. Druga je prednost to Sto se ne samo zadane sile, nego i zadane
duljine stapova postizu bez uvodenja Langrangeovih multiplikatora. Trece, kao sto smo
u prethodnom odjeljku rekli, ne treba pretpostavljati prvu aproksimaciju rjesSenja, jer
su sustavi jednadzbi linearni, pa se mogu rjesavati direktnim postupcima. I, napokon,
postupak je u vecini slucajeva prihvatljivo brz.
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