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Sazetak

Sazetak

Rad se bavi statickom i geometrijskom analizom Schwedlerovih kupola 1. i 2. vrste. Opisuju se
slicnosti i razlike u simetriji te nacinima sklapanja kupola 1. i 2. vrste. Takoder se opisuju
metode uravnoteZenja tocke koje se primjenjuju u statici sistema toc¢aka u prostoru, odnosno
na Schwedlerovoj kupoli. Posebna je pozornost posvecena slucaju u kojem su svi ¢vorovi
kupole optereceni jednakim vertikalnim silama po pojedinom prstenu. Glavna teza rada
dokazuje da pri vertikalnom optereéenju ¢vorova horizontalnih prstenova sile u dijagonalnim
Stapovima poprimaju vrijednost nula, ¢ime se proracun cjelokupne kupole svodi na analizu
jednoga meridijalnog sklopa kao ravninske resetke. Ovisno o rasporedu opterecenja po
etazama, analizirat ¢e se preraspodjela tlacnih i vlacnih sila u prstenastim Stapovima. Dobiveni
rezultati objasnjavaju fizikalno ponasSanje masivnih zidanih kupola te nastanak meridijalnih
pukotina u njihovim donjim zonama zbog vlacnih naprezanja.

Kljucne rijeci: Schwedlerova kupola, prostorna reSetka, uravnotezenje ¢vora, dijagonalni Stap,
ravninska reSetka, vla¢no naprezanje.
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Summary

Summary

The final paper deals with the static and geometric analysis of type 1 and type 2 Schwedler
domes. It describes the similarities and differences regarding symmetry and assembly
methods for both types of domes. Furthermore, it outlines nodal equilibrium methods
applied to the statics of spatial systems, specifically the Schwedler dome. Special attention is
given to the case where all dome nodes are subjected to equal vertical loads within each
individual ring. The paper demonstrates that, under vertical loading of the horizontal ring
nodes, the forces in the diagonal members become zero; consequently, the analysis of the
entire dome simplifies to the analysis of a single meridional assembly modeled as a planar
truss. Depending on the load distribution across the tiers, the redistribution of compressive
and tensile forces within the ring members is analyzed. The results explain the physical
behavior of massive masonry domes and the formation of meridional cracks in their lower
zones due to tensile stresses.

Keywords: Schwedler dome, spatial truss, nodal equilibrium, diagonal member, planar truss,
tensile stress.
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Uvod

1. Uvod

ResSetkaste kupole su gradevinske konstrukcije sastavljene od mreze medusobno povezanih
Stapova i ¢vorova. Zbog svoje male vlastite teZine, visoke nosivosti i mogucnosti estetskog
oblikovanja nalaze Siroku primjenu u gradevinarstvu i modernoj arhitekturi (npr. planetariji,
sportske dvorane, hangari...).

Prema konstrukciji razlikujemo mnoge vrste kupola, a jedna od njih je Schwedlerova kupola.
Nazvana je po njemackom inZzenjeru Johannu Wilhelmu Schwedleru koji ju je patentirao u 19.
stoljecu. Naime, godine 1863. Imperial Continental Gas Association angaZirao je Johanna
Wilhelma Schwedlera kako bi rijeSio problem neuspjesnog krova iznad teleskopskog spremnika
za plin [6]. Nakon Sto je osmislio izvedivo rjeSenje, nastavio je proucavati problem te je 1866.
objavio ¢lanak u kojem je opisao novi tip Zeljezne kupole koja je bila jednostavnija, laksa i
jednako ¢vrsta [6]. Kupola je bila oblikovana kao samonosivi sferoidno celi¢ni svod te se
uobicajeno koristila za premoscivanje raspona od 25 do 45 m [6]. Schwedler je Schwedlerove
kupole primijenio pri projektiranju Cetiri nova spremnika za plin namijenjena uli¢noj rasvjeti
Berlina [6]. Od njih je do danas sacuvan spremnik danas poznat pod nazivom Fichte-Bunker
(slika 1.), izgraden 1874. godine [6].
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Slika 1.: Spremnik za plin Fichte-Bunker, Berlin (lzvor: [6])
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Uvod

Schwedlerove kupole mogu se podijeliti u kupole 1. vrste i kupole 2. vrste. Njihova je glavna
razlika raspored Stapova i nacin prijenosa opterecenja, Sto utjeCe na njihovo staticko
ponasanje. Odredivanje unutarnjih sila u pojedinim elementima konstrukcije omogucuje se
raznim analizama koje se temelje na nacelima statike prostornih sistema tocaka i grafostatickim
metodama.

Glavni je cilj ovog rada opisati kupole 1. i 2. vrste te detaljnije objasniti uravnotezenje tocke i
statiku sistema tocaka u prostoru. Poseban naglasak bit ¢e na specific(nom slucaju u kojem su
svi Cvorovi prstena optereceni jednakim silama, Sto ¢e u konacnici biti potvrdeno na
konkretnom primjeru.
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2. Schwedlerove kupole

Prostorni reSetkasti nosaci nastaju nadogradivanjem ravninskih reSetaka uz uvjet da se njihovi
Stapovi i ¢vorovi ne nalaze u jednoj ravnini [1]. Takva geometrija ovim sustavima daje
sposobnost preuzimanja vanjskih optereéenja koja djeluju u bilo kojem smjeru. Za razliku od
monolitnih ili punostijenih kupola (koje se analiziraju kao plosne ljuske), Schwedlerova se
kupola svrstava u Stapne sustave u kojima se spojevi Stapova u ¢vorovima promatraju kao
kuglasti zglobovi (u teoriji dopustaju zaokrete oko bilo koje osi; slika 2.) [1].

Slika 2.: Kuglasti zglobovi (Izvor: [1])

Da bi neki ¢vor u prostoru bio geometrijski nepromjenjiv, odnosno nepomican, treba ga vezati
za podlogu ili za ve¢ postojeci stabilni podsustav s najmanje tri zglobna Stapa [1]. VaZno je
napomenuti da se osi tih zglobnih Stapova ne smiju nalaziti u istoj ravnini; u protivnom ¢vor
ostaje geometrijski promjenjiv. Nuzan, ali ne i dovoljan uvjet staticke odredenosti prostornih
reSetaka s n ¢vorova moze se izraziti Maxwellovim pravilom

b =3n

gdje b predstavlja ukupni potreban broj zglobnih Stapova [1]. Geometrijski gledajudi,
Schwedlerova kupola se sastoji od horizontalnih prstenova, vertikalnih ili nagnutih meridijalnih
Stapova i dijagonalnih Stapova koji osiguravaju krutost pojedinih polja (slika 3.) [1].

Slika 3.: Schwedlerova kupola 1. vrste (lzvor: [1])
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2.1. Nastanak Schwedlerove kupole 1. vrste

Schwedlerova kupola prve vrste nastaje primjenom drugog elementarnog postupka sklapanja
prostornih resetkastih konstrukcija [1]. Taj se postupak temelji na tome da se svaki ¢vor
postupno spaja s ve¢ sastavljenim geometrijski nepromjenjivim sustavom pomocu triju
Stapova (slika 4.) [1]. VaZno je napomenuti da osi tih Stapova ne smiju biti u istoj ravnini jer ako
taj uvjet nije zadovoljen onda nema prostorne stabilnosti konstrukcije, odnosno dolazi do
nastanka mehanizma. Navedenim postupkom se svakim novim korakom prosiruje postojeci
sustav, uz zadrZavanje njegove geometrijske nepromjenjivosti.

Postupak sklapanja zapocinje definiranjem pocetnog stabilnog podsustava koji ukljuéuje
leZajeve [1]. Nakon toga dodaju se novi Cvorovi koji se na postojeci sustav spajaju preko tri
pravilno rasporedena Stapa [1]. Svaki novopostavljeni ¢vor se na ovaj nacin odmah ukljucuje u
stabilni prostorni sustav, sto znaci da konstrukcija tijekom cijelog postupka zadrzava svoju
stabilnost i nosivost [1].

Slika 4.: Nastajanje Schwedlerove kupole 1. vrste drugim elementarnim postupkom (lzvor:

[1])

Osim postupnim dodavanjem ¢vorova (drugi elementarni postupak), Schwedlerova kupola 1.
vrste se u geometrijskom i nosivom smislu moze analizirati primjenom treceg elementarnog
postupka, odnosno kao sklop medusobno povezanih ravninskih resSetkastih sustava [1]. Takvim
pristupom razmatra se medudjelovanje, odnosno interakcija ravninskih komponenata
prostornog sustava [1]. Da bi postupak bio valjan bitno je da svaka ravninska reSetka od koje
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Schwedlerove kupole

se kupola sastoji bude geometrijski nepromjenjiva unutar vlastite ravnine te da svaki zglobni
Cvor cjelokupnog prostornog sustava pripada ravninama dviju razlicitih ravninskih reSetaka [1].
Krutost kupole putem treéeg elementarnog postupka moze se dokazati analizom vektora
pomaka njezinih ¢vorova. Naime, potencijalni vektor pomaka nekog ¢vora moZe se prikazati
kao vektorski zbroj dviju komponenata od kojih svaka leZi u jednoj od dviju ravnina resetki
kojima taj ¢vor pripada [1]. S obzirom na to da su obje ravninske reSetke kojima pripada
promatrani ¢vor nepomiéne u svojim ravninama, i sam je ¢vor nepomican, odnosno stabilan u
prostoru [1]. Drugim rije¢ima, obje ravninske komponente pomaka jednake su nuli, sto znaci
da njihov vektorski zbroj takoder mora iznositi nula [1].

Slika 5.: Analiza kupole 1. vrste tre¢im elementarnim postupkom (lzvor: [1])

Primjerice, na slici 5. vidljivo je da se ¢vor 12 nalazi na Stapu 12-20 koji je zajednicki brid
ravninskih reSetaka 11-19-20-12 i 12-20-21-13. Bududi da su obje reSetke u vlastitim ravninama
nepomicne, Stap 12-20, a s njim i ¢vor 12, ostaju prostorno pridrzani [1].

Formiranje Schwedlwerove kupole 1. vrste isklju¢ivo je moguée s parnim brojem meridijana
(n), Sto se mozZe zakljuciti iz slike 5. Kod takve geometrije konstrukcija ima vertikalne ravnine
simetrije koje prolaze kroz meridijalne Stapove, $to daje ukupno n/2 ravnina simetrije (npr.,
kupola od 8 meridijana sadrZi 4 ravnine simetrije) [1].
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2.2. Nastanak Schwedlerove kupole 2. vrste

Schwedlerova kupola 2. vrste (slika 6.), za razliku od kupole 1. vrste, ne moZe se sklopiti
postupnim dodavanjem ¢vorova (drugim elementarnim postupkom). Razlog tomu jest to Sto
ne postoji nijedan ¢vor koji je sa samo tri Stapa vezan za podlogu ili ostatak sustava [1]. Takav
sustav moze se definirati i analizirati kao sklop medusobno povezanih ravninskih resetaka
(tre¢im elementarnim postupkom), na isti nacin kako je prije opisano. Vazno je napomenuti da
je u kupoli 2. vrste prisutna rotacijska simetrija kojoj je uzrok drukciji raspored dijagonala u
sustavu. Zbog takve geometrije kupola 2. vrste moze imati i paran i neparan broj meridijana,
dok kupola 1. vrste moZe imati samo paran broj meridijana [1].

Slika 6.: Schwedlerova kupola 2. vrste (lzvor: [1])

Za kupolu 2. vrste s parnim brojem meridijana mozemo reéi da je nastala iz kupole 1. vrste
zamjenom pojedinih dijagonalnih Stapova. Odredeni dijagonalni Stapovi se uklanjaju i
zamjenjuju suprotno nagnutim dijagonalnim Stapovima. Primjerice, na slici 6. Stapovi (3, 12) i
(11, 20) zamjenjuju se Stapovima (4, 11) i (12, 19). Takvom zamjenom narusava se sustav
zrcalnih ravnina simetrije te se dobiva sustav koji poprima rotacijsku simetriju. lako je
promijenjen raspored dijagonala, ukupan broj Stapova ostaje isti, te i dalje zadovoljava uvjet
staticke odredenosti b = 3n [1].
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3. Uravnotezenje tocke

U opcem slucaju prostorne se resetkaste konstrukcije, poput Schwedlerove kupole, rjeSavaju
metodom ¢vorova, u kojoj se ravnoteza cijele konstrukcije svodi na postupno rjesavanje
pojedinacnih prostornih ¢vorova. Da bi se pristupilo takvom nacinu rjeSavanja kupole, bitno je
razumjeti kako se vanjska opterecenja i sile u Stapovima uravnotezuju u jednoj prostornoj tocki.

Sila je fizikalna veli¢ina kojom se opisuje medusobno djelovanje tijela na kvantitativnoj i
kvalitativnoj razini [2]. Za neku silu moZemo reéi da je koncentrirana ako je njeno podrucje
djelovanja sazeto u jednu tocku zvanu hvatiste [2]. Koncentrirana sila je vektorska velicina
potpuno odredena svojim intenzitetom, pravcem djelovanja i orijentacijom [2]. Za algebarsku
analizu u trodimenzionalnom Kartezijevom koordinatnom sustavu, sila F prikazuje se
rastavljanjem u tri medusobno okomite vektorske komponente koje su usporedne s
koordinatnim osima (slika 7.):

F=F,i+F,j+F,k

gdje su Fy, F, i F; skalarne komponente sile jednake ortogonalnim projekcijama sile na
odgovarajuée koordinatne osi [2]. Intenzitet sile se moZe izracunati izrazom:

IFll = Jerz+ F3+ F)

Pravac djelovanja sile odreduje se smjernim kutovima a, B i y koje orijentirani pravac zatvara s
osima x, y i z. Kutove a, B i y povezuje relacija: cos? & + cos? B + cos*y = 1 [2].

Slika 7.: Rastavljanje sile u medusobno okomite komponente, usporedne s osima Kartezijeva
koordinatnog sustava (lzvor: [2])
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Za neku materijalnu tocku izloZzenu djelovanju sustava od n koncentriranih sila mozemo redéi da
se nalazi u stanju mirovanja (staticke ravnoteze) ako i samo ako je vektorski zbroj svih sila koje
djeluju na nju jednak nul-vektoru:

n
F; =0 [2].
=1

4

Zbog toga sile uravnoteZenja moraju imati jednake intenzitete i pravce djelovanja kao i
komponente rastava, ali suprotne smjerove (orijentacije) [2]. U geometrijskom smislu, ovaj
uvjet znaci da je poligon sila zatvoren, odnosno da vrSak posljednje sile pada to¢no u pocetnu
tocCku prve sile.

S obzirom na to da su jedini¢ni vektori koordinatnih osi j, j, k linearno neovisni, algebarski
gledano, vektorska jednadzba ravnoteze ekvivalentna je sustavu skalarnih jednadzbi
ravnoteZe. U trodimenzijskom prostoru to su [2]:

n
Fi,x = O, ZFi'y = 0,

n n
i=1 i=1 i=1

Fiz = 0;

y

a u dvodimenzijskoj ravnini to su [2]:

i=1 i=1
U nastavku ove cjeline opisat ¢emo tri nacina rastavljanja sile u tri komponente, odnosno tri
nacina uravnotezZenja sile trima silama.

3.1. Prvi nacin: Dvostupanjsko rastavljanje pomoc¢u pomo¢ne ravnine i
presjecnice

Ovaj postupak opisat ¢emo na primjeru sile F koja djeluje na pravcu f. Traze se komponente
na nekomplanarnim pravcima fi, f5, f3 sa zajednic¢kim hvatistem (slika 8.).

Za pocetak konstruira se ravnina ¢ odredena pravcima fi f3 te ravnina ¢ odredena pravcima f;
i f> [3]. Kao Sto je vidljivo na slici 8.b i 8.c obje ravnine prolaze hvatistem sila te kako bi se
odredilo njihovo sjeciste treba pronadi njihovu drugu zajednicku tocku [3]. Ta je tocka sjeciste
njihovih tragova na referentnoj ravnini rr; [3]. Spajanjem tih dviju to¢aka dobivamo pravac fi,>
koji je presjecnica ravnina g i ¢ (slika 8.d) [3]. U prvom koraku se u ravnini o zadana sila F
rastavlja u trokutu sila na komponentu ﬁg uzduz pravca f3 i na komponentu ﬁ1,z uzduz pravca
f1,2 [3]. Drugi korak isti je kao i prvi, samo $to ovog puta u ravnini ¢ rastavljamo komponentu
17"1,2 u novom trokutu sila na kona¢nu komponentu 17"1 uzduz pravca f; te komponentu 17"2 uzduz
pravca f2 [3].
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Slika 8.: Dvostupanjsko rastavljanje pomocu pomocne ravnine i presjecnice prikazano u kosoj
aksonometriji (Izvor: [3])

Ovim postupkom smo rastavili silu F na tri nekomplanarna pravca, a da bismo dobili sile

= = =
uravnotezenja, smjerovi vektora F;, F5, F5 u poligonu sila jednostavno se okrenu u suprotnom
smjeru. Time poligon sila postaje zatvoren, odnosno vektorske strelice teku u neprekinutom

slijedu.
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3.2. Drugi nacin: Izravna konstrukcija lanca sila u prostoru sila (svodenje na
transverzalu)

U drugom se postupku za razliku od prvog ne odreduje pomoéna komponenta 17"1,2 u planu
polozaja, ve¢ se postupak izvodi u prostoru sila trazenjem odgovaraju¢e transverzale
mimosmijernih pravaca [3].

Promatrajuci sliku 9. moZzemo vidjeti da su dvije klju¢ne tocke u prostoru sila pocetak i vrh sile
F. Kroz pocetnu tocku sile F povuce se pravacf_1 koji je paralelan s pravcem f;, a kroz vrh sile
F povuce se pravac f3 koji je paralelan s pravcem f; (slika 9.b) [3]. Pravci fi, f, i f3 u prostoru
opcenito nisu u istoj ravnini, stoga su konstruirani pravci f1 i f3 u prostoru sila mimosmjerni. Za
formiranje neprekinutog lanca, potrebno je pronaci pravac f, koji je paralelan s pravcem f i
sijee oba mimosmijerna pravca f; i f3 [3]. Da bismo to postigli, konstruiramo dvije pomoéne
ravnine u prostoru sila. Prva ravnina @ sadri pravac f; i proizvoljni pravac le koji je paralelan
s pravcem f; i sijece pravac f; (slika 9.c) [3]. Druga ravnina ¢ sadrZi pravac f3 i proizvoljni
pravac fz3koji je paralelan s pravcem f, i sijece pravacf3 (slika 9.d) [3]. Presjecnica tih dviju
ravnina daje trazeni pravac f; (slika 9.e) [3]. Ovime su zadovoljeni svi uvjeti za formiranje lanca
sila. Sjeciéte pravaca f; i f, oznaava kraj sile F, i pocetak sile F,, a sjeciite f; i f; oznacava kraj
sile 17"2 i pocetak sile 17"3 (slika 9.f) [3].

Slika 9. (nastavak na iducoj stranici)

10
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N N\ N

Slika 9. (nastavak s prethodne strane): Izravna konstrukcija lanca sila u prostoru sila u
aksonometrijskom prikazu (lzvor: [3])

Stati¢ku ravnotezu ¢emo postiéi ako u lancu sila obrnemo orijentacije vektora F;, F, i F3, ¢ime
dobivamo zatvoreni prostorni ¢etverokut sila s 3 uravnotezujuce sile.

3.3. Tredi nacin: Metoda probodista ravnine i pravca u prostoru sila

Treéi nacin se kao i drugi nacin odvija u prostoru sila, ali se kao i u prvom nacinu vraéamo na

zbroj 17"1,2 =17"1 +17"2, samo bez crtanja te sile. U ovom ¢emo nacinu direktno preéi na
uravnoteZenje sile (u prethodna dva nacina smo objasnili rastavljanje sile na komponente
kojima bi na kraju postupka obrnuli smjer), odnosno sile ¢emo promatrati u obrnutom smjeru
od pocetka.

Krajnja tocka sile 17"1,2 se nalazi u pocetnoj tocki sile F. Zbog toga ¢e se u prostoru sila nalaziti u
ravnini 9, ravnini razapetoj pravcima f; i f, (paralelnim s f; i f5). Takoder, znamo da u vrhu
vektora F pocinje komponenta ﬁg te na temelju toga kroz vrh vektora F povladimo pravac f3
(paralelan s f3). Kljuan korak u ovom postupku je odredivanje probodiSta pravca f3 s
ravninom ¢. Dobiveno probodiste pocetak je pomoénog vektora 17"1,2 i kraj vektora 17"3 koji
zapocinje u krajnjoj tocki sile F. Preostalo je jos odrediti komponente ﬁl i ﬁz. Njih odredujemo
tako da provuc¢emo pravac le (paralelan s fz) kroz dobiveno probodiste tako da sijece pravac
fi. Komponenta F; lezat ¢e na pravcu f; i protezati se od sjeciita pravaca f5, i f; do pocetne
tocke sile 17", dok ée se od prethodno dobivenog probodista do navedenog sjeciSta protezati
komponenta ﬁz.

U Mongeovu dvocrtnom postupku (slika 10.) probodiste pravca f; i ravnine g odredili smo

pomocu druge projicirajuce ravnine €. Bududi da se u nacrtu sve u toj ravnini projicira u njezin
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drugi trag, vrijedida je e, = f3" = p", gdje je p presjecnica ravnina € i @. Tlocrt presje¢nice p'
prolazi kroz sjeciSte tragova ravnina e; i 1; te kroz tlocrt njihova drugog sjecista. Tlocrt trazenog
probodista dobiva se kao sjeciste tlocrta presjecnice p' i pravca f3

Slika 10.: Mongeov postupak za uravnoteZenje sile metodom probodista ravnine i pravca u
prostoru sila
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4. Statika sistema tocaka u prostoru

Kod sustava sastavljenog od viSe povezanih materijalnih tocaka ili krutog tijela u prostoru, osim
zbroja sila, treba promatrati i medusobne prostorne odnose sila. Sile koje djeluju na sustav
dijele se na vanjske sile (npr. opterecenja, reaktivne sile oslonca) i unutarnje sile (npr. uzduzne
sile u Stapovima resetke) [2]. Treé¢i Newtonow zakon (zakon akcije i reakcije) potvrduje nam da
se unutarnje sile izmedu bilo koje dvije toCke sustava javljaju u parovima jednakih intenziteta,
suprotnih smjerova i na istom pravcu. Iz tog razloga vektorski zbroj svih unutarnjih sila kao i
zbroj svih momenata unutar sustava jednak je nuli. Zaklju¢no, moze se re¢i da na uvjete
ravnoteZe cjelokupnog sustava utjecu iskljucivo vanjske sile [2].

U statickoj analizi Schwedlerova kupola se promatra kao sistem prostornih tocaka (¢vorova)
medusobno povezanih zglobnim Stapovima. Bududi da opterecenje djeluje samo u ¢vorovima
i da su Stapovi zglobno spojeni, u svim Stapovima mogu se javiti samo uzduzne sile [4]. Kod
rjeSavanja takvog sustava najvazniji je redoslijed rjeSavanja ¢vorova. U svakom koraku nuzno
je odabrati ¢vor u kojem su najviSe tri Stapa s nepoznatim unutarnjim silama [4].

4.1. Posebni slucajevi uravnotezenja tocke prostorne resetke

Prije samog rjeSavanja sustava, korisno je znati neka opca nacela ravnoteze Cvora prostorne
reSetke:

1) Ako se u ¢voru sastaju tri Stapa nekomplanarnih osi i ako na njega ne djeluje sila,
vrijednosti sila u sva tri Stapa jednake su nuli [4].

2) Ako na ¢vor u kojem su spojena tri Stapa nekomplanarnih osi djeluje vanjska sila ciji
pravac djelovanja ne leZi ni u jednoj od ravnina koje tvore parovi Stapova, sile u sva tri
Stapa su razlicite od nule [4].

3) Ako vanjska sila djeluje u ravnini koju razapinju osi dvaju Stapova bez da se poklapa s
osima tih Stapova, u ta se dva Stapa javljaju sile razliCite od nule, dok je sila u trecem
Stapu koji nije u toj ravnini jednaka nuli [4].

4) Ako vanjska sila djeluje na osi jednog Stapa, u tom Stapu se javlja sila jednakog
intenziteta i suprotne orijentacije, dok su sile u ostala dva Stapa jednake nuli [4].

5) Ako se u ¢voru sastaju Cetiri Stapa od kojih tri leze u istoj ravnini, a Cetvrti izlazi iz nje, i
ako na ¢vor ne djeluje sila, sila u ¢etvrtom Stapu jednaka je nuli [4].

Navedena nacela mogu se primjenjivati i na Cvorove s pet ili viSe Stapova, uz uvjet da su sile u
svim osim u tri poznate. To je je moguce jer rezultanta poznatih sila iz ostalih Stapova preuzima
ulogu vanjske sile za rjeSavanje ostala tri Stapa [4].
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4.2. Primjer redoslijeda rjeSavanja ¢vorova Schwedlerove kupole

17

Slika 11.: Schwedlerova kupola 1. vrste opterecena u tri ¢vora

Na slici 11. prikazana je Schwedlerova kupola 1. vrste na koju djeluju tri vanjske sile. Postupak
zapocinjemo u ¢vorovima gornjega prstena, ali samo onim ¢vorovima u kojima se sastaju po
tri Stapa (¢vorovi 2, 4,6 8).

Na ¢vor 8 djeluje vanjska sila Ciji se pravac djelovanja ne nalazi ni u jednoj od ravnina koje tvore
parovi Stapova, tako da na temelju postavke 2. moZzemo zakljuliti da ¢e vrijednosti sila u
Stapovima {7,8}, {1,8} i {8,16} biti razlicite od nule (slika 12.).

Slika 12.: RjeSavanje ¢vorova u koje su priklju¢ena samo tri Stapa

14
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Na ¢vorove 2, 4 i 6 ne djeluje vanjsko opterecenje, Sto prema 1. postavci znaci da su vrijednosti
sila u Stapovima {1,2}, {2,3}, {2,10}, {3,4}, {4,5}, {4,12}, {5,6}, {6,7} i {6,14} jednake nuli (slika
12.).

U ¢vorovima 1, 3,5i 7 se sastaje po pet Stapova, no kako smo vec¢ u prethodnom koraku odredili
jesu li vrijednosti sila gornjeg prstena jednake nuli ili razli¢ite od nje, preostaju nam samo tri
Stapa po ¢voru u kojima trebamo odrediti sadrze li uzduznu silu (slika 12.).

Na ¢vor 1 ne djeluje vanjska sila. Vrijednost sile u Stapu {1,2} jednaka je nuli, dok je vrijednost
sile u $tapu {1,8} razli¢ita od nule. Stap {1,8} leZi u ravnini sa $tapovima {1,16} i {1,9}, dok tap
{1,10} izlazi iz te ravnine. Na temelju toga, prema 3. postavci, u Stapovima koji se nalaze u
ravnini sa Stapom {1,8} (Stapovi {1,16} i {1,9}), vrijednost sile ¢e biti razli¢ita od nule, a u Stapu
koji izlazi iz te ravnine (Stapu {1,10}), vrijednost sile ¢e biti nula (slika 13.).

Na ¢vorove 3 i 5 ne djeluje vanjska sila te su vrijednosti sila gornjeg pojasa na tim pozicijama
jednake nuli. Prema 1. postavci mozemo zakljuciti da su vrijednosti sila u Stapovima {3,10},
{3,11}, {3,12}, {5,12}, {5,13}i {5,14} takoder jednake nuli (slika 13.).

U gornjem prstenu preostalo je rijesiti joS samo ¢vor 7. Opterecen je vanjskom silom te je u
Stapu {7,8} vrijednost sile razlicita od nule, dok je u Stapu {6,7} vrijednost sile jednaka nuli.
Rezultanta vanjske sile i sile u Stapu {7,8} u opéem sluéaju neée lezati ni u jednoj od ravnina
koje razapinju parovi Stapova {7,14}, {7,15} i {7,16}. Primjenom 2. postavke, sile u ta tri Stapa
bit ¢e razli¢ite od nule (slika 13.).

17
7

Slika 13.: RjeSavanje preostalih ¢vorova gornjeg prstena
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MoZemo uociti da se u donjem prstenu sastaje po Sest Stapova u svakom ¢voru. Iduci korak je
rieSavanje onih ¢vorova u kojima su nam nepoznate vrijednosti sila samo tri Stapa, a to su
¢vorovi 10, 12, 14 i 16 (slika 13.).

Vrijednosti sila u Stapovima {1,10}, {2,10}i {3,10} jednake su nuli, ali na ¢vor 10 djeluje vanjska
sila koja u opéem slucaju ne leZi ni u jednoj od ravnina koja razapinju parovi Stapova {9,10},
{10,18}i{10,11}. Primjenom 2. postavke, vrijednosti sila u tim Stapovima bit ¢e razlicite od nule
(slika 14.).

Na ¢vor 12 ne djeluje vanjska sila te su vrijednosti sila u Stapovima {3,12}, {4,12}i {5,12} jednake
nuli. Zaklju¢no, prema postavci 1., sile u Stapovima {11,12}, {12,20} i {12,13} bit ée jednake nuli
(slika 14.).

Jedina trenutno nam poznata sila koja djeluje na ¢vor 14 je sila iz Stapa {7,14}. Bududi da taj
Stap ne lezZi ni u jednoj od ravnina koje razapinju parovi Stapova {13,14}, {14,22} i {14,15},
prema 2. postavci vrijedi da ¢e sile u tim Stapovima biti razlic¢ite od nule (slika 14.).

Na ¢vor 16 ne djeluje vanjska sila, ali znamo da su sile u Stapovima {7,16}, {8,16} i {1,16} razli¢ite
od nule. Njihova rezultanta u opéem slucaju ne lezZi ni u jednoj od ravnina koje razapinju parovi
Stapova {15,16}, {16,24}i {9,16}. Prema tome, primjenom postavke 2., zaklju¢ujemo da su sile
u tim Stapovima razlicite od nule (slika 14.).

Slika 14.: RjeSavanje ¢vorova donjeg prstena koji imaju samo tri nepoznate sile

Na slici 14. moZemo vidjeti za sve Stapove donjeg prstena jesu li vrijednosti sila u njima jednake
ili razli¢ite od nule. Takoder, mozemo uociti da su u ¢vorovima 9, 11, 13 i 15 ostala po samo tri
Stapa za koje ne znamo imaju li silu ili ne.
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U ¢vorove 9i 15 spojena su po tri Stapa u kojima je vrijednost sile razlicita od nule, Sto znaci da
¢e prema postavci 2. i u ostalim Stapovima koji su spojeni za te ¢vorove vrijednost sile biti
razli¢ita od nule ({9,17}, {9,18} i {9,24} te {15,22},{15,23} i {15,24}; slika 15.).

U ¢vorovima 11 i 13 samo jedan od tri Stapa za koje imamo informaciju ima vrijednost sile
razli¢itu od nule '({10,11} i {13,14}). U oba ¢vora taj Stap leZi u ravnini s jo$ 2 Stapa ({11,18}i
{11,19};{13,21}i{13,22}), dok tredi Stap izlazi iz te ravnine ({11,20}i {13,20}). Prema 3. postavci,
Stapovi {11,18}, {11,19}, {13,21} i {13,22} bit ¢e razli¢iti od nule, a Stapovi {11,20} i {13,20}
jednaki nuli (slika 15.).

2
a3
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Slika 15.: RjeSavanje preostalih ¢vorova donjeg prstena te konac¢no rjesenje
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5. Jednake vertikalne sile u ¢vorovima

U posebnim slucajevima, kada su ¢vorovi Schwedlerove kupole optereéeni vertikalnim silama
koje su medusobno jednake unutar istog horizontalnog prstena, znacajno se pojednostavljuje
staticki sustav, a time i njegovo rjeSavanje. Glavni razlog tomu je Cinjenica da se kod takvog
nacina opterecenja dijagonalni Stapovi ne aktiviraju, odnosno da su sile u njima jednake nuli

[1].

Bududi da se dijagonalni Stapovi mogu u potpunosti zanemariti, trodimenzionalni problem
prostorne resetke prakticki se svodi na rjeSavanje jednog reprezentativnog meridijalnog sklopa
kao ravninske resetke [1]. Takav pristup rjeSavanju u potpunosti je identi¢an i primjenjiv za obje
vrste Schwedlerovih kupola (1. i 2. vrste) [1].

Prije razrade postupka rjeSavanja, izvesti ¢emo dokaz o izostanku unutrasnjih sila u
dijagonalnim Stapovima za obje vrste Schwedlerovih kupola.

5.1. Dokaz izostanka sila u dijagonalnim Stapovima Schwedlerove kupole 1.
vrste

Na slici 16. prikazana je Schwedlerova kupola 1. vrste koja je u Cvorovima optereéena
vertikalnim silama (u tlocrtu se projiraju u tocke), pri ¢emu su intenziteti sila u ¢vorovima
jednog prstena jednaki [1].

SHN
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Slika 16.: Schwedlweova kupola 1. vrste s jednako opterec¢enim ¢vorovima (lzvor: [1])
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Kao sto je vec prije navedeno, postupak zapocinjemo u ¢vorovima gornjeg prstena u koje su
prikljuena po tri Stapa. Osi tih Stapova nisu komplanarne, a vanjska sila ne leZi ni u jednoj od
ravnina koje razapinju ti Stapovi, Sto znaci da Ce vrijednosti sila u sva tri Stapa biti razlicite od
nule. Bududi da su vanjske sile u svakom ¢voru jednake, jednake ¢e biti i vrijednosti sila u svim
Stapovima prstena [1]. Isto se mozZe zakljuciti i za meridijalne Stapove prikljucene u te ¢vorove

[1].

Bududi da su ¢vorovi u ravnotezi, poligon sila svakog Cvora je zatvoren, odnosno vektorske
strelice u njemu teku u neprekinutom slijedu. Iz toga slijedi da ce rezultanta sila triju Stapova
leZati na osi vanjske sile te je uravnoteziti. Na isti ¢e nacin rezultanta vanjske sile i sila u
Stapovima prstena lezati na osi meridijalnog (treceg) Stapa, dok ¢e sila u tom Stapu uravnoteziti
dobivenu rezultantu [1].

Na Cvorove s pet prikljucenih Stapova djeluju jednake sile u Stapovima prstena i vanjska sila
kao i na ¢vorove s tri prikljuCena Stapa [1]. Stoga e rezultanta tih sila takoder lezati na osi
meridijalnog Stapa [1]. Kako bi ¢vor bio u ravnotezi, na toj osi mora djelovati i rezultanta sila u
dijagonalnim Stapovima priklju¢enima u taj ¢vor. Medutim, to nije moguce jer se os
meridijalnog Stapa ne nalazi u ravnini koju razapinju osi dijagonalnih Stapova [1]. Naime,
rezultanta sila dijagonalnih Stapova moze lezati isklju€ivo u ravnini razapetoj njihovim osima,
zbog ¢ega ne moZe djelovati u smjeru potrebnom za uspostavljanje ravnoteze ¢vora. Iz toga
proizlazi da sile u dijagonalnim Stapovima moraju biti jednake nuli [1].

Posljedica toga je da dijagonalni Stapovi ne sudjeluju u prijenosu opterecenja, ¢ime se staticki
sustav u tim ¢vorovima dodatno pojednostavljuje [1]. Bududi da su sile u Stapovima prstena i
vanjska sila jednake kao i u ¢vorovima s tri prikljucena Stapa, ravnoteza se ostvaruje preko
meridijalnog Stapa. Time ¢e vrijednosti sila u meridijalnim Stapovima priklju¢enima u ¢vorove
s pet Stapova biti jednake onima u meridijalnim Stapovima priklju¢enima u ¢vorove s tri Stapa
[1]. Zaklju¢no, nema razlike u proracunu ¢vorova s pet priklju¢enih Stapova i ¢vorova s tri
priklju¢ena Stapa, stoga rjeSavanje cijele kupole moZzemo svesti na rjeSavanje jednog
meridijalnog sklopa kao ravninske resetke.

5.2. Dokaz izostanka sila u dijagonalnim stapovima Schwedlerove kupole 2.
vrste (1. nacin)

Kod Schwedlerove kupole 2. vrste ne postoji Cvor koji je povezan sa samo tri Stapa, kao Sto je
to slucaj kod kupole 1. vrste. Zbog rotacijske simetrije kupole, njezina geometrija je takva da
su u sve njezine ¢vorove priklju¢ena minimalno po Cetiri Stapa, zbog Cega se postupak
dokazivanja izostanka sila u dijagonalnim Stapovima ne moze zapoceti na isti nacin kao kod
kupole 1. vrste. Stoga je, za razliku od kupole 1. vrste, potrebno primijeniti drugaciji pristup u
dokazivanju izostanka sile u dijagonalama.
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U prethodno provedenoj analizi dokazali smo da su sile u dijagonalnim Stapovima 1. vrste
jednake nuli. Buduci da kupola 2. vrste ima isti raspored Stapova, uz iznimku dijagonala,
pretpostavit éemo da su i u dijagonalnim Stapovima kupole 2. vrste sile jednake nuli (slika 17.).
Na temelju te pretpostavke moZe se izdvojiti jedan meridijalni presjek i promatrati kao
ravninska reSetka. Na taj se nacin prora¢un moZze provesti na isti nacin kao i kod kupole 1. vrste.

SHN

NS\

Slika 17.: Schwedlweova kupola 2. vrste s jednako opterec¢enim ¢vorovima (lzvor: [1])

Medutim, sama pretpostavka o nepostojanju sila u dijagonalnim Stapovima nije dovoljna da bi
se takvo rjeSenje smatralo potpuno v. Potrebno je pokazati da dobiveno stanje sila uistinu
zadovoljava sve uvjete ravnoteze cjelokupnog statickog sustava. S obzirom na to da je kupola
2. vrste, kao i kupola 1. vrste, staticki odredena, njezino ravnotezno stanje je jedinstveno
definirano. Drugim rijeC¢ima, za svako zadano opterecenje postoji samo jedno ispravno rjesenje
koje zadovoljava jednadzZbe ravnoteze.

Ako se pretpostavkom o zanemarivanju sila u dijagonalnim Stapovima dode do rjeSenja koje
ispunjava sve uvjete ravnotezZe kupole, onda to rjeSenje mora biti stvarno i ispravno rjesenje.
U tom sluéaju, nema potrebe za zasebnim odredivanjem sila u dijagonalnim Stapovima, jer su
njihove vrijednosti uistinu jednake nuli. Umjesto toga, dovoljno je rijesiti jedan meridijalni
presjek kao ravninsku resetku te dobivene rezultate primijeniti na ostale dijelove kupole.

Na taj se nadin moZe pokazati da se, bez obzira na to Sto kod kupole 2. vrste ne postoji ¢vor sa
samo tri priklju¢ena Stapa od kojega bi se mogla zapoceti standardna metoda ¢vorova, njezin
proraCun moze svesti na isti princip kao i kod kupole 1. vrste. Time je potvrdena pretpostavka
da dijagonalni Stapovi ne sudjeluju u prijenosu opterecéenja.
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5.3. Dokaz izostanka sila u dijagonalnim Stapovima Schwedlerove kupole 2.
vrste (2. nacin)

Za dokazivanje izostanka sila u dijagonalnim Stapovima kupole 2. vrste postoji i drugi nacin.
Umjesto promatranja cjelokupnog sustava, fokus je na jednom meridijalnom presjeku,
odnosno na njihovim ¢vorovima na koje djeluje vanjska sila. RjeSavanjem takvog ¢vora dobiva
se da je sila u jednoj od dijagonala vlacna, a sila u drugoj dijagonali tla¢na. Vazno je napomenuti
da su intenziteti tih dviju sila jednaki, a razlikuju se samo po smjeru djelovanja. Primjerice, u
slici 18. moZemo vidjeti da se zbog djelovanja vanjske sile u ¢vorovima 8 i 16 javljaju vlacne sile
(u slicioznacene crvenom) u dijagonalama {8,15}i {16,23}, dok se u dijagonalama {1,16}i{9,24}
javljaju tlacne sile (u slici oznacene plavom).

21
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Slika 18.: Kupola 2. vrste opterec¢ena u ¢vorovima jednog meridijialnog sklopa

Buducdi da je kupola 2. vrste rotacijski simetri¢na, nije potrebno provoditi zasebno proracun
susjednog ¢vora. Umjesto toga, rjeSenje dobiveno za prvi ¢vor se mozZe jednostavno ,zarotirati“
na susjedni ¢vor, pri ¢emu se ne mijenjaju intenziteti sila, ve¢ samo njihov poloZaj i smjer. Tako
¢e, ako su ¢vorovi 1 i 9 optereceni vanjskom silom, dijagonale {1,16} i {9,24} postati vlacne, a
dijagonale {2,9}i {10,17} tlacne (slika 19.).
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Slika 19.: Kupola 2. vrste opterecena u ¢vorovima susjednog meridijialnog sklopa
Opteretimo li ¢vorove iz prvog i drugog slucaja (8, 16, 1 i 9) istodobno, dolazi do preklapanja
sila u dijagonalnim Stapovima {1,16} i {9,24}. Zbog djelovanja vanjske sile u ¢vorovima 8 i 16 u
navedenim se dijagonalama javljaju tlacne sile, dok se zbog djelovanja vanjske sile u ¢vorovima
1i9 u tim istim dijagonalama javljaju vlacne sile jednakog intenziteta. Na temelju toga moze

se zakljuciti da ¢e zbroj sila u tim dijagonalama biti jednak nuli. Drugim rijeCima, vlacne i tlacne
sile u dijagonalnim stapovima {1,16}i {9,24} ¢e se medusobno ,ponistiti“ (slika 20.).
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Slika 20.: Kupola 2. vrste opterecena u ¢vorovima dva susjedna meridijialna sklopa
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Analogno prethodno opisanom slucaju, isti princip se moze primijeniti kad su svi ¢vorovi po
prstenu jednako optereceni. Vla¢ne i tla¢ne sile u svim dijagonalama ¢e se ,,ponistiti, odnosno
vrijednosti rezultanata sila u njima ce biti jednaka nuli. Time je potvrdeno da dijagonalni
Stapovi nece sudjelovati u prijenosu opterec¢enja, odnosno da e, pri jednakom opterecenju
svih ¢vorova, opterecenje prenositi isklju¢ivo meridijalni i prstenasti Stapovi.

5.4. RjesSavanje jednog meridijalnog sklopa kao ravninske resetke

Zbog djelovanja jednakih vertikalnih sila u ¢vorovima svakog pojedinog prstena, vrijednosti
unutrasnjih sila u svim Stapovima istog prstena te u svim meridijalnim stapovima iste etaze su
jednaki. Buduci da je prethodno dokazano da su vrijednosti sila u dijagonalnim Stapovima
jednake nuli, proracun cijele kupole se pojednostavljuje i svodi na rjeSavanje samo jednog
meridijalnog sklopa kao ravninske reSetke [1].

U proracunu se koristi metoda projekcije sila na vertikalnu i horizontalnu ravninu. Postupak
odredenja unutrasnjih sila se provodi od vrha konstrukcije prema nizim etazama.

1"
Fl q// "
~1,2 S4.:')

11 a1
152 Y

1"
Fy

2/

1/

Slika 21.: RjeSavanje jednog meridijalnog sklopa; dominantna sila u donjem ¢voru (lzvor: [1])
Na slici 21. prikazan je cijeli postupak odredivanja sila u Stapovima jednog meridijalnog sklopa.

5
U ¢voru gornje etaZze poznata nam je vanjska vertikalna sila F;, dok nam je u ¢voru donje etaze

23
Zavrsni rad: lvan Lale



Jednake vertikalne sile u ¢vorovima

poznata vanjska vertikalna sila ﬁz [1]. U gornjem c¢voru postoje dvije nepoznanice, dok se u
donjem ¢voru pojavljuju tri. Buduci da je problem sveden na ravninski, mogu se uravnoteziti
samo ¢vorovi s dvije nepoznate sile (dvije jednadzbe ravnoteze ¢vora). Drugim rijeCima, graficki
promatrano, kod ¢vora s dvije nepoznanice postoji jedno i samo jedno rjeSenje kojim se zatvara
poligon sila, jer je potrebno odrediti samo dvije stranice poligona Ciji su pravci djelovanja
paralelni sa zadanim pravcima. Cvor s tri nepoznate sile je stati¢ki neodreden (dvije jednadzbe
ravnoteZe s tri nepoznanice), odnosno dvije paralele se mogu povuci kroz pocetnu i krajnju
tocku otvorenog poligona, dok se treca moze povuci bilo gdje, Sto znaci da postoji vise mogudih
rjeSenja. Dakle, zapoCinjemo u gornjem ¢voru zato $to samo u njemu mozemo zapoceti.

Konstruiranjem poligona sila u vertikalnoj ravnini, odreduje se tlacna sila §3 u meridijalnom
Stapu gornje etaze te horizontalna sila §1,2 koja je rezultanta sila u Stapovima gornjeg prstena
§1 i§2 [1]. Dobivena sila §1,2 prenosi se u poligon sila projiciran na horizontalnu ravninu gdje
se rastavlja na svoje dvije komponente jednakih intenziteta (sile u Stapovima gornjeg prstena
5‘1 i §2) [1]. Prelaskom da ¢vor donje etaZe, sad su nam poznate dvije od Cetiri sile koje djeluju
na taj ¢vor (vanjska vertikalna sila 17"2 te reakcija iz gornjeg meridijalnog Stapa, odnosno sila
—§3 suprotnog smjera). Konstrukcijom poligona sila u vertikalnoj projekciji odreduju se
preostale dvije sile, a to su tlacna sila u donjem meridijalnom Stapu §6 i horizontalna sila §4,5
koja je rezultanta sila u Stapovima donjeg prstena §4 i §5 [1]. Sila 574,5 se u horizontalnoj ravnini
rastavlja na komponente §4 i §5 koje, kao sto je prethodno opisano, djeluju u Stapovima donjeg
prstena [1]. U slu¢aju da imamo veci broj etaza, ovaj postupak se ponavlja za sve preostale nize
¢vorove i prstenove do konacnog prijenosa opterecenja na lezajeve konstrukcije.

U uvjetima kada je vanjska vertikalna sila ﬁz znatno veca od vanjske vertikalne sile na gornjoj
etazi ﬁl, kako je prikazano na slici 21., cjelokupni se sustav nalazi u tlathom stanju [1].
Zanimljivo je uoCiti da unato¢ tome Sto na donje ¢vorove djeluje veée vanjsko opterecenje (17"2),
izraCunani su intenziteti tlacnih sila u Stapovima donjeg prstena manji od intenziteta tlacnih
sila u Stapovima gornjeg prstena [1].

Ako se omjer vanjskih opterecenja promijeni tako da se intenzitet sile ﬁz smanji u odnosu na

silu 17"1, dolazi do znatne promjene u statickom ponasanju konstrukcije. Unutrasnje sile u
Stapovima donjeg prstena mijenjaju predznak, odnosno postaju vlacne sile (slika 22.)

Analiza naponskih stanja u Schwedlerovoj kupoli ima izuzetnu vaznost jer daje jasan uvid u
staticko djelovanje, odnosno tok sila u ,,pravim®, punostijenim kupolama (ljuskama) [1]. Pojava
vlacnih sila u donjim prstenovima Schwedlerove kupole objasnjava zasto se u nizim dijelovima
masivnih zidanih kupola pojavljuju prstenasti vlacni naponi. Bududéi da zidani materijali poput
opeke, kamena i morta imaju jako malu vlacnu ¢vrstoéu, pojava vlacnih sila dovodi do
prekoracenja vlacne cvrsto¢e materijala. Posljedica toga su meridijalne pukotine koje se
pruzaju vertikalno uzduz meridijana kupole, odnosno okomito na smjer trajektorija prstenastih
vlacnih sila [1] (slika 23.). Pojava takvih pukotina je zapravo prilagodba konstrukcije kojom se
kontinuirana ljuska pretvara u niz zasebnih vertikalnih tla¢nih lukova [5].
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Slika 22.: RjeSavanje jednog meridijalnog sklopa; dominantna sila u gornjem ¢voru (lzvor: [1])

(c)

Slika 23.: (a) tipi¢ne pukotine u kupoli; (b) i (c) pukotine u Panteonu u Rimu (lzvor: [7])
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6. Primjeri

U dva ¢emo razli¢ita slu¢aja jednako opterecenih ¢vorova grafickim putem odrediti sile u
Stapovima Schwedlerove kupole. Schwedlerova kupola koju ¢emo analizirati bit ¢e kupola 2.
vrste sa sedam meridijana i tri etaZze, odnosno s tri horizontalna prstena (slika 24.). Svi ¢vorovi
kupole leze na kuglinom odsje¢ku (polumjer kugle R = 16,25 m), pri ¢emu se visine etaZa
postupno smanjuju prema gore. Polumjer poloZaja lezajnih Stapova iznosi ry, = 15,0 m, dok je
ukupna visina tjemena plohe h = 10,0 m. Prvi prsten nalazi se na visini od 4 m, drugi na visini
od 7 m, a tredi je na visini od 9 m.

Slika 24.: Schwedlerova kupola 2. vrste sa sedam meridijana i tri etaze
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Kao sto je ve¢ dokazano, za slucajeve kad su svi ¢vorovi pojedine etaZze jednako optereceni
vertikalnim silama dijagonalni Stapovi ne sudjeluju u prijenosu opterecenja (vrijednosti sila u
dijagonalnim Stapovima jednake su nuli; slika 25.). Zbog toga moZemo izdvojiti jedan
reprezentativni meridijalni sklop te ga promatrati kao ravninsku resetku, a dobiveno rjesenje
primijeniti na ostatak kupole.

S~

Slika 25.: Schwedlerova kupola 2. vrste sa sedam meridijana i tri etaZze s jednako opterecenim
¢vorovima

6.1. Primjer1l

U prvom slucaju jednako optereéenih ¢vorova vertikalne se sile povecavaju od najvisSeg prema
najnizem prstenu:

e sila ﬁl intenziteta F; = 50 kN (gornji prsten),
e sila 17"2 intenziteta F, = 100 KN (srednji prsten),
e sila 17"3 intenziteta F; = 200 kN (donji prsten).

Cilj analize ovog slucaja jest pokazati da se pri dominantnom opterec¢enju donjih etaza u svim
prstenastim i meridijalnim Stapovima javljaju iskljucivo tlacne sile.
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Slika 26.: RjeSenje gornjeg ¢vora (dominantno donje opterecéenje)

Na slici 26. vidimo da postupak moramo zapoceti u gornjem ¢voru (dvije jednadzbe ravnoteze
i dvije nepoznanice) na koji djeluje vanjska vertikalna sila 17"1. Konstruiranjem poligona sila u
vertikalnoj ravnini odreduje se tla¢na sila §3 intenziteta S3 = 107,24 kN u meridijalnom Stapu
gornje etaze te horizontalna tlacna sila §1,2 intenziteta 5; , = 94,87 kN koja je rezultanta sila
u Stapovima gornjeg prstena §1 i§2. Dobivena sila 5')1,2 prenosi se u poligon sila projiciran na

horizontalnu ravninu gdje se rastavlja na svoje dvije komponente §1 i §2 intenziteta §; = S, =
109,33 kN.
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Slika 27.: Rjesenje srednjeg ¢vora (dominantno donje optereéenje)

Na c¢vor srednjeg prstena djeluju vertikalna sila 17"2 i sila —§3, odnosno reakcija iz gornjeg
meridijalnog Stapa. Konstrukcijom poligona sila u vertikalnoj projekciji, kao $to je prikazano na
slici 27., odreduje se tlacna sila u srednjem meridijalnom Stapu §6 intenziteta S = 219,39 kN
i horizontalna tla¢na sila 5_')4,5 intenziteta S, 5 = 65,23 kN koja je rezultanta sila u Stapovima
srednjeg prstena §4 i §5. Sila 5_')4,5 se u horizontalnoj projekciji rastavlja na komponente §4 i §5
jednakih intenziteta S, = S5 = 75,17 kN.
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Slika 28.: Rjesenje donjeg ¢vora (dominantno donje optereéenje) te konacno rjesenje

Na slici 28. prikazano je rjeSenje za ¢vor donjeg prstena na koji djeluje vanjska vertikalna sila
17"3 i sila —§6. Konstrukcijom poligona sila u vertikalnoj projekciji odreduje se tlac¢na sila u
donjem meridijalnom Stapu §9 intenziteta Sqg = 407,74 kN i horizontalna tlacna sila 5')7,8
intenziteta S; g = 49,06 kN koja je rezultanta sila u Stapovima donjeg prstena §7 i§8. Sila §7,8

se u horizontalnoj projekciji rastavlja na dvije komponente §7 i 5‘8 intenziteta S, = Sg =
56,54 kN.

Takoder, na slici 28. moZemo vidjeti da je cilj analize ovog slu¢aja dostignut, odnosno da su sile
u svim Stapovima, pri dominantnom donjem optereéeniju, tlac¢ne.

Rekapitulacija dobivenih vrijednosti sila:

o S,,=9487kN(tlhk) > S, =S5, =109,33kN (tlak)
e S, =10724kN (tlak)

o S,s=6523kN(tlk) > S, =S5 =7517kN (tlak)
e S, =219,39kN (tlak)

o S,5=4906KkN(tlk) > S, =Sz =56,54kN (tlak)
e S, =407,74kN (tlak)
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6.2. Primjer 2

U drugom slucaju jednako opterecéenih ¢vorova vertikalne sile su prerasporedene u odnosu na
prvi, odnosno gornje etaze nose znatno veée optereéenje u odnosu na najdonju:

e sila 17"1 intenziteta F; = 200 KN (gornji prsten)
e sila 17"2 intenziteta F, = 100 kN (srednji prsten)
e sila ﬁg intenziteta F; = 50 kN (donji prsten).
Cilj analize ovog slucaja jest pokazati da pri dominantnom opterecenju gornjih etaza, unutarnje

sile u Stapovima donjih prstenova mijenjaju predznak, odnosno postaju vlacne, dok gorniji
prsten ostaje u tlaénom rezimu.
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Slika 29.: Rjesenje gornjeg ¢vora (dominantno gornje opterecenje)
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Postupak, kao i u prethodnom primjeru, moramo zapoceti u gornjem ¢voru (dvije jednadzbe
ravnoteze i dvije nepoznanice) na koji djeluje vanjska vertikalna sila 17"1. Na slici 29. mozemo
vidjeti da se konstruiranjem poligona sila u vertikalnoj ravnini odreduje tlacna sila §3
intenziteta S5 = 428,97 KN u meridijalnom $tapu gornje etaZe te horizontalna tla¢na sila §1,2
intenziteta S; , = 379,50 kN koja je rezultanta sila u Stapovima gornjeg prstena §1 i §2.
Dobivena sila §1'2 prenosi se u poligon sila projiciran na horizontalnu ravninu gdje se rastavlja

na svoje dvije komponente §1 i§2 intenziteta S; = S, = 437,32 kN.
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3' 6' gl %\
S/
Slika 30.: RjeSenje srednjeg ¢vora (dominantno gornje opterecenje)
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Na cvor srednjeg prstena djeluju vertikalna sila ﬁ'z i sila —§3, odnosno reakcija iz gornjeg
meridijalnog Stapa. Na slici 30. moZzemo vidjeti da pri izradi poligona sila za srednji ¢vor u
vertikalnoj projekciji, sila 17"2 intenziteta F, = 100 KN nije dovoljna da kompenzira strmi nagib

R
srednjeg meridijalnog Stapa. Da bi se poligon sila zatvorio, vektor horizontalne sile S, 5 mora
promijeniti smjer (usmjerava se od ¢vora prema van). Time dobivamo horizontalnu viacnu silu

5_')4,5 intenziteta S, 5 = 59,29 kN i tla¢nu silu u srednjem meridijalnom Stapu §6 intenziteta
S¢ = 438,79 kN. Dobivena sila 5_')4,5 prenosi se u poligon sila projiciran na horizontalnu ravninu

gdje se rastavlja na svoje dvije vlaéne komponente §4 i §5 intenziteta S, = Sz = 68,32 kN.
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Slika 31.: RjeSenje donjeg ¢vora (dominantno gornje opterecéenje) te konacno rjesenje
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Na slici 31. moZzemo vidjeti da na ¢vor donjeg prstena djeluju vertikalna sila ﬁ3 i sila —§6. Kao
Sto je bilo u vertikalnoj projekciji srednjeg ¢vora, u vertikalnoj projekciji donjeg ¢vora mala sila
17"3 intenziteta F; = 50 kN nije dovoljna da kompenzira strmi nagib donjeg meridijalnog Stapa.
Stoga, da bi se zatvorio poligon sila, vektor horizontalne sile §7,8 mijenja smjer. Time dobivamo
horizontalnu vla¢nu silu 5')7,8 intenziteta S; g = 111,04 kN i tla¢nu silu u donjem meridijalnom
Stapu §9 intenziteta §9 = 407,74 kN. Dobivena sila §7,8 prenosi se u poligon sila projiciran na
horizontalnu ravninu gdje se rastavlja na svoje dvije vlaéne komponente §7 i§8 intenziteta

S, = Sg = 127,96 kN.

Takoder, na slici 31. moZzemo vidjeti da je cilj analize ovog slucaja dostignut, odnosno da su sile
u Stapovima donjih prstenova, pri dominantnom gornjem optereceniju, vlacne.

Rekapitulacija dobivenih vrijednosti sila:

e S,,=37950kN(tlak) > S, =S, =437,32kN (tlak)
e S, =42897kN (tlak)

o S,s=5929KkN(vlakf > S, =S5 =6832kN (viak)

e S, =43879kN (tlak)

o S,5=111,04kN (vlak) > S, =S =127,96 kN (vlak)
e S, =407,74kN (tlak)
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7. Zakljucak

Kupole su jedan od znacajnijih oblika konstrukcija u graditeljstvu, te se tijekom povijesti
primjenjuju u razlicitim vrstama gradevina. Njihov oblik omogucuje prekrivanje velikih
prostora uz mali broj unutarnjih oslonaca, a pritom gradevinama daje prepoznatljiv i estetski
privlacan izgled. Razumijevanje njihovog geometrijskog i statickog ponasanja ima bitnu ulogu
u projektiranju sigurnih i funkcionalnih konstrukcija.

U radu se Schwedlerova kupola 1. i 2. vrste staticki i geometrijski analizirala, pri ¢emu su se
obradile njihove sli¢nosti i razlike u pogledu simetrije i nacina sklapanja. Posebna pozornost
posvetila se grafostatickim metodama uravnotezenja tocke i njihovoj primjeni na prostorne
sustave, odnosno Schwedlerovu kupolu.

Analizom slucaja optereéenja Cvorova pojedinog prstena jednakim vertikalnim silama
dokazano je da dijagonalni Stapovi ne preuzimaju opterecenje, odnosno da sile u njima
poprimaju vrijednost nula. Time se prostorni sustav kupole moze svesti na analizu jednog
meridijalnog sklopa kao ravninske resetke.

Na konkretnim primjerima opterecéenja jednakim vertikalnim silama pokazano je da raspored
opterecenja razlicitih intenziteta po etazama utjece na predznak sila u prstenastim Stapovima.
Kada su donje etaze opterecene silama vedeg intenziteta od sila u gornjim etazama, u
prstenastim i meridijalnim Stapovima javljaju se tlacne sile. U obrnutom slucaju, kada su gornje
etaze opterecene silama veceg intenziteta od sila u donjim etazama, u donjim prstenastim
Stapovima javljaju se vlacne sile, dok meridijalni Stapovi i dalje ostaju tlacnho optereceni.
Dobiveni rezultati omoguduju bolje razumijevanje statickog ponasanja Schwedlerove kupole te
pojavu vlacnih naprezanja i meridijalnih pukotina u masivnom zidanim kupolama.
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