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Sazetak

SAZETAK

U radu se razmatraju staticki neodredeni mehanizmi, sistemi koji su istodobno geometrijski
promjenjivi i staticki neodredeni. Takve sisteme Maxwellovo pravilo ne prepoznaje, jer
prebrojavanjem Stapova i cvorova daje samo razliku broja stanja unutarnje ravnoteze i broja
mehanizama. Na nizu prstenastih sistema pokazuje se kako njihovo ponasanje ovisi o broju
stranica i simetriji prstena. Kao zavrsni primjer razmatra se drveni osmerokut katedrale u
Elyju.

Kljucne rijeci: staticki neodredeni mehanizam; stanje unutarnje ravnoteze; Maxwellovo
pravilo; simetrija; osmerokut katedrale u Elyju
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Summary

SUMMARY

This thesis examines statically indeterminate mechanisms, systems that are
simultaneously geometrically variable and statically indeterminate. Maxwell’s rule fails to
identify such systems, since counting bars and nodes vyields only the difference between
the number of states of internal equilibrium and the number of mechanisms. Through a
series of ring systems, it is shown how their behaviour depends on the number of sides and
on the symmetry of the ring. The timber octagon of Ely Cathedral is considered as a
concluding example.

Key words: statically indeterminate mechanism; state of internal equilibrium; Maxwell's
rule; symmetry; timber octagon of Ely Cathedral
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Uvod

1. UVOD

Tema su ovoga zavrsnog rada staticki neodredeni mehanizmi, konstrukcije koje su
istodobno staticki neodredene i pomicne. RijeC je o naizgled proturjecnome spoju:
konstrukcija ima viSe veza nego 5to je potrebno za uravnotezenje sustava vanjskih sila, a
ipak se moze gibati bez deformacije svojih dijelova. Upravo takav slucaj
klasicno Maxwellovo pravilo [1], kojim se odredenost reSetke procjenjuje pukim
prebrojavanjem Stapova, cvorova i veza, ne uspijeva prepoznati. Maxwellovo prebrojavanje
otkriva samo razliku izmedu broja stanja unutarnje ravnoteze i broja mehanizama, pa
konstrukcija koja je istodobno neodredena i pomicna u brojanju izgleda odredeno.

Da bi se ta dva svojstva razdvojila, treba konstrukciju opisati ravnoteznom matricom A, ciji
rang i potprostoridaju potpunu sliku statickoga ikinematickoga ponasanja [2]. Pritom
kljucnu ulogu ima simetrija konstrukcije: kod simetricnih, prstenastih oblika
ona snizuje rang matrice A i upravo je ona razlog zbog kojega se stanje unutarnje ravnoteze
i mehanizam pojavljuju istodobno. Prepoznavanje takvih slu¢ajeva vodi do
prosirenoga Maxwellova pravila i do uvida u pomicnost konstrukcije koju brojanje ne
otkriva.

Motivaciju za ovu analizu daje nam drveni osmerokut katedrale u Elyju iz 14. stoljeca, cija je
prstenasta struktura s parnim brojem stranica granicni slucaj u kojemu se stanje unutarnje
ravnoteze i mehanizam pojavljuju istodobno [3]. No, analizu zapocinjemo jednostavnijim
varijacijama prstenaste konstrukcije, s manjim brojem Cvorova i Stapova, s .. potpunom”
simetrijom i s djelomicnim i potpunim narusavanjem simetrije, na kojima ce se temeljni
pojmovi lakSe opisati i objasniti.
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Osmerokut katedrale u Elyju

2. OSMEROKUT KATEDRALE U ELYJU

Godine 1322. urusila se sredisnja kula katedrale u Elyju, ostavivSi na njezinom mjestu
osmerokutan otvor. Toranj je bio dio izvornog normanskog projekta iz 12. stoljeca, a njegovo
urusavanje prisililo je graditelje na odluku koja nije bila uobicajena za to doba: umjesto da
obnove toranj na istom, Cetverokutnom tlocrtu, prijelaz su prosirili u osmerokut, gotovo
dvostruko vece povrSine od prvotnoga. To je zahtijevalo uklanjanje svih osam izvornih
normanskih stupova te temeljito ojacavanje temelja. Kameni osmerokutni zidovi koji nose
krovnu konstrukciju dovrseni su 1328. godine [3].

Nad tim kamenim prstenom podignuta je drvena oktogonalna reSetkasta konstrukcija (slike
1., 2.1 3.). Konstrukcija se temelji na donjem pragu koji nosi osam velikih stupova lanterne,
cineCi masivni reSetkasti sustav. Struktura je stabilizirana zakrivljenim rebrima i
dijagonalnim kosnicima, dok je unutrasnjost same lanterne zatvorena drvenim lepezastim
svodom i zavrsnim krovom. Konstrukcija je u svojem izvornom obliku stajala stoljecima i tek
je u 18. stoljecu prvi put ojacana [3].

Rekonstrukcija se pripisuje Alanu de Walsinghamu, tadasnjem sakristanu katedrale, koji je
nadzirao radove, dok je projektiranje samog drvenog svoda i lanterne povjereno Williamu
Hurleyu, kraljevskom tesaru — Sto govori da je za tako zahtjevan pothvat pribavljen najbolji
moguci tehnicki savjet onoga doba. Ono Sto osmerokut u Elyju Cini iznimnim jest upravo
odabir drvene konstrukcije za premoscivanje znatno veceg raspona, Sto kamenom svodu
tih dimenzija ne bi bilo izvedivo [3].
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Osmerokut katedrale u Elyju

Slika 2.: Osmerokut katedrale u Elyju [8]
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Osmerokut katedrale u Elyju

Slika 3.: Drvena reSetkasta konstrukcija katedrale u Elyju [3]

Proucavajuci taj sistem, inzenjeri Elizabeth Carol Wade i Jacques Heyman ocijenili su ga
arhitektonskim remek-djelom, koje je u svojem izvornom obliku ujedno bilo i donekle
konstrukcijska pogreska [3]. Razlog lezi u nacinu na kaji glavni okvir nosi opterecenje.

Pojednostavljeni model glavne nosive strukture (slika 4.) dobiva se zamjenom zakrivljenih
rebara ravnim kosim Stapovima, a cCvorova idealnim zglobovima. Tako se dobiva
prstenasti sistem: gornji osmerokut povezan kosim Stapovima s lezajevima na donjem
rubu.
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Osmerokut katedrale u Elyju

Slika 4.: Pojednostavljeni model glavne nosive strukture

Za takav sistem prebrojavanje Stapovai cvorova daje b -3n,= 0, pa bi po Maxwellovu pravilu
konstrukcija trebala biti geometrijski nepromjenjiva i staticki odredena.

Geometrija, medutim, pokazuje suprotno. Gornji se osmerokut ponasa kao zatvoreni lanac
Stapova Ciji se Cvorovi mogu pomicati bez promjene duljina Stapova, pa je sistem
mehanizam s jednim stupnjem slobode. Istodobno u njemu postoji stanje unutarnje
ravnoteze, raspodjela uravnotezenih unutarnjih sila bez vanjskog opterecenja. Sistem je
tako istodobno jedanput staticki neodreden (s = 1) i mehanizam s jednim stupnjem slobode
(m= 1) [5]. Prebrojavanjem Stapova i ¢vorova dobiva se samo razlika s - m, koja je ovdje
jednaka nuli, pa daje isti rezultat kao za geometrijski nepromjenjivu i staticki odredenu
konstrukciju. Zbog toga se ta dva svojstva prebrojavanjem ne mogu otkriti.
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Maxwellovo pravilo

3. MAXWELLOVO PRAVILO

Maxwellovo pravilo povezuje broj Stapova i broj slobodnih cvorova sistema zglobno
povezanih Stapova s njegovom statickom odredenoscu i geometrijskom nepromjenjivoscu
[1]. Temelji se najednostavnom prebrojavanju. Svaki slobodni ¢vor u prostoru ima tri
stupnja slobode gibanja, pa sistem sn; slobodnih cvorova i podlogom ima ukupno
3ny stupnjeva slobode. Svaki Stap uklanja jedan od njih, jer sprjecava promjenu udaljenosti
dvaju Cvorova koje povezuje. Da bi sistem bio staticki odreden i geometrijski nepromjenijiv,
potrebno je stoga najmanje

b=3n
ispravno rasporedenih Stapova.
Odnos izmedu broja stupnjeva slobode i broja Stapova izrazava razlika:
Mmn=3N— b

pri ¢emu je m., najmanji moguci broj stupnjeva slobode sistema. Prema vrijednosti te
razlike razlikuju se tri osnovna slucaja:

Ako je b > 3n, odnosno m..< O, sistem sadrzi viSak Stapova, te je staticki neodreden.

Ako je b< 3n, odnosno m..> 0, sistemu nedostaju Stapovi, pa je geometrijski promjenjiv,
dakle rijec je 0 mehanizmu.

Ako je b =3n;, sistem moze biti staticki odreden i geometrijski nepromjenjiv, ali samo ako su
Stapovi ispravno rasporedeni.

Posebno je vazno naglasiti da zadovoljavanje uvjeta b= 3n, samo po sebi ne jamci
geometrijsku nepromjenjivost. Postoje sistemi koji broj¢ano

zadovoljavaju Maxwellovo pravilo, ali zbog svoje geometrije, simetrije ili rasporeda Stapova
i dalje posjeduju mehanizme, odnosno imaju jedan ili viSe stupnjeva slobode.

Calladine je Maxwellovo pravilo poopcio u oblik:

b-3n=s-m
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Maxwellovo pravilo

gdje je bbroj Stapova, nybroj slobodnih ¢vorova, sbroj stanja unutarnje ravnoteze, koji je
jednak  stupnju  staticke neodredenosti ambroj mehanizama, odnosno
stupanj kinematicke neodredenosti [4]. Lijeva je strana odredena prebrojavanjem, a desna
sadrzi razliku tih dvaju brojeva. Maxwell-Calladineovo pravilo omogucuje da se preciznije
razlikuju konstrukcije koje su istodobno staticki neodredene i geometrijski promjenjive,
dakle one u kojima je s> 0im> 0. Takav je i osmerokut katedrale u Elyju, koji zadovoljava
uvjet b = 3n; aipak je mehanizam [5].
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Staticki neodredeni mehanizam

4. STATICKI NEODREDENI MEHANIZAM

Ponasanje uoceno na osmerokutu, istovremeno gibanje bez promjene duljina Stapovai sile
u Stapovima bez vanjskog opterecenja, nije svojstvo samo te konstrukcije, nego Citave
skupine prstenastih sistema. Da bi se objasnilo, najprije treba reci o kakvu je sistemu rijec.

Kako je pokazano u prethodnom poglavlju, sistem zglobnih Stapova moze imati dva svojstva
koja prebrojavanje ne razlikuje. Prvo je mehanizam, sustav pomaka slobodnih ¢vorova pri
kojem se mijenja oblik sistema, ali se nijedan Stap ne produljuje ni ne skracuje; broj
nezavisnih takvih pomaka jest m. Drugo je stanje unutarnje ravnoteze, sustav sila u
Stapovima koji je u ravnotezi u svim ¢vorovima i bez vanjskih sila; broj nezavisnih takvih
sustava jestsi jednak je stupnju staticke neodredenosti. U  staticki
odredenim sistemima takvih sustava nema, pa su sile u Stapovima za zadano vanjsko
opterecenje odredene uvjetima ravnoteze. U staticki neodredenim sistemima, naprotiv,
postoji barem jedno stanje unutarnje ravnoteze, pa sile u Stapovima nisu odredene samim
uvjetima ravnoteze.

Staticki neodredeni mehanizam jest sistem koji ima oba svojstva istodobno, s> 0im> 0,
sistem koji je u isto vrijeme geometrijski promjenjiv i staticki neodreden.

Najjednostavniji takav sistem jest prstenasti Cetverokut (slike5. i6.). U nastavku se
razmatra simetrican slucaj u kojem se cvorovi gornjega Cetverokuta gibaju po vodoravnim
pravcima. Sistem tvore Cetiri Stapa gornjega Cetverokuta koji spajaju slobodne cvorove i
kosi Stapovi koji ga povezuju s lezajnim Cvorovima. Pritom su parovi stapova kojima su
pojedini ¢vorovi spojeni s podlogom u vertikalnim ravninama. Na slici 5. sistem je prikazan
u projekcijama na tri ravnine, a geometrija se najjasnije vidi u tlocrtu, gdje gornji Cetverokut
ima oblik kvadrata. Na slici 6. je aksonometrijski prikaz.
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Staticki neodredeni mehanizam

RAVNINA YZ RAVNINA XZ
RAVNINA XY

® ®

® @

Slika 5.: Simetricni prstenasti Cetverokut, prikaz u projekcijama na tri ravnine

Slika 6.: Simetricni prstenasti cetverokut, aksonometrijski prikaz
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Staticki neodredeni mehanizam

4.1. Pomaci mehanizama

lako prebrojavanje Stapova i cvorova daje b - 3n,= 0, geometrijsko razmatranje pokazuje da
sistem nije geometrijski nepromjenjiv. Postoji sustav pomaka slobodnih cvorova pri kojem
se nijedan Stap ne produljuje ni ne skrauje. Stapovi se pri tome gibanju samo zakre¢u oko
svojih lezajnih ¢vorova, a Cvorovi se gornjega Cetverokuta u teoriji malih pomaka gibaju po
vodoravnim pravcima (stvarno je gibanje po kruznicama kojima su sredista u polovistima
spojnica lezajnih ¢vorova).

Gibanje se najjasnije prati u tlocrtu, u ravnini XY (slika 7.). Gornji cetverokut, koji u pocetnom
poloZaju ima oblik kvadrata, pri pomaku se deformira tako da se jedan par nasuprotnih
cvorova medusobno priblizava, dok se drugi par istodobno udaljava. Kvadrat tako prelazi u
romb. Duljine stranica Cetverokuta pritom se ne mijenjaju, mijenjaju se samo kutovi medu
njima, pa Stapovi gornjega prstena ostaju nepromijenjene duljine. Kosi Stapovi koji povezuju
gornji Cetverokut s lezajnim Cvorovima prate to gibanje, takoder bez promjene duljine.
Bududi da je takav sustav pomaka moguc bez ikakve promjene duljina Stapova, sistem
je mehanizam. Kako postoji jedan nezavisan sustav pomaka, rijec je o mehanizmu s jednim
stupnjem slobode, m= 1. Na skici su pomaci ¢vorova u tlocrtu oznaceni strelicama koje
pokazuju smjer gibanja svakoga cvora; iz njih se vidi opisani prijelaz kvadrata u romb.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

VN /N

RAVNINA XY

Slika 7.: Pomaci simetricnoga prstenastog Cetverokuta, projekcije na tri ravnine
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Staticki neodredeni mehanizam

Slika 8.: Pomaci simetricnoga prstenastog Cetverokuta, aksonometrijski prikaz
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Staticki neodredeni mehanizam

4.2. Pomaci u staticki odredenom sistemu

Da bi se olaksalo razmatranje sila, iz prstena se privremeno uklanja jedan Stap gornjega
cetverokuta (slike 9.1 10.). Uklanjanjem toga Stapa smanjuje se broj Stapova za jedan, ¢ime
nestaje stanje unutarnje ravnoteze, pa dobiveni sistem viSe nije staticki neodreden. Bitno je
pritom da uklanjanje toga Stapa ne sprjecava gibanje: prsten je i prije bio geometrijski
promjenjiv, a oduzimanjem jednoga Stapa ostaje promjenjiv na isti nacin.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 9.: Cetverokutni sistem s uklonjenim &tapom prstena, projekcije na tri ravnine

Slika 10.: Cetverokutni sistem s uklonjenim tapom prstena, aksonometrijski prikaz
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Staticki neodredeni mehanizam

Pomaci Cvorova u takvom sistemu jednaki su pomacima mehanizma opisanima u
prethodnom odjeljku. Gornji se Cetverokut i dalje deformira iz kvadrata u romb (slike 11.
i 12.), uz iste smjerove gibanja ¢vorova. Mehanizam se, dakle, nije promijenio, a razlika je
samo u tome 5to je sistem sada staticki odreden.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

VN N

RAVNINA XY

Slika 11.: Pomaci staticki odredenog sistema, projekcije na tri ravnine

Slika 12.: Pomaci staticki odredenog sistema, aksonometrijski prikaz
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Staticki neodredeni mehanizam

Time se dobiva pogodno polaziste za razmatranje sila. Mehanizam kaoji se proucava ostao
je isti, ali je sistem sveden na staticki odreden. U takvom su sistemu sile u Stapovima za
zadano opterecenje jednoznacno odredene uvjetima ravnoteze Sto u staticki neodredenom
prstenu nije slucaj.

4.3. Opterecenje parom sila na mjestu uklonjenoga Stapa

Na staticki odredeni sistem dobiven u prethodnom odjeljku nanosi se opterecenje na mjestu
na kojem je Stap uklonjen (slika 13.). To opterecenje cCini par sila, dvije sile jednakih iznosa i
suprotnoga smjera, koje djeluju uzduz pravca na kojem je uklonjeni Stap lezao, s
hvatistima u ¢vorovima koje je taj Stap povezivao. RijeC je upravo o silama koje bi uklonjeni
Stap, da je prisutan, prenosio na ta dva ¢vora.

Slika 13.: Opterecenje parom sila na mjestu uklonjenoga Stapa

Pod tim se opterecenjem sistem nalazi u ravnotezi. Buduci da je staticki odreden, sile u svim
Stapovima jednoznacno su odredene uvjetima ravnoteze u cvorovima: u svakom ¢voru zbroj
sila iz prikljucenih Stapova i vanjske sile (ako u njemu djeluje) jednak je nuli. Tako se
opterecenje parom sila prenosi kroz sistem do lezajnih ¢vorova, pri Cemu se u svakom Stapu
javlja sila odredena iznosa i smjera.

Postupak uravnotezenja (slika 15.) prikazan je graficki na izdvojenom cvoru (slika 14.) u
kojem djeluju jedinicna sila 1 i sile u Stapovimaa, bii c.
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Staticki neodredeni mehanizam

Slika 14.: Opterecenje parom sila na mjestu uklonjenoga Stapa

Postupak je prostorna varijacija Culmannova postupka. U ravninskom Culmannovu
postupku sile leZze u istoj ravnini, ali ne prolaze istom tockom, dok u ovom slucaju sile
prolaze istim cvorom, ali ne leze u jednoj ravnini. Sile se grupiraju u dva para: jedinicna sila
1isila u Stapu c cine jedan par, a sile u Stapovima a i b drugi par. Svaki se par zamjenjuje
pripadajucom rezultantom. Rezultanta para sila lezi u ravnini odredenoj pravcima djelovanja
tih sila (u Culmannovom postupku rezultanta prolazi sjeciStem pravaca). Ako je ¢vor u
ravnotezi, rezultante tih parova moraju djelovati na istom pravcu, biti jednakoga intenziteta
i suprotnoga smisla [9]. Buduci da taj pravac mora biti u ravninama oba para, njihova je
presjecnica (u Culmannovom postupku mora proci sjeciStima oba para, pa je na njihovoj
spojnici).

Postupak zapocinje u tlocrtu. U tlocrtu se zatvara poligon sila za jedinicnu silu 1', silu u Stapu
c' i rezultantu sila u Stapovima a i b, oznacenu s a' + b'. Nakon Sto se ta rezultanta odredi,
postupak se nastavlja u nacrtu. U nacrtu se rezultanta a" + b" rastavlja u komponente u
pravcimaa"ib", cime se dobivaju sile u Stapovima ai b.
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Staticki neodredeni mehanizam

RAVNINA XZ
1 n Cll

RAVNINA XZ
1" ¢

RAVNINA XY

a"+b"

Slika 15.: Graficko uravnotezenje ¢vora nakon uklanjanja stapa
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Staticki neodredeni mehanizam

U nekim su Stapovima dobivene sile vlacne, a u nekima tlacne. Na slici su vlacni Stapovi
prikazani plavom, atlac¢ni Stapovi crvenom bojom, pa se raspodjela sila moze pratiti u
projekcijama na sve tri ravnine, u nacrtu, bokocrtu i tlocrtu (slike 16.i 17.).

RAVNINA YZ RAVNINA XZ
O) )
RAVNINA XY
® Q ®
C )
[ 0 L]

Slika 16.: Sile u Stapovima pod opterecenjem, projekcije na tri ravnine

Slika 17.: Sile u Stapovima pod opterecenjem, aksonometrijski prikaz
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5. SIMETRICNI CETVEROKUTNI SISTEM S KOSIM PRAVCIMA GIBANJA
CVOROVA

U prethodnom je poglavlju razmotren simetricni cetverokutni sistem u kojem se Cvorovi
gornjega prstena gibaju po vodoravnim pravcima. Sada se razmatra slozenija varijacija
istoga prstenastog sistema (slike 18. i 19.), u kojoj su parovi Stapova kojima su pojedini
cvorovi spojeni s podlogom u kosim ravninama, pa se cvorovi gornjega Cetverokuta pri
gibanju ne pomicu vodoravno, nego po kosim pravcima, okomitima na ravnine parova
Stapova. Geometrija prstena ostaje ista, mijenja se samo usmjerenje pravaca po kojima se
cvorovi mogu gibati pa se i svojstva sistema mogu usporediti s onima
iz osnovnoga, jednostavnijeg slucaja.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 18.: Simetricni Cetverokutni sistem s kosim pravcima gibanja, projekcije na tri ravnine
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Slika 19.: Simetricni Cetverokutni sistem s kosim pravcima gibanja, prostorni prikaz

5.1. Pomaci mehanizma

Kao i u jednostavnijem slucaju, sistem dopusta pomak slobodnih ¢vorova pri kojem se
nijedan Stap ne produljuje ni ne skracuje. Razlika je u smjeru gibanja: ¢vorovi gornjega
cetverokuta ne pomicu se po vodoravnim pravcima, nego po kosim, nagnutim u odnosu na
ravninu gornjega prstena. Pri tom se gibanju Stapovi zakrecu, a gornji Cetverokut mijenja
oblik bez promjene duljina svojih stranica.

Na slikama 20. i 21. su pravci gibanja ¢vorova oznaceni strelicama. Strelice pokazuju da se
susjedni Cvorovi gornjega Cetverokuta gibaju u suprotnim smjerovima, slicno kao u
vodoravnom slucaju, ali sada uz vertikalnu komponentu pomaka, zbog koje pravci gibanja
postaju kosi. Buduci da je takav sustav pomaka moguc bez promjene duljina Stapova i da
postoji jedan takav nezavisan pomak, sistem je i u ovom slucaju mehanizam s jednim
stupnjem slobode, m= 1.
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RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 20.: Pomaci po kosim pravcima gibanja, projekcije na tri ravnine

Slika 21.: Pomaci po kosim pravcima gibanja, prostorni prikaz
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5.2. Stanje unutarnje ravnoteze

| u ovom slucaju sistem se moze biti u stanju unutarnje ravnoteze u kojem postoji sustav
sila u Stapovima u ravnotezi u svim ¢vorovima bez vanjskoga opterecenja. U svakom je
slobodnom ¢voru zbroj sila iz prikljucenih Stapova jednak nuli, premda na sistem ne djeluje
nikakva vanjska sila. Time je i ovaj prsten istodobno geometrijski promjenjiv i staticki
neodreden, dakle staticki neodredeni mehanizam sa s= m =1, kao i u slu¢aju s vodoravnim
pravcima gibanja.

Na skici su vlacnistapovi prikazani plavom, atlacni Stapovicrvenom bojom, pa se
raspodjela sila stanja unutarnje ravnoteze moze pratiti kroz cijeli prsten (slike 22.i23.)

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 22.: Stanje unutarnje ravnoteze, projekcije na tri ravnine

/"" *'~\

Slika 23.: Stanje unutarnje ravnoteze, prostorni prikaz
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5.3. Ravnoteza za vanjsko opterecenje koje se moze uravnoteziti

Slika 24.: Vanjsko opterecenje koje se moze uravnoteziti

Buduci da je sistem staticki neodredeni mehanizam, ne moZze se svako vanjsko opterecenje
uravnoteziti silama u Stapovima. Uvjet ravnoteZe opisuje se pomocu ravnotezne matrice A.
Za svaki slobodni Cvor pisu se tri jednadzbe ravnoteze, u smjerovima koordinatnih osi x, yi
z, a koeficijenti uz nepoznate sile u Stapovima ¢ine matricu A [1].

Sustav jednadzbi ravnoteze zapisuje se u obliku
As+f=0,
odnosno
As=-f

U tom je zapisu s vektor vrijednosti sila u stapovima, a f vektor vanjskih sila u slobodnim
¢vorovima. Ako sistem ima b Stapova i nsslobodnih ¢vorova, tada vrijedi

A:R— R5T.
Matrica A zato preslikava sile u Stapovima u sile u slobodnim ¢vorovima [1].

Vanjsko opterecenje moZe se uravnoteziti samo ako postoji vektor sila u Stapovima s koji
zadovoljava jednadzbu A s = -f. Drugim rijeCima, opterecenje se moze uravnoteziti ako
pripada prostoru stupaca ravnotezne matrice A. Prostor stupaca matrice A je prostor
vanjskih sila koje se mogu uravnoteziti.
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Ako opterecenje nije u prostoru stupaca matrice A, tada jednadzbe ravnoteze nemaju
rjeSenje. Takvo opterecenje ima nenultu komponentu u lijevoj jezgri matrice A. Lijeva jezgra
je prostor vanjskih sila koje se ne mogu uravnoteziti [1].

Isti se odnos moze opisati kinematickom matricom B, koja preslikava pomake slobodnih
¢vorova u promjene duljina Stapova:

Bu-=-d.
Za sisteme zglobnih Stapova vrijedi
B=A"
Ako pomaci ¢vorova ne uzrokuju promjene duljina Stapova, tada je:
Bu=0.

RjeSenja te jednadzbe cine jezgru matrice B. U toj su jezgri pomaci mehanizma, odnosno
pomaci koji ne uzrokuju promjene duljina Stapova. Buduci da je B = A/, lijeva jezgra
ravnotezne matrice A jednaka je jezgri kinematicke matrice B. Zato se opterecenje koje ima
komponentu u lijevoj jezgri matrice A ne moze uravnoteziti silama u Stapovima, nego
uzrokuje gibanje sistema po pomaku mehanizma [1].

S druge strane, jezgra ravnotezne matrice A odredena je jednadzbom:
As=0.

Rjesenja te jednadzbe su stanja unutarnje ravnoteze, odnosno sustavi sila u Stapovima koji
su u ravnotezi bez vanjskoga opterecenja [1].

Opceniti je uvjet ovaj: opterecenje se moze uravnoteZiti ako pripada prostoru stupaca
ravnotezne matrice, a ne moze se uravnoteziti ako ima komponentu u lijevoj jezgri
ravnotezne matrice.

U promatranom primjeru (slika 24.) vanjsko je opterecenje rasporedeno simetricno: na sva
Cetiri slobodna Cvora gornjega prstena djeluju jednake sile. Takvo opterecenje pripada
prostoru stupaca matrice A. Zato postoji sustav sila u Stapovima koji ga moze uravnoteziti.
Mehanizam i dalje postoji, ali zadano opterecenje ne uzrokuje gibanje sistema.

Kada bi sila, recimo, djelovala samo u jednom slobodnom cvoru, takvo opterecenje ne bi
pripadalo prostoru stupaca matrice A, nego bi imalo komponentu u lijevoj jezgri. Zbog toga
se ne bi moglo uravnoteziti silama u Stapovima. Prema tome, nije dovoljno promatrati samo
smjer pojedine sile, nego treba promatrati cijeli vektor opterecenja i njegov polozaj u odnosu
na prostor stupaca ravnotezne matrice.
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5.4. Graficki postupak uravnotezenja simetricnog opterecenja

Zadano opterecenje moze se uravnoteziti i grafickim postupkom. Na slici 26. prikazan je
postupak za izdvojeni évor (slika 25.) prstenastoga sistema. Stapovi prikljuéeni u promatrani
¢vor oznaceni su slovima a, b, cid, a njihove projekcije u tlocrtu i nacrtu oznacene su jednim,
odnosno dvama apostrofima. U tlocrtu su osi svih Stapova vidljive odvojeno, dok se u nacrtu
osi simetricnih parova poklapaju, pa vrijedia" =b"ic"=d".

Zbog simetrije sistema sile u Stapovima koji se u nacrtu poklapaju imaju jednake vrijednosti.
Zato se djelovanje para stapova a i b moze zamijeniti rezultantom R., a djelovanje para
Stapova c i d rezultantom R. Ravnoteza izdvojenog cvora tada se svodi na ravnotezu triju
sila: vanjske jedinicne sile i dviju rezultanata R. i Rq. U nacrtu se zatvara poligon sila, iz
kojega se odreduju nacrti rezultanata Ra" i R [10].

Nakon toga se rezultante rastavljaju na sile u pojedinim Stapovima. Rezultanta R4 rastavlja
se u tlocrtu na sile Sci Sq, jer su pravci c'i d' u tlocrtu vidljivi odvojeno.

Za par stapova a i b treba prethodno odrediti pravi kut izmedu njihovih osi. Zato se ravnina
odredena tim Stapovima rotira u tlocrtnu ravninu. Duljina priklonice koja se u nacrtu poklapa
s nacrtima Stapova a i b, ocitana u nacrtu, prenosi se u tlocrt, Cime se dobiva rotirani polozaj
promatrane tocke. Rotirani polozaji osi Stapova oznaceni su zagradama, (a) i (b). U tako
dobivenoj pravoj veliCini rezultanta R., rastavlja se u sile S. i S, povlacenjem paralela s
pravcima (a) i (b).

Na taj se nacin prostorni zadatak ravnoteze izdvojenoga Cvora svodi na dva ravninska
rastava rezultanata u komponente na pravcima pripadnih Stapova.

Slika 25.: Prstenasti sistem s oznacenim Stapovima u izdvojenom ¢voru, aksonometrijski
prikaz
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Slika 26.: Graficki postupak odredivanja sila u Stapovima u izdvojenom cvoru

Na slici 27 prikazana je konacna raspodjela sila u Stapovima dobivena grafickim postupkom.
Sve sile u promatranim Stapovima su tlaéne. Stapovi gornjega prstena, oznaceni
svijetlocrveno, imaju medusobno jednake vrijednosti sila, dok kosi Stapovi, oznaceni
tamnocrveno, takoder imaju medusobno jednake vrijednosti sila. Time se potvrduje
simetricna raspodjela unutarnjih sila za zadano simetri¢no vanjsko opterecenje.

A

Slika 27.: Konacna raspodjela sila u Stapovima
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6. TROKUT

Dosadasnji su primjeri pokazali da je simetricni Cetverokutni sistem staticki neodredeni
mehanizam, sistem koji istodobno ima mehanizam i stanje unutarnje ravnoteze. Postavlja
se pitanje je li to svojstvo zajednicko svim prstenastim sistemima ili ovisi o broju stranica
prstena. Da bi se to razjasnilo, razmatra se prsten s neparnim brojem stranica i to
najjednostavniji, jednakostranicni trokut.

Trokutni prsten graden je jednako kao Cetverokutni, samo s tri stranice koje spajaju
slobodne cvorove umjesto Cetiri. Gornji trokut povezan je kosim Stapovima s lezajnim

¢vorovima. Za razliku od cetverokuta, ovaj sistem nema ni mehanizma ni stanja unutarnje
ravnoteze (slike 28.129.).

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 28.: Trokutni prsten, projekcije na tri ravnine
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Slika 29.: Trokutni prsten, aksonometrijski prikaz

6.1. Nepostojanje mehanizma

Trokutni je prsten geometrijski nepromjenjiv. Ne postoji pomak slobodnih ¢vorova moguc
bez promjene duljina Stapova: svaki pomak cvorova gornjega trokuta zahtijeva produljenje
ili skracenje barem jednoga Stapa. Sistem stoga nema mehanizma, pa je m=0.

To se moze pokazati pokuSajem pomaka. Pomaknu li se cvorovi gornjega trokuta,
geometrija prstena ne dopusta da svi Stapovi pri tome zadrze svoju duljinu. Barem jedan
Stap mora promijeniti duljinu, pa pretpostavljeni pomak nije moguc kao pomak mehanizma.
Na slici 30. je taj Stap, koji se pri pokuSaju pomaka skracuje, istaknut crvenom
bojom. Postojanje jednoga takvog Stapa pokazuje da pomak nije moguc bez promjene
duljina, ¢Cime je potvrdeno da je sistem geometrijski nepromjenjiv.

RAVNINA XY

Slika 30.: Pokusaj pomaka trokuta, skraceni stap istaknut crvenom bojom
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6.2. Nepostojanje stanja unutarnje ravnoteze

Trokutni prsten nije u stanju unutarnje ravnoteze. Ne postoji raspodjela sila u Stapovima
koja bi bila u ravnotezi u svim cvorovima bez vanjskog opterecenja. Jedino rjeSenje uvjeta
ravnoteze bez vanjskih sila jest da su sile u svim Stapovima jednake nuli. Sistem je stoga
staticki odreden, s=0.

6.3. Usporedba s cetverokutom

Trokutni i ¢etverokutni prsteni razlikuju se, dakle, u temeljnom svojstvu. Cetverokutni je
prsten staticki neodredeni mehanizam, sa s = m = 1, dok trokutni nema ni jedno od tih dvaju
svojstava, s= m= 0. Premda u oba slucaja prebrojavanje daje istu vrijednost b- 3n,= 0,
sistemi se bitno razlikuju: trokutni je geometrijski nepromjenjiv i staticki odreden, a
cetverokutni je istodobno geometrijski promjenjiv i staticki neodreden.

Iz te se usporedbe vidi da pojava mehanizma i stanja unutarnje ravnoteze ovisi o broju
stranica prstena. Trokut, s neparnim brojem stranica, ponasa se kao obitna geometrijski
nepromjenjiva konstrukcija, dok se Cetverokut, s parnim brojem stranica, ponasa kao
staticki neodredeni mehanizam. To zapazanje vodi do poopcenjana proizvoljan broj
stranica, kojim se objasnjava i ponasanje osmerokuta.
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7. PARAN | NEPARAN BROJ STRANICA PRSTENA

Usporedba trokuta i Cetverokuta pokazala je da ponasanje prstenastoga sistema ovisi o
broju stranica prstena. Trokut, s neparnim brojem stranica, geometrijski je nepromjenjiv i
staticki odreden, dok je Cetverokut, s parnim brojem stranica, staticki neodredeni
mehanizam.

Pravilni prsten s parnim brojem stranica ima svojstvo koje prsten s neparnim brojem
stranica nema, a to je zrcalna simetrija s obzirom na ravninu koja prolazi kroz dva
nasuprotna vrha gornjega mnogokuta. Pri parnom broju stranica nasuprot svakomu vrhu
nalazi se drugi vrh, pa takva ravnina postoji. Pri neparnom broju stranica nasuprot vrhu
nalazi se sredina stranice, pa nasuprotnih vrhova nema, a onda, naravno, nema ni ravnine
simetrije kroz dva nasuprotna vrha nema.

Upravo ta zrcalna simetrija omogucuje pojavu mehanizma. Tarnai je pokazao da prstenasta
struktura zglobnih Stapova s parnim brojem stranica, ¢ini mehanizam ako je simetrican s
obzirom na ravninu koja prolazi kroz dva vrha gornjega mnogokuta [5]. Postojanje te
ravnine simetrije je uvjet pomicnosti. Stoga prsten s parnim brojem stranica ima
mehanizam, a prsten s neparnim brojem stranica nema.

Zbog prosirenoga Maxwellova pravila pojava mehanizma povlaci za sobom i pojavu stanja
unutarnje ravnoteze. Za sve te prstene prebrojavanje daje b- 3n= 0, pa jes-m= 0,
odnosno s = m. Kod prstena s neparnim brojem stranica nema mehanizma, m=0, pajei

5=0, teje sistem geometrijski nepromjenjiv i staticki odreden. Kod prstena s parnim brojem
stranica postoji mehanizam, m=1,pajei s = 1, te je sistem staticki neodredeni mehanizam.

Zakljucujemo da se trokut i ostali pravilni prsteni s neparnim brojem stranica ponasaju kao
obicne geometrijski nepromjenjive konstrukcije, dok se pravilni Cetverokut, Sesterokut,
osmerokut i ostali prsteni s parnim brojem stranica ponasaju kao staticki neodredeni
mehanizmi.
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8. CETVEROKUTNI SISTEM S JEDNOM 0S| SIMETRIJE

U dosadasnjim su poglavljima razmatrani .potpuno” simetricni Cetverokuti s Cetiri osi
simetrije (dvije osi prolaze nasuprotnim vrhovima, a dvije polovistima nasuprotnih stranica).
Sada se razmatra Cetverokutni sistem s ..narusenom” simetrijom, koji ima samo jednu os
simetrije (Cetverokut je i sada kvadrat, ali je simetrija cijeloga prstenastog sistema narusena
pomicanjem lezajnoga cvora). Time se ispituje zadrzava li se svojstvo staticki neodredenoga
mehanizma i kada simetrija nije potpuna. Geometrija se prikazuje Mongeovom metodom, u
tlocrtu, nacrtu i bokocrtu (slika 31.), pri Cemu se tocke oznacavaju ovisno o ravnini projekcije:
jednom crticom u tlocrtu (1', 5'), dvjema u nacrtu (1", 5") i trima u bokocrtu (1", 5™). Slobodni
su Cvorovi gornjega Cetverokuta oznaceni brojevima 5 do 8, a lezajni ¢vorovi brojevima 1 do
4.,

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

7 8" 6" 5m 8" 5" 7" 6"

RAVNINA XY

Slika 31.: Cetverokutni sistem s jednom osi simetrije
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8.1. Pomaci mehanizma

Da bi se odredio pomak mehanizma, najprije se utvrduje pravac po kojem se svaki slobodni
cvor moze gibati. Svaki je slobodni Cvor gornjega Cetverokuta s dva kosa Stapa vezan za dva
lezajna Cvora. Ta dva Stapa odreduju ravninu, a pomak cvora koji ne mijenja duljinu
nijednoga od njih mora biti okomit na oba, dakle okomit na tu ravninu. Smjer gibanja cvora
stoga je okomica, odnosno normala, na ravninu dvaju kosih Stapova kojima je cvor vezan za
lezajeve. U prikazu je ta okomica oznacena s 0. (slika 32.).

Smjer gibanja odreduje se Mongeovom metodom, preko tragova te ravnine [6]. Prvi trag,
oznacen s r,, presjecnica je ravnine s tlocrtnom ravninom, a buduci da oba lezajna ¢vora leze
u tlocrtnoj ravnini, prvi je trag upravo spojnica tih dvaju lezajeva. Drugi trag, oznacen s
r,, presjecnica je s nacrtnom ravninom i odreduje se s pomocu sutraznice prve skupine. Ta
je sutraznica, oznacena s s,, pravac ravnine paralelan s prvim tragom, pa je njezin tlocrt
paralelan s r,, a nacrt paralelan s osi x [6]. Promatrani ¢vor leZi na toj sutraznici. Tocka u
kojoj sutraznica sijeCe os x podize se na nacrtsutraznice, ¢ime se dobiva njezino
drugo probodiste. Buduci da se tragovi ravnine sijeku na osi x, spajanjem toga probodista s
presjekom prvoga traga i osi dobiva se drugi trag r, (slika 32.).

Smjer pomaka cvora sada se crta kao okomica o na tako odredenu ravninu. Prema svojstvu
okomitosti pravca i ravnine u Mongeovoj metodi, tlocrt okomice okomit je na prvi trag, a
nacrt okomice na drugi trag, dakleo' L r,i0" L r,[6].

Kada je smjer gibanja jednoga ¢vora poznat, pomaci ostalih ¢vorova odreduju se prijenosom
kroz prsten. Jednome se slobodnom cvoru zada proizvoljan pomak po njegovu smjeru
gibanja, a zatim se taj pomak prenosi na susjedni ¢vor preko uvjeta da se duljina Stapa medu
njima ne mijenja: u teoriji malih pomaka projekcije pomaka dvaju krajeva Stapa na spojnicu
tih cvorova moraju biti jednake. Time je odreden pomak susjednoga Cvora, pa se postupak
ponavlja redom kroz cijeli prsten. Pomaci se usklade oko cijeloga prstena, pa je pomak svih
cvorova moguc bez promjene duljina Stapova. Sistem je stoga mehanizam s jednim
stupnjem slobode, m= 1.
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RAVNINA YZ

RAVNINA XZ
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Slika 32. Konstrukcija smjera gibanja cvora
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RAVNINA YZ RAVNINA XZ

1%

AVNINA XY

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

Slika 33. Pomaci Cetverokutnoga sistema s jednom osi simetrije, projekcija na tri ravnine
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RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 34. Pomaci cetverokutnoga sistema s jednom osi simetrije, projekcije na tri ravnine
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8.2. Stanje unutarnje ravnoteze

Sistem zadrzava i stanje unutarnje ravnoteze. Postoji raspodjela sila u Stapovima koja je u
ravnotezi u svim slobodnim ¢vorovima bez vanjskoga opterecenja, dakle takva da se u
svakom cvoru sile iz prikljucenih Stapova ponistavaju. Time je Cetverokutni sistem s jednom
osi simetrije i dalje staticki neodredeni mehanizam, sa s=m= 1, kao i potpuno simetricni
slucaj.

Iz toga slijedi da je jedna os simetrije dovoljna da sistem zadrzi oba svojstva. Smanjenje
simetrije s dvije (zapravo Ccetiri) osi na jednu ne mijenja svojstvo sistema: on ostaje
istodobno geometrijski promjenjiv i staticki neodreden.
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9. NESIMETRICNI CETVEROKUTNI SISTEM

U prethodnom je poglavlju razmotren cetverokutni sistem s jednom osi simetrije, koji je
zadrzao svojstvo staticki neodredenoga mehanizma. Sada se razmatra nesimetricni
cetverokutni sistem (slika 35.), kod kojega sistem nema nijedne osi simetrije. Time se
dovrsava niz u kojem se simetrija sistema postupno smanjuje, od potpuno simetricnoga
cetverokutnoga, preko onoga s jednom osi, do nesimetricnoga. Geometrija se i ovdje
prikazuje Mongeovom metodom, u tlocrtu, nacrtu i bokocrtu, s tockama oznacenima
crticama prema ravnini projekcije [6].

RAVNINA YZ RAVNINA XZ
7 8"‘ 61" 5"! 8" 5"’7" 6"
V\[ M N
4 3" 1", 2 " 2" 3
RAVNINA XY
4 7 3
°
8 ) 6
1' e ,
5' 2

Slika 35.: Nesimetricni cetverokutni sistem

9.1. Nepostojanje pomaka

Pomak se i ovdje pokusava odrediti na isti nacin kao i kod slucaja s jednom osi simetrije.
Svaki je slobodni ¢vor vezan dvama kosim Stapovima za dva lezajna cvora,
koji odreduju ravninu, pa je smjer gibanja cvora okomica o na tu ravninu. Ta se okomica
konstruira Mongeovom metodom, preko tragova ravnine: prvi trag r, spojnica je dvaju
lezajeva, a drugi trag r, odreduje se s pomocu sutraznice prve skupine na kojoj lezi
promatrani cvor [6]. Tlocrt okomice okomit je na prvi trag, a nacrt na drugi.

Pomaci se zatim pokuSavaju prenijeti kroz prsten. Jednome se slobodnom cvoru
zadaje proizvoljan pomak po njegovu smjeru gibanja. Taj se pomak prenosi na susjedni ¢vor
preko uvjeta da se duljina Stapa medu njima ne mijenja, pa projekcije pomaka dvaju krajeva
Stapa na njihovu spojnicu moraju biti jednake. Time je odreden pomak susjednoga cvora, a
postupak se nastavlja redom kroz prsten (slike 36.i 37.).
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Kada se postupak provede oko cijeloga prstena, pomak posljednjega Cvora odreden je
dvama uvjetima. Pokazuje se da se ta dva uvjeta ne mogu zadovoljiti istodobno: pomak koji
slijedi iz jedne spojnice razlikuje se od pomaka koji slijedi iz druge. Pomak koji bi zadovoljio
sve Stapove istodobno stoga ne postaji, pa nijedan pomak prstena nije moguc bez promjene
duljina Stapova (Slika 37.). Sistem je geometrijski nepromjenjiv, m = 0.

Razlog lezi u izostanku simetrije. Kod simetricnih je Cetverokuta raspored Stapova takav da
se zadani pomak moze uskladiti oko cijeloga prstena i zatvoriti u jedinstven mehanizam.
Kada se simetrija ukloni, to uskladivanje viSe nije moguce, pa pomak bez promjene duljina
Stapova ne postoji.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

1xo

Slika 36. Pokusaj pomaka
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RAVNINA YZ RAVNINA XZ

1%,

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

Slika 37. Pokusaj pomaka
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9.2. Usporedba sa simetricnim slu€ajevima

Nesimetricni se Cetverokutni sistem ponasa drukcije od simetricnih. Potpuno simetricni
cetverokutni sistem i Cetverokutni sistem s jednom osi simetrije staticki su neodredeni
mehanizmi, sa s=m= 1, dok nesimetricni Cetverokutni sistem nema ni mehanizma ni
stanja unutarnje ravnoteze, s= m= 0. Premda u svim slucajevima prebrojavanje daje istu
vrijednost b - 3n_f = 0, sistemi se bitno razlikuju: nesimetricni je Cetverokutni sistem, kao i
trokutni, geometrijski nepromjenjiv i staticki odreden.

Time se pokazuje da simetrija nije sporedno svojstvo, nego upravo ono 5to kod Cetverokuta
omogucuje pojavu mehanizma i stanja unutarnje ravnoteze. Vec je jedna os simetrije
dovoljna da sistem zadrzi ta svojstva, dok se njihovim potpunim gubitkom sistem ponasa
kao obi¢na geometrijski nepromjenjiva konstrukcija.
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10. OSMEROKUT

Na pocetku rada osmerokut katedrale u Elyjuposluzio je kao motivacija, primjer
konstrukcije Cije ponasSanje klasicno prebrojavanje ne objasnjava. Nakon Sto su na
jednostavnijim prstenima objasnjeni pojmovi mehanizma i stanja unutarnje ravnoteze te
pokazana uloga simetrije, osmerokut se sada moze razmotriti s razumijevanjem.

Osmerokutni je prsten graden kao i prethodni prstenasti sistemi, samo s osam stranica.
Gornji osmerokut povezan je kosim Stapovima s lezajnim Cvorovima. Sistem ima osam
slobodnih cvorova gornjega osmerokuta, osam lezajnih Cvorova i dvadeset i Cetiri Stapa.
Prebrojavanje daje b- 3n=3 -8 - 24 = 0, pa bi po Maxwellovu pravilu konstrukcija trebala
biti geometrijski nepromjenjiva i staticki odredena. No osmerokut je, poput simetricnoga
cetverokutnog sistema, potpuno simetrican prsten. Upravo ta simetrija, kao sto je pokazano
na prethodnim primjerima, omogucuje istodobnu pojavu mehanizma i stanja unutarnje
ravnoteze.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

ZVNN VAN

RAVNINA XY

Slika 38. Osmerokut, prikaz u projekcijama na tri ravnine
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10.1. Pomaci mehanizma

Osmerokutni prsten ima zrcalnu simetriju s obzirom na ravninu koja prolazi kroz dva
nasuprotna vrha gornjega osmerokuta. Kako je pokazano u poglavlju o parnom i neparnom
broju stranica, upravo ta simetrija omogucuje pojavu mehanizma [5]. Sistem stoga dopusta
pomak slobodnih ¢vorova bez promjene duljina Stapova: Cvorovi gornjega osmerokuta
gibaju se po svojim smjerovima, a prsten pri tome mijenja oblik. RijeC je 0 mehanizmu s
jednim stupnjem slobode, m= 1.

RAVNINA YZ RAVNINA XZ

RAVNINA XY

Slika 39. Pomaci osmerokuta, projekcije na tri ravnine
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10.2. Stanje unutarnje ravnoteze

Osmerokutni prsten ima i stanje unutarnje ravnoteze, raspodjelu sila u Stapovima koja je u
ravnotezi u svim slobodnim cvorovima bez vanjskoga opterecenja. U svakom je slobodnom
¢voru zbroj sila iz prikljucenih Stapova jednak nuli, premda na sistem ne djeluje nikakva
vanjska sila. Na prikazu su vlacni Stapovi oznaceni plavom, a tlacni crvenom bojom.

Time je osmerokut, kao i simetricni Cetverokut, staticki neodredeni mehanizam sa

s=m= 1. Premda prebrojavanje dajeb- 3m= 0, Sto bi odgovaralo geometrijski
nepromjenjivoj i staticki odredenoj konstrukciji, osmerokut to nije: istodobno je geometrijski
promjenjiv i jedanput staticki neodreden. To je upravo ponasanje koje je na pocetku rada
djelovalo neobicno, a sada se objasnjava kao posljedica parnoga broja stranica i pripadne
zrcalne simetrije prstena.

RAVNINA YZ

AANWAAN

Slika 40. Stanje unutarnje ravnoteze osmerokuta
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10.3. Osmerokut katedrale u Elyju

Time se objasnjava tvrdnja Wade i Heymana, prema kojoj je osmerokut bio arhitektonsko
remek-djelo, ali u izvornom obliku i donekle konstrukcijska pogreska [3]. Kao staticki
neodredeni mehanizam, osmerokutni prsten u idealnom modelu zglobnih Stapova nije
geometrijski nepromjenjiv, nego dopusta pomak bez promjene duljina Stapova. Takva
konstrukcija ne moZe pouzdano nositi proizvoljno opterecenje, jer se opterecenje u smjeru
mehanizma ne moze uravnoteziti silama u Stapovima.

Postavlja se pitanje kako je onda osmerokut mogao nositi lanternu stoljecima. Jedan dio
odgovora nalazi se u vrsti opterecenja. Sistem ne moze uravnoteziti svako opterecenje, ali
opterecenje koje ne pokrece mehanizam uravnotezuje silama u Stapovima. Tezina lanterne,
rasporedena na cvorove prstena, upravo je takvo opterecenje, pa ga konstrukcija moze
preuzeti unatoC svojoj pomicnosti. Wade i Heyman su pritom istaknuli i da nejednolika
raspodjela sila, kakva nastaje pri stvarnom opterecenju, ne narusava osjetljivu ravnotezu
osnovnoga prostornog okvira [3].

Drugi je dio odgovora u tome 5to konstrukcija u izvornom obliku nije ostala nepromijenjena.
Nekoliko je stoljeca nakon gradnje zateCena u loSem stanju, pa su pri kasnijim obnovama
uvedene dijagonalne ukrute i potporno okvirno pojacanje, koji su je ucinili pouzdanom [3].
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11. ZAKLJUCAK

U radu su razmotreni staticki neodredeni mehanizmi, sistemi koji su istodobno geometrijski
promjenjivi i staticki neodredeni. Pokazano je da ih klasicno Maxwellovo pravilo ne
prepoznaje, jer prebrojavanjem Stapova i Cvorova otkriva samo razlikus-m, a ne
pojedinacne vrijednosti. Calladineovo poopcenje b- 3n=5s- mtu razliku objasnjava i
omogucuje da se takvi sistemi prepoznaju.

Na nizu prstenastih sistema pokazalo se da to ponasanje ovisi o broju stranica i o simetriji
prstena. Sistemi s prstenima s parnim brojem stranica staticki su neodredeni mehanizmi,
dok oni s neparnim brojem to nisu. Jednako tako, simetri¢ni prstenasti sistemi zadrzavaju
to svojstvo, dok ga nesimetricni gube.

Sva su ta svojstva prepoznata na osmerokutu katedrale u Elyju. Kao prsten s parnim brojem
stranica, osmerokut je staticki neodredeni mehanizam sa s=m= 1, cime je objasnjeno
njegovo ponasanje koje je u uvodu, gledano samo kroz prebrojavanje, djelovalo neobicno.
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