ELASTICNO TEZISTE

U gradnji mostova lukovi su vrlo ¢esto
upotrebljavane konstrukcije. U pravilu su
promjenjive krutosti po duljini te najcesce imaju
jednu os simetrije.

Kao $to je poznato, odredivanje unutarnjih sila na
upetom luku svodi se na rjeSavanje tri puta staticki
neodredenog sistema. Pritom luk ne mora imati niti
jednu os simetrije.

Jedan od nacina rjeSavanja tog tri puta staticki neodredenog sistema metodom sila prikazat ¢e se
na upetom okviru.

X1

Xa

Za odabrani osnovni sistem mogu se postaviti tri jednadzbe kontinuiteta (neprekinutosti):

X1'511+X2'512+X3'513+510:31
X, 6, +X, 0, +X, 8,48, =0

X, - 05,+X,0,+X,-0,,+0, =03

ili, u matricnom zapisu:

511 512 513 X, 510 §
521 522 523 | X, |+ 520 = %
531 532 533 X, 530 53

. D-X+A=A

Radi jednostavnosti izraza pretpostavit cemo da nema zadanih prisilnih pomaka, tj. A=0.
Slijedi: D- X +A=0

Izracun elemenata matrice fleksibilnosti (popustljivosti) relativno je jednostavan ako je luk
konstantnog popre¢nog presjeka a os zadana analitickim izrazom pogodnim za direktnu
integraciju.

Kada je oblik dobiven kao tla¢na linija ili je luk promjenjivog popre¢nog presjeka, koeficijenti
matrice fleksibilnosti raCunaju se numerickom integracijom.

MoZe se zamisliti da u ravnini luka postoji jedna tocka u kojoj su elementi matrice fleksibilnosti
van glavne dijagonale jednaki nuli. Dakle, vrijedi: 8;=0 za V i#j.




Ukoliko takva tocka postoji 1 ako su u nju postavljene nepoznate sile X;, X, 1 X3, matrica
fleksibilnosti bit Ce:

8, 6, 5] |4, 0 0
D= 521 522 523 =0 52*2 0
531 532 533 0 0 53*3

Sada jednadZbe neprekinutosti moZemo napisati:
X, 8,+6,=0
X, 0,+08,=0
X5 53*3 + 53*0 =0

Slijedi:
X, =-3
X, j—
X, =%

Xl 5% 0 0 6‘10
X, == 0 5= 0|8
X, 0 0 L|[&

Vidimo da se sustav od tri jednadZbe s tri nepoznanice raspada na tri neovisne jednadZbe sa po
jednom nepoznanicom (ortogonalizacija matrice fleksibilnosti).

Tocka u kojoj nepoznate sile imaju pretpostavljeno svojstvo zove se centar elasticnog pomaka
ili elasti¢no teZiSte.

Sile u elasticnom teZiSu oznacuju se sa X;, X, i X3 1ako su razli¢ite od jednako oznacenih na
osnovnom sistemu.

Poceti ¢emo odredenjem koordinata elasticnog teZista koje ¢emo oznaciti tockom C(xc,yc).




Sile iz elastiCnog teZiSta prenose se na okvir preko zamisljenog Stapa beskonacne krutosti.
Uvest ¢emo novi koordinatni sustav G,;) s ishodiStem u tocki C.

Rekli smo da su u elasti¢cnom teziStu 6;;=0 za V i#. Za odredenje xc i yc iskoristit ¢emo
jednadzbe:

5, =0, =0
5;3 :53*2 =
m=1y
mr=1-x
ms =1
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Shvati 1i se veli¢ina dg = kao element ,,teske linije®,

2

E1< )
linije®.
j j
Takoder moZemo shvatiti S;(y) = J-x -dg = J. 5 )ds kao stati¢ki moment ,,teSke linije* oko osi y
j j
te S;(x) =jy-dg I iy - ds Kao staticki moment ,,teSke linije” oko osi x.

i




Prema tim oznakama slijedi:

— S

C G
_ S
cC~— G

Potrebno je odrediti i kut y. Kut y kut je Sto ga sila X; zatvara sa osi x. Njega ¢emo odrediti iz
jednadzbe: o, =9, =0

n v
&=xcosy + ysiny & cosy siny | x
v nN=-xsiny+ ycosy n —siny cosy || y
3
v b3
f f 5 j(’ yeosy)-(xcosy+ysiny) j(’zfz) Xy(cos’ ysin’ y)
| mm, _ n- _ —xsiny+ycosy)-(xcosy+ysiny _ —x +y )sinycosy+xy(cos” y—sin” y _
512 - j EI(s)dS - _[ EI(s)ds _I EI(s) ds _I EI(s) ds =

i i i i

i i i
1sin 2y — D#mds - J.WS:I + cos 21//J. s ds=0
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2 .[ Ef(‘v) ds =

182y =— ]
J'EI(Y) ds — J-EI(V) ds
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E1< ) ds

bRl

El(s)
B o
moment inercije ,,teSke linije*“ oko osi y,a I;(x,y)= j s )ds centrifugalni moment inercije

i

,»teske linije* oko tocke C, tada je

—1 ( 2 (x.y)_ )
l// 2 arCtg I (y)-1g(x)

Dijagonalni elementi matrice fleksibilnosti odreduju se takoder prema ranije izvedenim izrazima
u koje uvrstimo pripadne karakteristike ,,teske linije*

J J
5, = J'E,(b)ds—jﬂ(é)ds—l (&) = I1,(x)cos* ¥ + I, (y)sin>y — I, (x, y)sin 2y

J J

8y, = [1ds = [ Fsds = 1,07) = I, (v)sin® yr + I (y)cos” yr + I, (x, y)sin 2y

i i

J J

« [ my’ — | _ds
533 - j EI(s)ds - I El(s) — G
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Elementi vektora A (J,,,J,,i0d,,) odreduju se kao i kod ostalih konstrukcija

Za simetri¢ne lukove/okvire/linijske elemente za potpuno odredenje elasticnog teZista treba
odrediti samo yc jer su xc=L/2 iy =0.

Fizikalno znacenje:

8 . poopceni pomak hvatista sile X; u smjeru njezina djelovanja
uzrokovan djelovanjem poopcene sile X
0, =0, ... teorem uzajamnosti pomaka
- 51*2 = 5;1 =0
S, pomak hvatista sile X; u smjeru njezina djelovanja uzrokovan djelovanjem sile X,

8,=0 sila X, ne izaziva pomak u smjeru sile X
Sy, pomak hvatista sile X, u smjeru njezina djelovanja uzrokovan djelovanjem sile X
8, =0 sila X; ne izaziva pomak u smjeru sile X,




- 51*3:53*1:0

o, pomak hvatista sile X; u smjeru njezina djelovanja uzrokovan djelovanjem
momenta X3

8,=0 moment X3 ne izaziva pomak u smjeru sile X;

53*1 zaokret u hvatistu sile X3 uzrokovan djelovanjem sile X;

8, =0 sila X ne izaziva zaokret u hvatistu sile X3

— 3,=6,=0

Oy .o pomak hvatista sile X, po pravcu njezina djelovanja uzrokovan djelovanjem
momenta X3

5; =0 .. moment X3 ne izaziva pomak u smjeru sile X,

53*2 zaokret u hvatistu sile X3 uzrokovan djelovanjem sile X,

53*2 =0 sila X, ne izaziva zaokret u hvatistu sile X3

Elasti¢no teziSte — tocka pridruZena elasti¢nom luku/okviru/linijskom elementu tako da sila koja

u njoj djeluje ne izaziva zaokret pripadnog presjeka, a moment koji u njoj djeluje ne izaziva
pomak.

KoriStenjem elasti¢nog teZista (centra elasticnog pomaka) kod viSestruko neodredenih nosaca,
moze se posti¢i da matrica fleksibilnosti nije puna. Time se ubrzava postupak inverzije matrice
popustljivosti ili bilo koji iterativni postupak rjeSavanja jednadzbi kontinuiteta.




Primjer:
Odredite elasti¢no teZiste.

Elo T
h 1=65m
Els Els h=45m
Els = 103 500 kNm?
Elg = 133 500 kNm?
MW Y T
L 1 L
1 1
1. NACIN:
Duljina teske linije:
J J .
G =[dg =[5 G=2 5
G= % 2+ Ejg
4,5 6,5
G = 15500 133500
G=135,65-10"° e
y
Staticki momenti ,,teSke linije* oko osi X i y:
j j j j
SG(x):jy-dgzj#mds SG(y):jx-dgszl’;s)ds

SG(x):%«ﬁs 2+h Eja SG(y):é'EjG+l'ﬁS

S(x) =t fiL So() =35, T4

S(x) = 133200 + fésafo’(s) Se(y)= 2-16§§500 + ?(’)53560’(5)

S, (x)=414,75-10" L

S, (y)=440,85-10"° L




Koordinate elasti¢nog tezista (centra elasticnog pomaka):

_ Sg(x) _ Sc(y)
c~=7¢ Xe =76
__ 414,75107° _ 440,85-107°
C  135,65107° C  135,65107°
ve =3,06 m X, =325m
_ S
Xc="¢
2yl
__ 2El; | Eg
C ™ o I
Elg + El;
_ 1
Xe =3
_ 65 _
Xe =75 = 3,25 m
y v
Els
X3’ _
s X1 -\ X
T
h Els Els
X2
ye
NN X
MV
L Xc L
7 7
L 1 L
7 7
X=X—Xc
y=yY—Ye

Centrifugalni moment inercije ,teke linije* oko tocke C:
— /_ _ j j

xy (=20 )=ye)

Ic(x’y)=fx' y-dg :jﬁ&'dﬂf%ds

1 l

I,(x,y)=02

Kut y = kut $to ga sila X zatvara sa osi x

216 (x,y)
I (N-1g(x)
0
Ie (0)~1g(x)
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51*3 :5;1 =0
=0 =2 (& (—e)-(h—e))- (1) + (L e-e)- D]+ 2 le-£)-1]
#S-l—(h—e)2+ezl+ﬁce-lzo
n*-El;
€ = ShEl,+1Ely
e=1,44m

0;=0,=0 — Xe =3

51*2:5;1:0 — y=0°




