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Sazetak

Razmotreni su osnovni numericki modeli inZenjerskih konstrukcija na realnoj konstrukciji.
Promatran je primjer armiranobetonske ploce koja je slobodno oslonjena po rubovima, a u
sredini oslonjena na armiranobetonsku gredu. Realna konstrukcija je aproksimirana na deset
razliCitih nacina te su usporedeni rezultati proracuna. Usporedene su vrijednosti momenata
savijanja, potrebne armature i vrijednosti elasticnih progiba. Upozorilo se i na moguce po-
greske koje bi se mogle izbjegnuti znanjem i iskustvom te je objasnjen pojam kinematickoga
ograni¢enja na realnomu primjeru. Za provedbu proracuna upotrijebljen je programski paket
CSI SAP2000, utemeljen na metodi konac¢nih elemenata. Uocene su znatne razlike u rezulta-
tima proracuna ovisno o primijenjenoj aproksimaciji.

Kljucne rijeci: numericki model, metoda konacnih elemenata, SAP 2000, ploca, greda,
aproksimacija

Design models of extracted slab and beam for
engineering structures

Abstract

Basic design models of engineering structures are studied on a real-life structure. An exam-
ple of a reinforced concrete slab, pinned at the edges and supported in the middle by a
reinforced concrete beam, is considered. The real structure is approximated in ten different
ways, and calculation results are compared. Bending moment values, required reinforce-
ment, and elastic deflection values, are compared. Possible mistakes that could be avoided
by knowledge and experience are indicated, and the concept of constraints is explained on a
real example. A software package based on the finite element method, CSI SAP2000, is used
for structural calculations. Significant differences in design results, depending on the type of
approximation used, have been registered.

Key words: design model, finite element method, SAP 2000, slab, beam, approximation
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1 Uvod

RijeC SAP potjece iz engleskoga govornog podrucja i u Zargonu oznacava lakovjernu
osobu. Naziv SAP (skraceni naziv poznatoga racunalnog programa za proracun kon-
strukcija SAP2000) odabran je da bi se korisnik sjetio da program, kao i svi racunalni
programi, nema inteligenciju. Odgovornost je na inZenjeru da ispravno aproksimira
konstrukciju i prihvati odgovornost za rezultate proracuna [1].

Tocnost racunala je nedvojbena. Ra¢unala mogu izracunati po volji to¢an rezultat,
mnogo tocnije i brze od ¢ovjeka. No, je li velika to¢nost potrebna u gradevinarstvu
i koliko joj se smije vjerovati? Postoji nekoliko izvora pogresaka. Pogreske se mogu
podijeliti na one koje se mogu i na one koje se ne mogu izbjeéi. Pogreske koje se
mogu izbjeci ponajprije su proizvod neznanja poput lose koncepcije objekta, losSe-
ga modeliranja, neispravnoga programskog koda, postupka proracuna ili pogreske
poput krivog mnoZenja. NeizbjeZne pogreske nastaju pri aproksimaciji projektirane
konstrukcije matemati¢kim modelom, pri aproksimaciji matemati¢ckoga modela nu-
merickim, pri rjeSavanju numerickoga modela, zbog netoc¢nosti izvedene konstruk-
cije u odnosu na projektiranu. Pogreske pri aproksimaciji projektirane konstrukcije
matematickim modelom i pogreske zbog netoénosti izvedene konstrukcije u odno-
su na projektiranu mozemo svesti na jednu: pogreske koje nastaju zbog razlike iz-
medu matematickoga modela i izvedene konstrukcije. Te su pogreske bile mnogo
vece prije uporabe racunala, ali i danas dominiraju i mnogo su ¢esée od ostalih [2].
Misljenje je autora da, iako racunalni programi za proracun konstrukcija postoje ve¢
jako dugo vremena, vecina korisnika nije dovoljno upoznata s teorijama i pretpo-
stavkama koje stoje iza njih. lako postoji mnogo radova koji skre¢u pozornost na tu
problematiku, misljenje je autora da ih ne postoji dovoljno koji su prikazali navede-
nu problematiku na realnomu primjeru.

Cilj je rada zainteresirati Citatelje koje ne zanimaju komplicirane matematicke jed-
nadzbe nego primjeri koje mogu primijeniti u svomu svakodnevnom radu. Proma-
trat Ce se utjecaj odabranoga modela na momente savijanja koji se javljaju u armi-
ranobetonskoj gredi i armatura koja je potrebna za izraCunani moment savijanja.
Takoder ¢e se promatrati i elasti¢ni progib. Autori su upoznati s Cinjenicom da se pri
pojavi pukotina u armiranobetonskim elementima javlja nelinearan problem i da
bi ispravan pristup problematici progiba bio preko nelinearnoga proracuna. No cilj
rada nije izracunati to¢an progib nego usporediti aproksimacije modela.

U inZenjerskim krugovima uvrijeZzeno je misljenje kako je proracun dugotrajnoga
progiba kompliciran i dugotrajan proces i zbog toga se Cesto izbjegava. Veéinom se
problem odredivanja dugotrajnoga progiba rjeSava tako da se kratkotrajni elastican
progib uveca tri do Cetiri puta. U duhu toga, promotrit ¢e se kako na elasti¢ni progib
grede utjeCe uzimanje u obzir momenta tromosti za raspucani presjek u vlaku do
neutralne osi za kratkotrajno djelovanje.
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2 Matematicki podmodeli

Dijelovi realnih konstrukcija aproksimiraju se odabirom odgovaraju¢ega podmode-
la. U radu su uzeti u razmatranje podmodeli Stapa i podmodeli ploce.

2.1 Podmodel stapa

Ako tijelo ima jednu dimenziju mnogo veéu od preostale dvije, uvodi se podmodel
$tapa. Stap nije potrebno analizirati kao trodimenzionalni kontinuum. Dovoljno ga
je smatrati linijom koja se naziva os Stapa. Preostale dvije dimenzije uzimaju se u
obzir odabirom poprecnoga presjeka Stapa [2].

2.2 Podmodel ploce

Podmodel ploce dobiva se ako se pretpostavke podmodela Stapa primijene u dvije
dimenzije. Ploca je tijelo kojem je debljina puno manja od preostale dvije dimenzije.
Po tlocrtnome obliku najcesce je pravokutna ili kvadratna, ali moZze biti i trokutna,
kruzna ili prstenasta [2].

2.3 Ostali podmodeli

Osim podmodela Stapa i ploce postoje jo$ dva podmodela: ljuska i ravninsko stanje
koje se ovisno o pretpostavkama dijeli na ravninsko stanje naprezanja, ravninsko
stanje deformacija i osnosimetri¢no stanje. Svaki od tih podmodela ima svoje podi-
nacice [2].

3 Primjena kinematickih ogranicenja

Numericki se modeli uvijek svode na sustav linearnih jednadzbi ravnoteze oblika
Ku=f (1)
gdje je K matrica krutosti, u vektor nepoznatih pomaka, a f vektor opterecenja.
lako je vektor pomaka nepoznanica, ponekad se mogu unaprijed odrediti neki po-
maci i/ili definirati njihovi odnosi. Tada se govori o ograni¢enjima vektora poma-
ka. Takva se ogranicenja najces¢e uvode odabirom odgovaraju¢ega podmodela [2].

PreteZito se primjenjuje podskup kinematickih ograni¢enja koja se temelje na pret-
postavci o apsolutno krutim vezama medu stupnjevima slobode.
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U praksi se Cesto nailazi na model ploce s gredama (slika 1.). Prirodno je upotrijebiti
plosni konacni element sa Cetiri cvora za modeliranje ploce i Stapni konacni element
s dva ¢vora za modeliranje grede. Oba elementa imaju 6 stupnjeva slobode po ¢vo-
ru. Problem je Sto nemaju zajednickih ¢vorova u prostoru kojima bi se povezala ta
dva tipa elemenata. Problem se rjeSava tako da se ¢vor i, u osi ploce, spoji sa cvorom
j u neutralnoj osi grede apsolutno krutim elementom. Na taj se nacin osigurava
prirodna interakcija plosnoga i Stapnog konacnog elementa. Uz smanjenje broja ne-
poznanica, rjesava se i problem odabira sudjelujuce Sirine ploce [1].

Slika 1. Model spoja ploce i grede

4 Numericki model izdvojene ploce i grede

Izraden je numeri¢ki model ploce debljine 20 cm dimenzija 6,00 x 8,00 m slobod-
no oslonjene po rubovima, a u sredini oslonjene na gredu Sirine 30 cm i visine 60
cm (slike 2.1 3.). Plo¢a i greda izradene su od armiranoga betona razreda C25/30,
pri ¢emu je upotrijebljena armatura B500B. Ploca je opterecena vlastitom tezinom,
dodatnim stalnim optereé¢enjem od 2 kN/m? i korisnim optereéenjem od 2 kN/m?2.

400
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400

600

Slika 2. Tlocrt ploce s dimenzijama (lijevo) i numericki model (desno)

42



Numericki modeli izdvojene ploce i grede inZenjerskih konstrukcija

230

20

60
60

A51 A51
O 0O0O0O0 O 0 O0O0O0
*
30 30
e e

Slika 3. Pravokutni poprecni presjek grede (lijevo) i T-presjek grede sa sudjeluju¢om Sirinom (desno)

Analizirano je 10 razlic¢itih varijanata numerickoga modela. U svim je modelima plo-
¢a modelirana plosnim konacnim modelima. Promatrane su razlike u rezultatima
proracuna zbog aproksimacije matematickog modela numeri¢kim temeljem cega
se upozorava na moguce pogreske u analiziranju rezultata. Promotren je i utjecaj
redukcije krutosti grede i utjecaj nadviSenja grede na rezultate proracuna. Prilikom
odabira mogudih numeric¢kih modela uzeto je u obzir ono $to bi primijenili manje
upuceni korisnici programskih paketa.

Prvi numericki model jedan je od najcesc¢ih modela. Greda je modelirana Stapnim
konacnim elementom kao pravokutni poprecni presjek u kojem je teZiste grede
postavljeno u os ploce. Takav model korisnik postize ako uloZi minimalan trud u
modeliranje. Modeliranje takvim postupkom nije u potpunosti ispravno bududi da
racunalni program ne uzima u obzir sudjelujucu Sirinu ploce.

U drugomu numeri¢kom modelu greda je modelirana Stapnim konaénim elementom
kao pravokutni poprecni presjek, no teziste je grede pomaknuto od osi ploce kako bi
odgovaralo realnoj konstrukciji. TeZiste grede i os ploCe povezuje se ranije opisanim
kinematic¢kim ogranicenjima koje racunalni program samostalno postavlja. Modelira-
njem takvim postupkom uzima se u obzir sudjelujuca Sirinu ploce, no u gredi se javlja
vlac¢na sila koja se ne smije zaboraviti pri interpretaciji rezultata proracuna.

U tre¢emu numerickom modelu greda je modelirana plosnim konacnim elementi-
ma okomito na os ploce. Greda je zadana kao plosni element debljine 30 cm, a po
visini je podijeljena na 5 konacnih elemenata, $to je minimalno za pravilnu inter-
pretaciju rezultata prora¢una. Problematika je ovakvoga modeliranja interpretacija
rezultata bududi da za prikaz momenata savijanja i sila treba integrirati naprezanja
i/ili sile sto korisnik mora samostalno napraviti.

U cetvrtomu numerickom modelu greda je modelirana odvojeno od ploce. Takav
je numeric¢ki model najblizi “ruénomu” proracunu greda (hijerarhijski model kon-
strukcije), pri ¢emu je greda za plocu apsolutna kruta i nepomicna te ima funkciju
linijskoga nepomicnog lezaja. U tom slucaju reakcije u linijskomu leZaju ploce opte-
rec¢enja su na gredu. Greda je modelirana kao T-presjek Stapnim konaénim elemen-
tom u zasebnom modelu.
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Sljedeca su tri modela podvarijante modela 1, 2 i 4. Na ta je tri modela primijenjen
reducirani moment tromosti za raspucani presjek u vlaku do neutralne osi za kratko-
trajno djelovanje. Pretpostavljena je armatura u donjoj zoni 5820. Armatura u gor-
njoj zoni se zanemaruje. Na modelu 1 primijenjen je reducirani moment tromosti za
pravokutni poprecni presjek buduci da programski paket ne uzima u obzir sudjelu-
juéu Sirinu presjeka. Na modelu 2 i 4 primijenjen je reducirani moment tromosti za
T-presjek grede. Za pravokutni poprecni presjek redukcija momenta tromosti iznosi
64,32 %, dok za T-presjek grede redukcija momenta tromosti iznosi 78,12 % (3, 4].
Posljednja su tri modela takoder podvarijante modela 1, 2 i 4. Na ta tri modela ana-
liziran je utjecaj pocetnoga nadvisenja grede. Na tre¢inama je greda nadvisena za
1 c¢cm, dok je na polovici presjeka greda nadviSena za 1,5 cm. NadviSenje se postize
crtanjem modela. Prikaz Modela 1 do Modela 10 dan je na slikama 4. do 13.

uy

Slika 4. Model 1 - greda modelirana “stapno”

Slika 5. Model 2 - greda modelirana “Stapno” s pomaknutim teZistem

[
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Slika 6. Model 3 - greda modelirana “plosno”
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Slika 7. Model 4 - greda modelirana “stapno” odvojeno od ploce

Slika 8. Model 5 - greda modelirana “Stapno” s reduciranim momentom tromosti grede za raspucani
presjek
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Slika 9. Model 6 - greda modelirana “Stapno” s pomaknutim teZistem i reduciranim momentom tro-
mosti grede za raspucani presjek

Slika 10. Model 7 - greda modelirana “Stapno” odvojeno od ploce s reduciranim momentom tromo-
sti grede za raspucani presjek

Slika 13. Model 10 - greda modelirana “Stapno” odvojeno od ploce i s pocetnim nadvisenjem
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5 Usporedba rezultata numerickih modela

Odvojeno su promatrani rezultati ploce i grede. Za plo€u su promatrani momenti
savijanja u polju i nad leZzajem. Za gredu su promatrani moment savijanja, uzduz-
na sila i progib. Potrebna je armatura za sve numericke modele izracunana “ruc-
nim” postupkom prema normi HRN EN 1992 [5] buduéi da u raCunalnom programu
SAP2000 nije moguce izraCunati potrebnu armaturu u elementima modeliranima
plosnim konacnim elementima. Za numericke modele u kojima se ne uzima u obzir
sudjelujuéa Sirina ploce dimenzioniranje je provedeno za gredu pravokutnoga pre-
sjeka bez sudjelujuce Sirine. Prikaz rezultata dan je u tablici 1.

Tablica 1. Usporedba rezultata numerickih modela

Ploc¢a Greda
Oznaka Moment savijanja UzduzZna sila
modela Mxm Mym Mey w
[kNm/m’] | [kNm/m’] | [kNm/m’] M As ,req N Asrreq | [mm]
[kNm] [em?] [kN] [em?]
Model 1 18,07 14,84 3,67 130,84 5,75 0,00 0,00 2,16
Model 2 12,74 13,48 -4,52 87,78 3,71 47427 | 10,91 1,44
Model 3 10,09 12,82 -9,58 61,44 2,59 841,82 19,36 1,02
Model 4 5,20 11,70 21,87 279,11 11,91 0,00 0,00 2,14
Model 5 26,15 16,98 13,94 66,17 2,85 0,00 0,00 3,05
Model 6 16,12 14,30 0,81 27,94 1,17 620,82 | 14,28 1,88
Model 7 5,20 11,70 -21,87 279,11 11,91 0,00 0,00 9,47
Model 8 17,13 15,03 8,98 129,98 5,50 28,13 0,00 2,15
Model 9 14,41 12,74 2,08 90,42 3,82 469,12 10,79 1,48
Model 10 9,73 9,06 -15,03 279,07 11,91 0,00 0,00 2,14

Hijerarhijski je pristup analizi konstrukcija u predracunalno vrijeme bio gotovo
jedini nacin proracuna konstrukcija. Taj je pristup priblizan, jer ne postoji samo
jednosmjerni utjecaj hijerarhijski nizega na visi element i obrnuto. Uglavhom se
smatra da je kod sustava s jasnom hijerarhijom taj pristup na strani sigurnosti [2].
Te su pretpostavke potvrdene u ovom radu. Modeli 4, 7 i 10 kombinacija su racu-
nalno-hijerarhijskoga pristupa. Rezultati proracuna daju najvecu koli¢inu armature
u donjoj zoni presjeka. U modelima 1, 5i 8, u kojima se ne uzima u obzir sudjelujuca
Sirina presjeka, potrebna je veca koli¢ina armature u donjoj zoni nego u modelima
u kojima je sudjelujuca Sirina uzeta u obzir. Ako se pogledaju vrijednosti momenata
u ploci nad gredom, moze se zakljuciti da u modelima bez sudjelujuce Sirine nije u
potpunosti formiran lezaj u ploci. U modelu 2, u kojem je greda modelirana Stapnim
kona¢nim elementima s pomaknutim tezistem, formirao se lezaj u ploci nad gre-
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dom. Proracunom je dobivena manja armatura grede za moment savijanja u donjoj
zoni nego u elementima bez sudjelujuce Sirine. No, nikako se ne smije zaboraviti
na uzduZnu vlaénu silu i njezinu potrebnu armaturu koju treba raspodijeliti po cije-
lom presjeku grede. U modelu 3, u kojem je greda modelirana plosnim konacnim
elementom, formirao se lezaj u plo¢i nad gredom. Kao $to je prije navedeno, inter-
pretacija rezultata kod ovoga numerickog modela nije jednostavna buduci da treba
“ru¢no” integrirati naprezanja i/ili sile po visini presjeka. Usporedbom s modelom 2,
koji je najsli¢niji modelu 3, rezultati pokazuju da je u modelu 3 potrebna manja koli-
¢ina armature za moment savijanja, a veca koli¢ina armature od uzduzne vlacne sile.
Uzimanje u obzir reduciranoga momenta tromosti presjeka rezultiralo je na modeli-
ma 5 i 6 smanjenjem unutarnjih sila i koli¢ine armature u gredi u odnosu na modele
1i2. Smanjenjem momenta tromosti grede ploca je preuzela veci dio opterecenja.
U modelu 5 u potpunosti je nestao lezaj nad gredom. U sva tri modela u kojima je
uzet u obzir reducirani moment tromosti presjeka uoceno je povecanje progiba. U
modelu 7, u kojem je greda modelirana odvojeno od ploce, uoceno je povecanje
progiba od 343%. To povedanje progiba odgovara inZenjerskim iskustvima iz prakse.
Izvedba grede s nadviSenjem nije rezultirala razlikom u rezultatima. To potvrduje da
gresku geometrije ne treba uzimati u obzir ako je u razumnim iznosima.

6 Zakljucak

Rezultati istraZivanja pokazuju da u naizgled trivijalnomu primjeru ploce s gredom
razli¢iti numericki modeli daju velike razlike u rezultatima. Najjednostavniji se mo-
del pokazao kao netocan, jer ne uzima u obzir sudjelujucu Sirinu presjeka. Realniji
su modeli pokazali da treba vise truda uloziti za interpretaciju rezultata. Hijerarhijski
je model konstrukcije pokazao da je najvise na strani sigurnosti. Redukcijom mo-
menta tromosti na izdvojenoj gredi dobiven je omjer medu progibima koji odgovara
inZenjerskim iskustvima iz prakse. MoZe se zakljuciti da treba vrlo oprezno pristu-
piti proracunu konstrukcija i shvatiti da je odgovornost inZenjera, a ne racunalnoga
programa da pravilno aproksimira konstrukciju i prihvati odgovornost za rezultate
proracuna.

U buducim istrazivanjima bilo bi poZeljno na numerickim modelima iz ovog rada
provjeriti dugotrajan progib nelinearnim proracunom i usporediti ga s dobivenim
rezultatima elasti¢énog progiba uz redukciju momenta tromosti.
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