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Natkrivanje paraboli¢kim konoidom
SAZETAK

U radu je za jedan tip paraboli¢kog konoida 3. stup-
nja dan nadin konstrukcije te izvod jednadzbi u Kartez-
ijevim koordinatama. U programu Mathematicadefini-
rane su funkcije za crtanje i izradeni crteZi konoida,
grafovi funkcija Gaussove i srednje zakrivljenosti te prim-
jeri moguce primjene konoida pri natkrivanju pravokutnoga
tlocrta.

Kljuéne rijeti: paraboli¢ki konoid, Mathematica

Studenti druge godine Cdavinskog fakulteta u Za-
grebu, Sanja Filipan i Hrvoje Kvasnictka izradili su ti-

jekom Skolske godine 2000/2001., pod mentorskim vod-

stvom nastavnice geometrijskih predmeta, Kedkrivanje
parabolickim konoidomRad je nagrden Rektorovom na-
gradom. Neznatno izmijenjeni dijelovi toga rada, uz do-
datak prikaza Gaussove i srednje zakrivljenosti, sadizaj
ovoga Clanka.

1. Uvod

Postoji vise naCina konstruktivnog izé#enja pravcastih
ploha. Na Grdevinskom fakultetu u Zagrebu, u okviru
kolegija Primijenjena geometrija pravCaste se plohedevo
kao sistemi pravaca koji sijeku tri prostorne krivuke,
ko i ks. Prostorne krivuljeky, ko i k3 nazivamoravnali-
cama a pravce koji ih sijekuzvodnicamaravcaste plohe.

PravCaste plohe kojima je jedna ravnalica beskonacno

daleki pravac nazivamkonoidima Ravnine koje sadrze
takvu beskonacno daleku ravnalicu nazivagirekcijskim
ravninamaplohe.

Ako se za ravnalice odaberu algebarske krivulje, koje

su karakterizitrane redom i razredom, nastlgebarska
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éitatelja koji se zeli podrobnije upoznati s optom teori-
jom takvog nacina izvéenja pravcastih ploha upucujemo
na literaturu [6], [7], [4], [2] i [1].

2. Parabolicki konoid

2.1. Zadavanje paraboltkog konoida

Za konstruktivnu i analititku obradu odabran
parabolicki konoid koji e kasnije posluziti za natlaije
pravokutnoga tlocrta. Jedna njegova ravnalica je parabola
p, druga je beskonactno daleki pravd® odreden direk-
cijskom ravninomd koja je paralelna s osi parabole, a
tre€a je ravnalica pravdookomit na direkcijsku ravninu i
paralelan s ravninom parabole (slika 1).

je

prav€asta ploha. Red i razred takve plohe uvijek se podu-

daraju, tj. algebarske pravcaste plohe imgtjupan;

Slika 1. Ravnalice konoida.
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Buduti da se parabolpi pravacd® sijeku u beskonacno
dalekoj tocki njezine osi, taj je konoid 3. stupnja (prema|[
str. 276]). Prema [1, str. 42] postoji samo jedna visestruk
linija na njemu, a to je dvostruki praval.

2.2. Konstrukcija parabolitkog konoida

Izvodnice konoida konstruiraju se u ravninama pramena
[dTili 1.

~

1. Svaka ravnina € [d*] (pramen paralelnih ravnina)
sijeCe pravad u tocki Ls, a parabolup u njezingj
beskonatno dalekoj tocki te u konanoj toBki Spo- Slika 3c. Ravnina pramen§ koja konoid sijece u paru
jnicaLsPs je izvodnica konoida (slika 2). konjugirano imaginarnih izvodnica.

Na bilo koji od ova dva nacCina moZzemo konstruirati po
volji mnogo izvodnica konoida (slika 4).

///:
p
%7:;//
Slika 2. Izvodnica konoida u ravnini pramejui]. P «/
2. Svakaravnina € [I] sijeCe parabolyp u tockamaP,, i ////////“/
Py,, @ pravaad® u tocki Dy. SpojniceDyPy, i DYPy, %{{/{{4//&{//
izvodnice su konoida koje mogu biti realne i razlicite /j/;/;/?’f’//"/
(slika 3a), mogu se podudarati (slika 3b), a mogu biti 4

i konjugirano imaginarne (slika 3c). Ravnine u kojima
se toCkeP,, i By, podudaraju nazivamtrzalnimravn- _ ) )
inama, a izvodnice u tim ravninan@zalnimpravcima ~ Slika 4: 1zvodnice konoida.
plohe (slika 3b).

2.3. JednadZbe paraboftikog konoida

Ravnalice konoida smjestimo u Kartezijev koordinatni sus-
tav O(x,y,2) kao na slici 5.

mena[l].

Slika5. Polozaj ravnalica u Kartezijevom koordinat-
Slika 3b. Torzalne ravnine i torzalni pravci konoida. nom sustavu.
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Ravnalice konoida (parabola jednostruki pravat i di-
rekcijske ravniné pramena dvostrukog pravaé) mogu
se sada odrediti njihovim jednadzbama.

| X=a
"1 z=0, aeR a#0
O...... Y=VYo, Yo€R 1)

(NapomenaBez smanjenja opctenitosti mogli smo za bilo
koji od parametara, b ili c odabrati jedinicu. To bi nam,
medutim, pri kasnijem natkrivanju umanjilo moguénosti za
slaganje razlicitih konoida.)

U svakoj ravniniy = yo pramengd®] lezi izvodnicaiy,.
Ona je spojnica toCkdy,(a,yo,0) na pravcul i toCke
Ry (0,Y0, & (¥§ — b?)) na parabolp (slika 6).

?Z

Slika 6. l1zvodnica u ravnirny = yo.

Jednadzbe izvodnice su:
iyo “ e {

Prade li parametar skupom realnih brojeva opisati e
izvodniceiy, parabolicki konoid. Stoga je

Y=Yo
z=5(y3-b?)(a-x), abceR abc#0

(@)

_C 2 v (a_
2= 5 -b’)(a-x), abceRabc#0 3)

eksplicitni oblik jednadZbe konoida.

Za prikaze u programMathematicgrikladnije su param-

parametrizacija.
X(u,v) =u
yu,v) =v
- % W _pd(a—
Z(U’V) - abz(y2 b )(a U), U,VE Ra
a,b,ceR, ab,c#0

(4)

Za tu parametrizaciju parametarske krivulje konoida su
pravciiy, i parabolepy,. Naime, svaka ravnina = up,

Uo € R sijete konoid po parabati= _ (V> — b%)(a— uo)

i beskonacno dalekom torzalnom pravcu. Za slugaf a
ravnina je torzalna pa se presjecna krivulja raspada na
pravacl i dvoznacni torzalni beskonatno daleki pravac
plohe (slika 3b). Svaku od spomenutih parabmlg ug #
amozemo odabrati za ravnalicu.

Slika7. Parametarske krivulje konoida koje odgovaraju

parametrizaciji (4).

3. Prikazi parabolickog konoida u pro-
gramu Mathematica4.0

Mathematicaje softverski paket koji se upotrebljava kao
numaricki i simbolicki kalkulator, programski jezik,ssi
tem za vizualizaciju funkcija i podataka, platforma na ko-
joj se grade paketi za specificne primjene, kreiraju inter-
aktivni dokumenti u kojima se pojavljuju tekst, animacija
i zvuk, itd. Ovdje ga prvenstveno koristimo za graficki
prikaz funkcija u trenutno aktualnoj verziji 4.0.

Na temelju jednadzbi (3) i (4) definiramo funkcije
Kon[a,b,c] : RZ — R i Konoida,b,c] : R?> - R®. Za
konkretne vrijednosti brojevea, b i ¢ graf funkcija
Kon[a,b,c] je parabolicki konoid kojeg obdujemo.
Funkciju Konoid[a,b,c] definiramo kao listu param-
etarskih jednadZbi konoida odfenog realnim brojevima
a, bi c. To je funkcija Cije vrijednosti odgovaraju Kartez-

etarske jednadzbe ploha [5, str. 229]. Za odabrani konoid,ijevim koordinatama to¢aka konoida. U prograimathe-
na temelju jednadzbe (3) prirodno se izvodi slijedeta maticadefinicije tih funkcija zapisujemo na sljedeci nacin.

1Da bismo i pravad® odredili jednadZzbama morali bismo koristiti homogene tzijeve koordinate (x:y:z:w). Njegove bi jednadzbe tadle

y=Yo,w=0.

59



KoG-5-2000/01 S. Filipan, S. Gorjanc, H. KvasniCka: Natkrivanje paratiom konoidom

<<Graphics‘ParametricPlot3D¢

=c/(a*b~2) (y"2-b"2) (a-x)

={u,v,c/(a*b~2) (v"2-b~2) (a-u)} Show[Table [
ParametricPlot3D[Evaluate[Konoid[3,1,-1.5][u,v]],

{u,0,4.3,0.1},{v,1,i+2.4/67,2.4/67},

Kon[a_,b_,c_I[x_,y_1:
Kon[a_,b_,c_][u_,v_]:

Sada za konkretni parabolicki konoida & 3, b = DisplayFunction->Identity]l,
1, ¢ = —1.5) mozemo, koriStenjem naredBilot3D i {i,-1.2,1.2-2.4/67,7.2/67}1,
DisplayFunction->$DisplayFunction]

ParametricPloBD, dobiti sliedete prikaze.

Plot3D[Kon[3,1,-1.5][x,y],{x,0,4.3},{y,1.2,1.2},
ViewPoint->{-1,-1,0.8}]

Slika 10.

Show[Table [
ParametricPlot3D[Evaluate[Konoid[3,1,-1.5][u,v]],

{u,1,i+0.1,0.1},{v,-1.2,1.2,2.4/67},
DisplayFunction->Identity],

{i,0,4.2,0.3}]1,
DisplayFunction->$DisplayFunction]

Slika 8.

ParametricPlot3D[Evaluate[Konoid[3,1,-1.5][u,v]],
{u,0,4.3},{v,1.2,1.2},ViewPoint->{-1,-1,0.83}]

AP
SAMMweSST
%%

”

Slika 11.

Show [%,%%]

Slika 9.

Pored tih standardnih prikaza mozemo izraditi i neste zan
imljivije. Tako, primjerice, koriStenjem naredt$how
i Table mozemo dobiti niz dijelova plohe koji kad
se prikazu na istoj slici dajyrugastuili reSetkastu
sliku konoida.  Kontrolu koraka parametama i v
omogucuje nam ucitavanje standardndfpthematica

paketaParametricPlo8D.

Slika 12.
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4. Prikazi Gaussove i srednje zakrivljenosti
parabolickog konoida

Gaussova srednjazakrivljenost u regularnoj tocki plohe
vazni su pojmovi diferencijalne geometrije plohalavne
zakrivljenosti u nekoj regularnoj tocki plohe su ekstremn
zakrivljenosti onih krivulja na plohi koje prolaze tom
toCkom, a leZe u ravninama koje sadrze normalu plohe.
U tocki plohe Gaussova je zakrivljenost jedngradukty

a srednjapolovini zbrojaglavnih zakrivljenosti. Za nji-

hovo izraCunavanje koriste se |. i Il. diferencijalna fam

[5, str. 252], [3, str. 373-380]. U knijizi [3, str. 394]

definirane su, u jezikMathematicafunkcijegcurvature 6

| mcurvature koje za bilo koju plohu zadanu param- - gjika 15. Graf funkcijencurvature [Konoid[3,1,-21]
etarskim jednadZzbama racunaju vrijednosti Gaussove i u podrugjul0, 6] x [—1,1].

srednje zakrivljenosti u svakoj njezinoj regularnoj tock
Te su definicije upotrebljene pri izradi sliedecih crteza
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Slika 16. Graf sa slike 13 obojan bojom koja je funkcija
Gaussove zakrivljenosti.

Slika 13. Graf funkcij&on[3,1,-2] u podrucju
[0,6] x [-1,1].

6

6

Slika 17. Graf sa slike 13 obojan bojom koja je funkcija

Slika 14. Graf funkcijegcurvature [Konoid[3,1,-2]1] srednje zakrivijenosti

u podrucjulo, 6] x [—1,1].
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5. Natkrivanje pravokutnoga tlocrta

Parabolicki konoid mozZe se za natkrivanje koristiti na ne
brojeno mnogo nacina. Elementi su razni izrezi plohe
koji se jednostavno slazu u nizove. Na sljedetim je
crtezima prikazano nekoliko ideja za natkrivanje pra-
vokutnoga tlocrta.
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