1. Nadite one tangencijalne ravnine na plohu z = % + e koje prolaze

4
totkom A (1,1,0), a okomite su na ravninu z +y + 2z — 7= 0.
2
RjeSenje: Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu z = % + ¥, koja

2 2
prolazi tockom (zo, o, 20) , gdje je zo = 3 + L, glasi

2$0 2

2=0= 5% (@ —m0) + = (y = 0).

Kada to sredimo, dobivamo da je jednadzba tangencijalne ravnine na plohu

ror + Ly — 2z — 70 — y—° = 0. Sada u tu jednadzbu uvrstimo tocku A (1,1,0).
Dobivamo

Yo _ T Y3
$0+2f2+4.

Ostaje nam jos iskoristiti uvjet okomitosti. Dobivamo x¢-1+ % -1—1-1=0,
odnosno

Yo = 2 — 21‘0.
Rjesavajuéi sad sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice dobivamo dva rjesenja.
Prvo nam zg = 0, yo = 2 daje tangencijalnu ravninu II..y — 2z — 1 = 0. Dok

nam drugo rjeSenje naSeg sustava xg = ;L, Yo = —% daJe drugu tangencijalnu
ravninu Il,.. 4x——y—z—1—0

2. Izracunajte [ [ z%y?y/ (22 + y2)? + 1dady, gdje je
D

D:{(x,y)€R2:x2+y2§2,0§y§\/§x}.

RjeSenje: Ako nas mtegral oznacimo sa [ i prijedemo na polarne koordinate,
V2
dobivamo da je I = fcos @sin® pdyp - [ 218+ 1dr. Prvi integral je lako
0

rijesiti jer je cos? psin® ¢ = Lsin®2p = 1 1_“2)3 o — z- COS;“’. Tada dobivamo

da je

/ 1 1 4 1 V3
/cos%osin2 wdp = 3 (§ - 0) - = (sin—ﬂ sin0> =T+ —.
0

Za drugi integral koristimo supstituciju 7% + 1 = ¢, jer je tada 6r°dr = dt. Tada
za drugi integral dobivamo

V2 9
1 1 2 1 26
/r5\/r6+1dr:6/\/%dt=6 §<9\/_—1\/_) 5'(27_1):_~
0 1
I sada dobivamo konaé¢no rjesenje I = %ﬂ' + %.



3. Izracunajte [ zds, gdje je I' krivulja presjecnica ploha y = 3 — 22iy=z
r

u prvom oktantu.

Rjesenje: Za I' mozemo izabrati parametrizaciju
x(t)=V3—-t,ylt)=t z(t)=t1tec]0,3].

Sada nam trebaju derivacije 2’ (t) = —2\/%, y' (t) = 2’ (t) = 1. Tada ako nas

integral oznacimo s I, dobivamo

3 3
1 1
I:/\/S—t-\/m+1+1dt=§/\/25—8tdt.
0 0

To dalje rjeSavamo supstitucijom 25—8t = u?, jer je tada —8dt = 2udu, odnosno

za integral dobivamo I = —2 f u?du = § (

5 12571) — 31
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4. Izracunajte tok vektorskog polja @ = 7 23?7 kroz sferu
22 +y* 4+ 2% = R%.
RjesSenje: Primjenom Teorema o divergenciji dobivamo da nam je tok jed-
nak ® = [ [ [ 3z%dzdydz, gdje je
s
S={(z,y,2) € R® :2® +y* + 2* < R*}.
Prijelazom na sferne koordinate dobivamo

5 4 5
_3/d</7/005 19811119/ rdr = 6 — CoSs 7r+COS() ]Z R5ﬂ_

5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu zy’' Inz — 2y = In .

Rjesenje: Ovo je linearna jednadzba pa rijesimo prvo pripadnu homogenu
jednadzbu zy' Inxz — 2y = 0. Ovo je jednadzba sa separiranim varijablama pa

dy __  2dz

imamo <* = % .Kad integriramo obje strane dobivamo Iny = 2Inlnz +
Y zlnx

In¢, odnosno y = ¢In? z.Sada rijesimo nasu jednadzbu varijacijom konstante.
Oznacimo y (z) = ¢ (x)In® 2. Kad to uvrstimo u poéetnu jednadzbu dobivamo
 (z) = -1z, odnosno kad integriramo ¢ (z) = — = + d. Znag&i rjeSenje nae
jednadzbe je y = dln>z —Inz.



