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1. UVOD

Pod zidovima i stijenama u konstrukcijama podrazumijevamo tanke plocaste
nosive dijelove konstantne debljine ¢ija je srednja ploha postavljena u ravnini a koje su
izloZene djelovanju opterecenja upravo u toj srednjoj ravnini. Za takve konstrukcije
kaZzemo da su ravninske jer je stanje optereenja i odgovor konstrukcije definiran u
srednjoj ravnini. Zidovi zgrada i sli¢cnih gradevina kada ih se promatra u njihovoj ravnini
uCestali su primjeri ravninskih konstrukcija Cesto velikih povrSina i sloZenih uvjeta
pridrzanja. Osobito su sloZeni kad imaju otvore u sebi i/ili su dio sloZenog sustava
zidova kao nosivih konstrukcija zgrada.

Stijenama smatramo manje i po opterecenjima i rubnim uvjetima jednostavnije
ravninske konstrukcije. Poseban slucaj stijena predstavljaju visokostijeni nosaci raznih
oblika. Analiticka i numericka podloga za njihovu staticku analizu utemeljena je u stanju
ravninskog naprezanja a ponekada i u stanju ravninskih deformacija.
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2. MAXWELLOVA JEDNADZBA

2.1. STANJE RAVNINSKE DEFORMACIJE I RAVNINSKOG
NAPREZAN]JA

Mnoga elasti¢cna tijela se deformiraju tako da se pojavljuju komponente
naprezanja samo u jednoj ravnini, npr. xy, dok su komponente naprezanja u okomitoj
ravnini ili u dvije u dvije ostale ravnine jednaki nuli. Takvi problemi se nazivaju opc¢enito
ravninskim problemima i njihovo rjeSavanje je jednostavnije od rjeSavanja prostornih
problema, jer broj uvjetnih jednadzbi smanjuje i jer u matematici postoje postupci koji
se ne mogu primjeniti u prostornim zadacima.

Zamislimo najprije jedno cilindri¢cno ili prizmati¢no tijelo izmedu dva oslonca na
stalnom razmaku g, te da opterecenje ¢;,(, itd. stalne veli¢ine djeluje duZz izvodnica i

nalazi se u ravnoteZi tako da nema savijanja. Takvo tijelo prikazano je na slici 1.

Slika 1. Cilindri¢no tijelo izmedu dva oslonca

Ako zamislimo to tijelo razrezano okomito na os z na tanke diskove debljine 4, ocito je
da ¢e se svi diskovi po duZini tog tijela nalaziti u jednakom stanju, tj. za sve ¢e biti:

w=0 uz0 vz0
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gdje su y, vi wpomaci u smjeru x, yi z

KaZemo da se ovako deformirano elasti¢no tijelo nalazi u stanju ravninske deformacije. U
tim slucajevima se javljaju deformacije u samo dva smjera, dok je u tre¢em smjeru
deformacija jednaka nuli, stoga moZemo re¢i da su deformacije samo unutar jedne
ravnine. Postoje mnoge konstrukcije ili dijelovi konstrukcija koje se deformiraju na
ovakav ili slican nacin; na primjer dugi tuneli, cijevi ukopane u stijenu, dugi valjci izmedu
ravnih ploca, Siroki svodovi itd.

Ako analiziramo takav nac¢in deformiranja, Hookeov zakon daje:
ow 1
& == :O:EE[lUZ_V[ﬁUX-I-Uy)]
g,=Vv [QO'X + Jy)

Prema tome, pojavljuje se komponenta naprezanja u smjeru z jer je o€ito da su g, i g,

razliciti od nule. Iz toga proizlazi:

Ex :é[ax -v(o, +Jz)] :%[Jx —vo, -v¥(o, +Jy)]:é[ax —vo, -v’o, —VZJy)]
1,2
£y :é[ay -v(o, +az)] :é[ay -vo, -v*(o, +0—y)]:%[ay -vo, -v'o, —VZJy)]

1 1-v? v
e ==—|lo.1l-v®)-vo, L+v)|= o,-——[
= tloyavy-vo,ae= 1 0 - Y

Te dvije jednadZbe mogu se pisati i u ovom obliku:

£, :Eil[ax -V, wy]

£, :Eil[ay -V, UITX],

gdje je
E v
E.= v, = ——.
1 1 1—V

Modul posmika G, ostaje jednak modulu posmika G $to se vidi iz slijedeceg:
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E E E
o B 1oy a-y? _@-v)itv) B o
G =u=——1 = = = = =G=
LA 2AL+v,) 2(1+vj 2(1—v+vj oo L 2[f1+v) .
1-v 1-v 1-v)

Prema tome, oblik jednadzbi kojima se izrazava Hookeov zakon ostaje jednak onome u
prostornih problema samo se mijenja veli¢ina elasti¢nih konstanta kad se deformacije
izraZavaju naprezanjima.

Dakako da to vrijedi za izotropna tijela.

Promotrimo sada drugu grupu Hookeovih jednadzbi

o, =AlA +2[ule,

o, =AM, +2UE,

o,=AM,
gdje je
_ _du oOv oOw_Jdu ov
Al_gx+gy+gz_—+—+—_—+—
oXx o0y 0z o0x oy
jerje
gzza—W:O.
0z

Kako se vidi, Laméove konstante elasticnosti ne mijenjaju se i oblik jednadZbi ostaje
jednak onome u prostornih problema. Odsjeceni disk koji je bio predmet promatranja
moZe se promotriti na slici 2.

<

Slika 2. Promatrani isjecak (disk)
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Drugu vrstu ravninskih problema nalazimo kod ravnih, tankih ploc¢a u kojih opterecenje
djeluje u ravnini ploce. Pretpostavlja se da opterecenje djeluje linijski po Sirini ploce h.
Ako se koordinatni sustav x,y; zsmjesti tako da ishodiSte bude u sredini debljine ploce a
osi xi y u srednjoj ravnini, onda ¢e pod djelovanjem opterecenja sve tri komponente
pomaka u, v, wbiti razli¢ite od nule. [znimku ¢ine tocke u srednjoj ravnini za koju je zbog
simetrije w=0. Kako pomaci u smjeru osi z nisu sprijeceni, a u tom smjeru ne djeluje

vanjsko opterecenje, ocito je na poboc¢kama ploce za z = iE

o,=0

dok su druga dva smjera naprezanja zavisna od kordinata x, yi z tj.
0,70 g,#0

AKko je debljina ploce mala, moZe se bez velike pogreske uzeti da velic¢ine 0, i o, ne

zavise od koordinate z vec su predstavljene prosjecnom veli¢inom

X y

o =1D o', dh i o =1D
h h

te da je i treca komponenta normalnog naprezanja po c¢itavoj debljini ploce
o,=0.

Takvo stanje naziva se stanje ravninskog naprezanja. Analogno stanju ravninskih
deformacija, gdje je jedan smjer deformacija bio nula, ovdje su naprezanja u jednom
smjeru nula, dok u druga dva smjera imamo naprezanja, stoga i moZemo reci da se
naprezanja nalaze u jednoj ravnini.

Mnogi dijelovi konstrukcija nalaze se u takvom stanju deformiranja, kao npr.
visokostijeni nosaci, tzv. dijafragme u prostornih konstrukcija itd. Primjer takvih
konstrukcija moZe se promotriti na slici 3.

A T6sS.
7777z, 2/, A

Slika 3. Neke konstrukcije sa ravninskim stanjem naprezanja
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Hookeove jednadZbe za stanje ravninskog naprezanja imaju ovaj oblik:

e =2, -vilo, +0.]= 2o, -vo,]
e, =20, -vilo, +0,) =20, -vo]
.= Lo, ~vilo, +0,]=- Lo, +o)]

jerje o, =0.
Naprezanja izraZzena deformacijama su ovakva:
g, =AlA+2[ule,
o, =AD+2LulE,
o,=AMIM+20uls, =0.
[z posljednje jednadZbe dobije se:
AM+20ulE, =0
A=¢g +¢g, +¢g,
A[&X+£y+£J+2HA}Z:O

Ae, +e,)+ A E, +20uE, =0 = Alg, +¢,)+(A+200)E, =

A+2u

Prva invarijanta deformacija sad se moZe izraziti ovako:

Eﬁ ) (A +2u)ile, +e,)-Alle, +e,)
¢ A+2u B

A=g +e,+e, =6, +¢€, —

Cotere,)=

/1+2,u

1

/1+2,u /1+2,u

paje

2u 2[ulA
O, =AM+ 2[ulE, =AF——[N, +2[ulE, = (A, +2LulE
X D’I X A+2,U 1 ul X /]+2,U 1 D’I

X
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_ _ 2U _2ulA
o, =A+2[ulE, =1 [—)mmﬁZEUB:y _mml+2w3y

to se moZe pisati i ovako:
o, =MMA +20ule,
o, =AM +20ulE,
gdje imamo novu konstantu:

_2ulA
A= :
A+2u

Kako se vidi, i ovdje jednadzbe kojima se izrazava Hookeov zakon po obliku ostaju
jednake onima u prostoru, a u nekih se samo mijenjaju veliCine elasti¢nih konstanta.
Modul posmika i ovdje ne mijenja svoje velicine.

NiSta do sada nije reteno o posmi¢nim komponentama u stanju ravninske
deformacije ili ravninskog naprezanja.

Ocito je da se u jednom i u drugom slucaju u ravnini xy pojavljuju posmicne
komponente deformacije a time i posmi¢na naprezanja koja su medusobno vezana
odnosom:

T, =2UE, =2GE,,.

Lako se moZe zakljuciti da u stanju ravninske deformacije nema posmic¢nih deformacija
u ravnini xz i yz, jer svi pravci unutar prizmati¢nog ili cilindri¢nog tijela paralelni s osi
tog tijela ostaju paralelni s osi i nakon deformiranja, buduci da se svi diskovi na koje smo
zamislili razrezano tijelo deformiraju na jednak nacin a ravnine prereza ostaju normalne
na te pravce.

Drugacije se deformira jedna ploca opterecena jednolicno po debljini silama u
ravnoteZi koje su paralelne s ravninom ploce. Ploc¢a se slobodno deformira u smjeru z,
normalnom na ravninu ploce, i relativna je deformacija:

14 14
€, = _E(Ux +Uy)_ E [©,
No prva invarijanta naprezanja ©, od mjesta do mjesta se mijenja pa se mijenja i

debljina ploce h[{1+¢,), a zbog toga se pojavljuju posmi¢ne deformacije €,, i €,,. Ovo

se moZe primjetiti na slici 4.
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|
|
\
|
|
|
| h(1+¢.)
|
|
|
\
|

Slika 4. Promjena debljine ploce

Uz to se pretpostavlja da su deformacije &, i £, konstantne po debljini ploce A

Pribliznu veli¢inu posmic¢nih deformacija u stanju ravninskog naprezanja
moZemo priblizno odrediti uz neka pojednostavljenja. Pretpostavimo najprije da su na
jednome mjestu ploce deformacije &, i £, po debljini plo¢e konstantne. Onda se bez

vecle pogreske moze uzeti da je i deformacija u treem smjeru z takoder konstantna, tj.
£, = —Véx + Ey), a isto tako posmicna deformacija €,,. Uvjeti kontinuiteta

0°c,, 9% _ 9% _d%, 0%,
= + = +
oxdy oxdy® o0x*dy oy> ox°

dg,, 9°u , 9%
= +
0z 0yoz 0x0z

o,  9°v  d°w
= +
0X  0z0x 0yox

0, _ 0°w N 0°u
oy 0xdy 0z0y

Xy _ yZ _ x

dyoz Y 0x oy

aZu_+6£ 08, 0¢&

u tom slucaju dobivaju ovakav oblik:
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0°%e,, _ 0%, .\ 0%,
oxdy dy®  ox’

ox\ ox _a—y

X

0 (08, _0e,
dy\ ox ay

0%, _ 008y 0,
oxdy 0z| ox ay

_0¢, _0¢

¥ X

Yoox ody

UvrsStavanjem te jednakosti u jednadZbu dobije se:

2
0 > = i 26& + Cl
oxoy 0z\ oy

No kako &, nije funkcija od zzakljuCujemo da je

1 Z 6282 = ag_yz
2 00y ° ox
i isto tako
1_0%, _0¢,,
Z +

27y T ay
Integriraju li se te dvije jednadzbe, prva po x, te druga po y; imamo

_1_o¢
gyz —EZ

Y4
+C,x+d,;
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x =%Z ~+Cy+d,
Kako je
£,=0 za z=0
£,=0 za z=0,
Proizlazi da je
,=0 d, =0
;=0 d,=0

Da bi se mogla ocijeniti veli¢ina posmicnih naprezanja 7., i7,, koja se pojavljuju zbog
opisanih deformacija £, i &,, usporedit ¢emo ta posmicna naprezanja s posmi¢nim
naprezanjima 7, za slucaj kad koncentrirana sila djeluje na rubu poluravnine. Ovo je

prikazano na slici 5.

P
q P=g:h
o7
o] X
| «h
v v
X X

Slika 5. Koncentrirana sila na rub poluravnine

Za takav nacin opterecenja ta sekundarna posmic¢na naprezanja razmjerno su veca nego
u drugih stanja ravninskog naprezanja. Teorija nam daje jednadzbe

© 2P

o,=-—Itos' O
X

__2P [3in” ©cos’ ©

y TX
T, = _2p [3in®cos’ 0.
7K

10
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Zamjenom komponenata deformacija s komponentama naprezanja u jednadzbi dobiva
seza ©=0

o : h ..
Najvece je naprezanje T, za z = > ili

2
T = opsztﬁﬂj q

X
Ako je jednoli¢no podijeljeno opterecenje q = Y i Poissonov koeficijent v = 025.

No najvece naprezanje 7,, na udaljenosti x od ruba pod kutom je © =30° ili

maxd xy = 0206[@2) |

Prema tome, uz sam rub za h=Xx omjer tih posmi¢nih naprezanja je oko 6,5 a s
povecanjem x posmic¢no naprezanje T, znatno se brze smanjuje nego 7, tako da je vec

na udaljenosti x =10h taj omjer oko 65.

Zbog toga i kod stanja ravninskog naprezanja uzima se da je:
r,=1,=0

Cime se sustav diferencijalnih uvjetnih jednadZbi smanjuje i svodi na jednak broj kao i za
stanje ravninske deformacije.

Da ponovimo:

a) kod stanja ravninske deformacije:
komponenta pomaka w ili komponenta deformacije &, i posmicna komponenta

deformacija i naprezanja € ,, €,,, T, I T, jednake su nuli;

sve ostale komponente deformacija i naprezanja razlicite su od nule i funkcije su
samo koordinata x1iy.

b) kod stanja ravninskog naprezanja:
u smjeru okomitom na ravninu ploce normalna komponenta naprezanja o,

jednaka je nuli, a uzima se da su i posmicne komponente deformacija i naprezanja € ,,

Ex, Ty, 1T, takoder jednake nuli;

Vo &4

11



SVEUCILISTE U ZAGREBU
GRADEVINSKI FAKULTET
ZAVOD ZA MATEMATIKU
KATEDRA ZA MATEMATIKU

razlicite su od nule sve ostale komponente deformacija i pomaka.
JednadZbe koje povezuju komponente deformacija s komponentama naprezanja, i

obratno, za stanje ravninske deformacije i ravninskog naprezanja ostaju iste po obliku
samo se u nekih koeficijenti elasti¢nosti mijenjaju.

Laméove jednadZbe:

Sustav jednadZbi ravnoteze koji je prvi izveo Lamé izgleda ovako:

(142 + poPu+ X = 0
oX
(A+u)g—$+umzv+vzo

(1+0) %2+ w2 =0

ili ako se prva jednadZba pomnoZi sa i, druga sa T, trec¢a sa K i zatim zbroje, dobiju se
iste jednadZbe u vektorskom obliku

(A + p)gradA + 402 p+K =0,

gdje je B =ull+v E] +wlk vektor pomaka, K =X0+Y E] +Z [k vektor zapreminske
sile a A =div p, tako da se jednadZba moze pisati i u ovom obliku:

[(/1 + 1) grad div+,uD2]E_b+R =0

Opce diferencijalne jednadZbe Laméa i Michella jednake su za obje vrste ravninskih
problema po obliku, a razlikuju se jedino po elasticnim konstantama. No za jednu, vrlo
Siroku, skupinu problema u kojih su zapreminske sile konstantne ili ih uopée nema
elasticne konstante uopce ne ulaze u diferencijalne jednadZbe pa se rjeSenja
diferencijalnih jednadZbi mogu primjeniti na obje vrste problema i sporedno je od kojeg
stanja u tom slucaju u izvodima polazimo.

Da bi to dokazali, primjenjujemo npr. Laméove jednadZbe ravnoteZe tako da prvu
deriviramo po x, drugu po y i tre¢u po z te sve tri zbrojimo

0%/ ,0u o0X _
>+ —+—=
0x Ox OX

%[(/] +Iu)g—§+,uD2u+ X} =(,1 +,u)

12
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0 oA 9°A ov oY _

A — Y=\ 2 =
20 % e |= )2 2 i 0
k) n, o OB, W, 32
6ZEE(/]+'U)6Z+HD wre (/1+,u) + 0z 62_0

zbrojeno daje

9°A 0N 0%A ou 6V 6W oxX odYy OZ
(/] + y) + + + yD —+— —_—+— =0
ox> oy 0z° ax dy 0z ox ay 9z

(/] +,L1)D2A+;1D2A+{O_X+G_Y O_Z} 0

ox dy 0z
(1 +2u)0%A + OX 0¥, 9Z]
ox o0y 0z

Uzmimo, nadalje, da je zapreminska sila
K=XO+YO+Zk=grad g,

gdje je ¢ neka skalarna funkcija od x, y, z

Tada je

te

divK _OX 0¥ 02 divgradg = 0%p.
ox o0y 0z

Uvrstimo li sada to u prethodnu jednadzbu dobit ¢emo:
(A +2u)0?PA+0% =0
a stanje ravninske deformacije je
A=g +e,+,=0 =€, +¢,
jerje £, =0, pa se odmah dobije

(A +2u)0%A, +0%¢, =
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pri ¢emu je dakako Z =0.

[sta se jednadZba moZe pisati pomocu komponenata naprezanja ako se ima u vidu da je

é'x:é X—V[(Uy'*'O'z):

e, =20, -vilo, +0,)
e, =2do, v, +0,)

b=, +e, 6, = 2o, ~vilo, +0. )+ 2o, ~vilo, vl L, vl +, )

A=é[ﬁ0x—VBTy—VBTZ+Jy—Vﬂ7X—VWZ+JZ—Vﬂ7X—Vﬂ7y]

:éEﬁ(l—ZV)Wx +(1-)w, +(1—2V)Wz]

1-2v

A= [ﬂax+ay+az)

kako je zbog £, =0
g, = VEQO'X +0'y)

822 e, eutlo, +3))

Dobivamo tada

2= i), + o), | A g g

E
1+v)[(1-2v
p= WD) )
gdje je
©,=0,+0,.

Uvrsti li se posljednji izraz u gore navedenu jednadzbu, te uzme u obzir da je

i= B -_E
L+v)i-2v) M= 21+ )
dobijemo:
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{(w)vg_w)m :

2(1+ v)
{v [E+(1-2v)E
1+v)i-2v)

}DzAl +0%°¢, =0

}DZAl +0%, =0

{—(1(1_")EE }DZAl +0%9, =0

+v)(1—2|/)
0%A +im2¢:o
Yl-v
ili
2 1 2
O°A +—— 9 =0
-
1+v,
O%A, + 1 M*¢ =0
L A+y,) -y,
1+v,

02A, +(1+v,) 0%, =0,

v
dje iz jednadzZb izlaziv, =—= v.-vy=v =v{l+v,)=v, = V= .
gdje iz jednadzbe proizlazi v, -y i 2\ ( l) 1 1+v,

Za stanje ravninskog naprezanja dobijemo na sli¢an nacin:

o,=AA+2ue, =0
p=_2H
A+2u

1

te

(A +2u)0PA+0%9 =0

2
(1 +2ﬂ)D{A j;ﬂ ml}wl =0

(A +2u)[€)l i‘;ﬂszAl +0%,=0

2uD®A, +0%¢, =0,

Odnosno ista jednadzba izraZzena komponentama naprezanja, ako se uzme u obzir da je:
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tada jednadzba izgleda:

2L +v
= Ymee, +0%, =0
(1+v) E
1_V[|]]2@ +D2¢1‘0 /(]'__Vj
1+v 1+v
0%e, +1 V g, =0

Kao Sto se vidi iz gornjih jednadzbi, razlikuju se samo po konstantama uz pojedine
Clanove.

Ako je skalarna funkcija ¢, harmonijska funkcija, tj.

19, =
za oba stanja dobivamo

0°A, =0

DZG)l =0,

Drugim rije¢ima: invarijante deformacija i naprezanja u ravninskih problema moraju u
tom slucaju biti harmonijske funkcije.

Uvjet D2¢1 =0 zadovoljen je u svim slucajevima kad je zapreminska sila K u
ravnini xy konstantna ili kad je jednaka nuli, a to i jest najceSce u praksi kod statickih
opterecenja.

Do istih zaklju¢aka moZemo, dakako do¢i i iz Michellovih jednadzbi ako se, na
primjer, tri jednadZbe zbroje i za razna ravninska stanja uvrste odgovarajuc¢i odnosi
izmedu invarijante deformacija i naprezanja.

Jedna od gornjih jednadZbi predstavlja za odredeno stanje deformiranja i odreden nacin
djelovanja zapreminskih sila samo jednu od tri jednadZbe potrebne za odredivanje triju

nepoznatih veli¢ina 0,, 0, i 1,,. Ostale su dvije jednadZbe ravnoteZze, tako da bi potpun

sustav diferencijalnih jednadzbi koje treba rijesiti bio u slucaju D2¢1 =

0°0, =0

X ay
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a7, N do, Y =0
0x oy

2.2. AIRYJEVA FUNKCIJA NAPREZANJA

Sustavi  diferencijalnih jednadzbi rjeSavaju se obicno tako da se ponovljenim
diferenciranjem svedu na manji broj diferencijalnih jednadZzbi visih redova. Tako se
dolazi do op¢ih jednadzbi kojima su zadovoljene sve jednadZbe jednog sustava.

Airyje 1862. dosao do jednadzbe kojom su zadovoljene tri jednadZbe ravnoteZe.
Sustav od tri diferencijalne jednadzbe koje treba zadovoljiti da bi se postigla ravnoteza i

odredile veliCine 0,, O, 17,:

0°0,=0
9o, , 97y | X =0
ox oy
a7, N do, Y20
0x ay

Prema Airyju, jednadZbe ravnoteZe su zadovoljene ako se pretpostavi da je X =Y =0,
tedaje

oy Y ox
odnosno
ax ax
o, == r., =——2
Yo Y oy

Za 1,, dobili smo dva izraza koja izjednacena daju novu diferencijalnu jednadzbu

Wy _ox
ox oy

koja je zadovoljena ako se uzme

_9¢ _9¢
v oy X 0X

drugim rijec¢ima, diferencijalne jednadZbe ravnoteZe zadovoljene su kad je
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2 2 2
o =00 o =0 [ o 0

7 ay? YT ox? Y T oxdy

Funkcija ¢ koja povezuje komponente naprezanja naziva se Airyjevom funkcijom
naprezanja.

Treca diferencijalna jednadzba izgleda sada ovako:

2 2 2 2 2 2
ayZ X y

x> x> oy?) lox* oy?

gdje je
©,=0,+0,
ili
4 4 4
a¢+2|:!a¢ +a¢:[|4
ox* ox’aoy> ay*

=0

Ta Maxwellova parcijalna diferencijalna jednadzba Cetvrtog reda zadovoljava uvjete
ravnoteZe i neprekinutosti. Funkcije koje zadovoljavaju tu jednadZbu nazivaju se
biharmonijskim funkcijama; ima ih mnogo i razlicitih tipova, tako da ima velik broj
mogucih rjeSenja od kojih je, dakako, samo ono ispravno u kojega su zadovoljeni uvjeti
na rubovima.

U tome se i u ravninskim problemima ponovno pokazuje poteskoca jer treba istodobno
zadovoljiti uvjete na konturi i Maxwellovu diferencijalnu jednadZzbu u podrucju
ogranicenom konturom. Uvjeti na konturi mogu biti zadani ili vrijednostima same
funkcije ¢ (zadada Dirichleta) ili njezinim derivacijama po raznim smjerovima (zadaca

Neumanna). Ako su vrijednosti funkcije naprezanja u podrucju ogranicenom konturom i
na konturi odredene tako da su gornji uvjeti ispunjeni, lako se odrede komponente
naprezanja u svim tockama podrucja, zatim i komponente deformacije ili pomaka.

Funkcija naprezanja ima dimenziju sile.

2.3. AIRYJEVA FUNKCIJA I UVJETI NA KONTURI. LEVYJEVE
JEDNADZBE

RjeSavanje ravninskih problema mnogo se olakSava ako se uvjeti na konturi izraze
pomocu Airyjeve funkcije, jer se u nekim slucajevima i nekim postupcima mogu i
izravnim putem jednoznacno odrediti njezine vrijednosti u citavom podrucju
ograni¢enom konturom.
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YA
L C f/v
N
gx
S
S
X

Slika 6. Promatrana kontura

Krivulja C neka predstavlja dio konture kojom je ograniceno podrucje u kojem treba
odrediti vrijednosti Airyjeve funkcije. Uzmimo najprije da se radi o problemu kod kojeg
su uvjeti na konturi dani komponentama naprezanja (fundamentalni problem I vrste),

na primjer normalnim O, i tangencijalnim 7,, s obzirom na konturu. Komponente

punog naprezanja dane su izrazima

gdje su sada

zatim

dax .
= C0sa m:d—:S|na,

tako da prijasnje jednadZbe sada glase:

4 62¢Bd—y+ 9 ¢E—F—X

X=a_y2 ds axdy ds

2

L0 gy g

Y oxdy ds o0x® ds

_d(og B d(a(pj
0, =—| — ,=——|—
ds{ dy ds\ ox

Integriramo li te izraze po duzini luka konture s od neke proizvoljno odabrane tocke S,
dobije se:

ili
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%1% e % __[*) us+B
oy 'S 0X S
. . . . . . O0g¢ . 0¢ s
Ovdje su konstante A i B vrijednosti koje imaju kv i I u tocki So konture. Kako se
y X

poloZaj te toCke odabire proizvoljno, trebalo bi poznavati barem u jednoj tocki konture

te dvije vrijednosti, Sto je u odredenim slucajevima moguce. Kako nas kao rezultat tih
analiza zanimaju veliCine komponenata naprezanja 0,, 0, i 7,, a one su dane kao
druge derivacije funkcije naprezanja jednadZbama. Ocito je da konstante A i B, prema
tome i izbor poloZaja tocke So, nece imati utjecaja na te veli¢ine pa se moZe uzeti

A=0 B=0

Integrali na desnim stranam jednadzbe predstavljaju, prema tome, zbroj projekcija svih
sila koje djeluju na konturi C u smjeru osi xi yi to od tocke Spdo S. Pri tom treba voditi
raCuna o pozitivnom smjeru kretanja po konturi C, koji je u skladu s odnosima:

_dy -

ds ds
tj. u smjeru od pozitivnog dijela osi x prema pozitivnom dijelu osi y.

Poznavajudi parcijalne derivacije funkcije naprezanja na konturi, koje su dane
jednadZbama, ve¢ se moZe stvoriti neka predodzba o njezinom karakteru. Ipak bolju
predodzbu dobijemo ako se na konturi odrede parcijalne derivacije funkcije naprezanja
u smjeru normale nitangente ¢u tocki S Sto se dobije iz ovih izraza:

S S
09 _dp _0¢ X 0p gy [ ds|om+| [r,0s|m=T(s)
ot ds o0x ds o9y ds 5 5

gdje su /i mkosinusi kutova Sto ih zatvara normala na krivulji Cu tocki S.

Posljednji izraz predstavlja zbroj projekcija svih sila koje djeluju na konturi € od tocke Sp
do tocke S projiciranih u smjer normale u tocki S. Ta veli¢ina odgovara potpuno pojmu
poprecne sile T koji je poznat iz teorije linijskih nosaca.

[sto je tako
S S
99 _0¢ & 0pdy_ _ [¢,ds|m+| [¢,ds|in==N(s)
on 0x dn dy dn 5 5
jerje
_dy _dx __Ox_dy
ds dn ds dn
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Taj izraz predstavlja zbroj projekcija svih sila u smjeru tangente u tocki S na krivulji C ili
velic¢inu koja odgovara pojmu uzduzne sile u teoriji linijskih nosaca.

Predznaci od Tsi' i NSS0 odabrani su u jednadZbama tako da se pozitivni smjerovi

tih sila podudaraju s pozitivnim smjerovima tangente i normale na konturi C.

NES) +T(s)

S

Slika 7. Predznaci normale i tangente

Moguce je odrediti i vrijednost funkcija naprezanja na konturi. Izraz za totalni
diferencijal ima ovaj oblik:

S S
d¢=a—¢’mx+a—¢my= - jﬁyds dx + jzxds dy
0Xx oy & 5
Integrira li se desna strana parcijalno, dobije se
S S S
@=-X J'Eyds +J'foyds+y J'fxds —jyxds:
S S S

oy, - V)@, - (x, - %), Jas =-M(s)

N e—n

IshodiSte koordinatnog sustava smjeSteno je u Sp.

Posljednji izraz u uglatoj zagradi predstavlja moment sila koje djelujju na dijelu
konture Sy do Si to s obzirom na tocku S. Taj moment odgovara momentu savijanja u
teoriji linijskih nosaca, Sto se vidi i iz ovoga izraza:

a_szS a'\/IS
a > ot

Time su sve osnovne karakteristike funkcije naprezanja na konturi odredene do to¢nosti
konstante.
Prema tome, da se odrede spomenute karakteristike funkcije naprezanja ¢ na

konturi dovoljno je zatvorenu konturu C zamisliti prerezanu na povoljno odabranom
mjestu Sy te odrediti Ty, N§ i M. Iz toga se takoder vidi da funkcija ima znacenje
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momenta Sto odgovara onome Sto je gore receno o njezinoj dimenziji jer se sile uzimaju
na jedinicu debljine.

2.4. HARMONIJSKE I BIHARMONIJSKE FUNKCIJE

Harmonijske funkcije su one funkcije koje zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu
A=07f =0,gdjeje f = f(x,y,2).
2 2 2
A=[2 = 0 N 0 N 0
ox> dy* 0z°

Harmonijske funkcije mogu biti polinomi svih stupnjeva uz odredene uvjete, dok su
polinomi do isklju¢ivo 1.stupnja uvijek harmonijske funkcije. Kod polinoma visih
stupnjeva konstante uz pojedine nezavisne varijable moraju stajati u odredenim
odnosima koji su dani uvjetnim jednadzbama kako bi oni bili harmonijske funkcije, na
primjer za polinom treceg stupnja:

f=axyz+ax’ +a,xy+ax’z+a,y’ +a,y’z+ay’x+a,z° +a,2°x+a,2°y

0°f +02f +02f

A=D0%f =
x> oy* 0z°

2
07t :ai(a]— 0 (aoyz+331x2+2a2xy+2a3xz+0+0+a6y2+O+3822+0):
X

ox* ax) ox
o't _ 2 2 = 2 2
v =0+6ax+2a,y+2a,z+0+0=06ax+2a,y+2a,z

2
0f.9 (ij 0 (axz+0+a,x* +0+3a,y? + 2a,yz+ 2a,yx + 0+ 0+ a,2°) =

ay> oylay) oy
0°f _ _
oy =0+0+6a,y+2a,z+2a,x+0=06a,y +2a,z+ 2a,X
9°f _a(o 0
=—|=|== +0+0+a,x* +0+agy® +0+3a,2° +2a,2x + 2 =
0°f _ _
37 =0+0+0+6a,z+2a,Xx+ 28,y = 6@,z + 2a,X + 28,y
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_0%f o%f  a%f _
Af = v + ¥ + P =6a,x+2a,y+2a,z+6a,y+2a,z+2a,x+6a,z+2a,x + 2a,y
X y z

Af =0%f =0=(6a, +2a, +2a,) x+(6a, + 2a, + 2a,) 0 + (6a, + 2a, + 2a, ) &

Kako su x, yi znezavisne varijable, gornja jednadzZba je zadovoljena samo ako su izrazi u
zagradi jednaki nuli. U tom slucaju dobivaju se tri dodatna uvjeta iz kojih se odreduju tri
koeficijenta, dok se veli¢ine ostalih Sest koeficijenata biraju po volji. Ili, na primjer sa
dvije nezavisne varijable

— 4 2,2 3 2 3 2
f =aXx" +a,x7y" +a,xy” +a,x"y +a;x" +agxy

0°f o°f
+

A=0%f =
ox> oy’

0’°f o9 /(o0 0
—=—| — | =—\4a,x* +2a,xy* +a,y* + 2a,xy +3a.x* +a,y?|=
ox° ax(axj ax( % DY a0y + 2,0+ 3 +ay’)

0°f
ox?

=12a,x* +2a,y*> +0+2a,y +6a,x+0=12a,x’ + 2a,y’ + 2a,y + 6a,x

0’f o ( o 0 2 2 2
=—|—|=—(0+2a,xy+3a, +a,X" +0+2a,xy)=
ay? ay(ayJ ay( XY . 4 xy)

2
% = 2a2x2 +6a,xy + 0+ 2a,x = 2a2x2 +6a,xy + 0+ 2a,X
y

0%f 0°%f
A=0%f = t—

ox~ oy

=12a,x* +2a,y* +2a,y + 6a,x + 2a,X* + 6a,xy + 0+ 2a,x = 0

(L2a, +2a,)x" + (6a; +2a,)x + 28,y” +2a,y +6a,xy =0

Dobiju se ove uvjetne jednadZbe:

6a +a, =0
33, +3, =0
a,=a, :8.4:0

Prema tome navedeni polinom postaje harmonijska funkcija
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f =ax® —3a,xy?

Filoni Ribiére nezavisno jedan od drugoga su pokazali da su umnosci trigonometrijskih i
hiperbolnih funkcija harmonijske funkcije.

Ako se odabere ovakav oblik funkcije
f = XY,
gdjeje X = X(x) aY =Y(y) Laplaceova jednadzba izgleda ovako:

X"Y+XY'"=0

Posljednja jednadZba moZe biti zadovoljena samo ako je

XY p
X Y

gdje je A neka konstanta jer izrazi X i v moraju biti nezavisni posto je

pretpostavljeno da je X'samo funkcija od x, a Yfunkcija samo od
X"+ [X =0

k*+ A =0 = k==iA

xl - Ky - ei/]X

—iAX

X,=¢€%=¢

X =ADX +A X, =AEBY+A @ =A [cosix+i Binix)+ A, [fcostAx) +i BinEAX))
X = A [EosAx + A I 8inAx + A, [EosAx — A, T [$in(-Ax) = B, [tosAx + B, L [$inAx

YR Y =0
kK2-1=0 =  k=#A

Y=

= e/]y
Y, =% =g

X =C, Y, +C, ¥, =C, [&" +C, [&" = D,shly+ D,chly

Diferencijalne jednadZbe imaju ova rjeSenja:
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X =A™ + Ae™™ =B, sinAx+ B, cosly
Y =C,e” +C,e” =D,shly + D,chly

Prema tome, funkcije i ovih oblika su harmonijske
sinAxch/y, cosixe”, e™sinly, itd.

[ trostruki umnosci eksponencijalnih, trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija mogu biti
harmonijske funkcije. Uzmimo ovaj oblik takvog umnoska pa zadovoljimo Laplaceovu

jednadZzbu
f =g

0f =a®+p°+)* =0
a=+iyB2+y?,

siny 5% + y? x[@” ¥
e™ [Bos\a’ +y’yBhyz itd.

Pokazano je da sve funkcije koje zadovoljavaju Cauchy-Riemanove uvjete zadovoljavaju
Laplaceovu jednadzbu, jer ove dvije jednadZbe derivirane po xi po yzatim zbrojene daju

™

ili

tako da su harmonijske funkcije

i:% % f =0
dy 0x !
i:—% |:|2f =0
0x oy 2

Tako su, na primjer, u ravnini u, v realni i imaginarni dio funkcije kompleksne varijable
harmonijske funkcije. Uzmimo kao primjer:

f=Inz z=x+iy=r[@®*
f =In|r @©2 |=Inr +i QO +2n7)
Prema tome je Inr i (©+2n7) harmonijska funkcija; pri tom je

r.2:)(2_|_y2
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o= arctgi
X
[sto je tako harmonijska funkcija
Inr?, In[(x+c)2 +y2] itd.

Biharmonijske funkcije su one funkcije koje zadovoljavaju Maxellovu jednadzbu

4 4 4
n2=ntf =2 I+2Dazf2+a I =0
ox ox“oy“ oy

U prvom redu sve harmonijske funkcije ujedno su i biharmonijske funkcije, ali to ne
vrijedi obratno. Nadalje, od harmonijskih funkcija vrlo lako se tvore biharmonijske
funkcije ako se mnoZe s nezavisnim varijablama ili sa zbrojem njihovih kvadrata, Lako se
dokaze

0% (xe) :ZEﬁL
OX

2
Dz(xg—@ =2 Lax?'

ako je 0°@=0.

[sto tako je

0@ 0
o+ =0%0°? =0°% 2—= |=2—D0%=0.
(xo)= 0% ()= 07 292 | =20 0%

Prema tome, ako je ¢ harmonijska funkcija, onda su X¢, y¢ i z¢ biharmonijske
funkcije. Isto tako je za

r2 - X2 + y2 + Z2
te za

O°p=0
Dz(ér 2(0) =3¢+ 2r gradg

Drugi ¢lan je harmonijska funkcija jer je
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- 2 2 2
D%(r gradg) =07 X6_¢+y6_qo+za_¢ _o09, 09, 09)_,
ox oy 0z ox> oy®> 0z

Prema tome je
1
O20%| =r? j: 0,
(2 Y
Sto je trebalo i dokazati.

Prema tome je biharmonijska funkcija
P=G+XQFYG 2B +10g,
ako su ¢, ..., harmonijske funkcije.

Filon-Ribiérovo rjeSenje prosireno na biharmonijske funkcije izgleda u ravninskih
problema ovako:
X = X(X)
f =XY
Y =Y(y)

Maxwellova jednadzba moZe se svesti na ovaj oblik:

v Il Il v
X +2X_|3Y_+Y_:O
X X Y Y

Ako se pojedini ¢lanovi u posljednjoj jednadZzbi deriviraju po y; dobije se

I 1R} v
2X_ Y_ + Y_ =0.
X Y Y

Da bi se zadovoljila poCetna pretpostavka, da funkcija Xi Y nisu zavisne jedna od druge,
rjeSenja diferencijalne jednadzbe za Xi ¥'moraju dati nezavisne funkcije, a to je moguce
ako je

11
X -A% = konst.
X

RjeSenje te jednadzbe je

X = A cosAx+ A, sinAx.
Kako je
XV =X

JednadZbu moZemo pisati i u ovom obliku:
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Y -2 y" +Y"V =0.
Ako se uzme Y =¢e", dobije se karakteristi¢na jednadzba

(2 -2F =0
odakle je

gdjesu ¢, i £, dvostruki korijeni za koje su rjeSenja
Y =B, [chy+B, sy + y[B, [chly + y[B, [sh/ly.
Prema tome, biharmonijske funkcije su i

Y, [sinAx[chly, r2 3iny B2 + y? x[@¥ [thyz itd.

Polinomi do ukljucivo tre¢eg stupnja uvijek su biharmonijske funkcije, dok su
polinomi viSih stupnjeva samo onda ako koeficijenti zadovoljavaju uvjetne jednadzbe
koje proizlaze iz Maxwellove jednadZbe. To je pokazano za harmonijske funkcije.

Funkcija koje zadovoljavaju Laplaceovu ili Maxwelllovu jednadzbu ima mnogo,
tako da bi trebalo ocekivati da je lako naci rjeSenja za razne probleme teorije elasti¢nosti
u prostoru i ravnini. No poteSkoce se javljaju pri zadovoljavanju konturnih uvjeta, jer
kod problema u praksi obicno dolaze sloZene, nepravilne konture i isto takva
opterecenja ili deformacije, pa je razmjerno mali broj problema rijeSen matematicki u
zatvorenom obliku.

(*) Analiticke funkcije su jednoznacne kontinuirane funkcije u jednom podrucju kojih su
derivacije po promjenjivoj Z u svim smjerovima jednake. Teorija analiti¢ckih funkcija
odnosi se ve¢im dijelom na funkcije kompleksne varijable za koju je gornji uvjet
ispunjen. Ako je z=X+i[y kompleksna varijabla i w(z) funkcija kompleksne varijable,
onda se jednom moZe derivirati po smjeru x a drugi put po smjeru y, no derivacije
moraju biti jednake.

ow _ ow _ ow

No funkcija w sastoji se takoder od realnog i imaginarnog dijela

W=u+iv
tako da je
0W_6u+.av_aw_ ou +6v

X ox Ox idy idy oy
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Ako je w analiticka funkcija, onda realni i imaginarni dijelovi na lijevoj i desnoj strani
moraju biti jednaki, tj.

ou _ ov . ov__0du

ox oy : ax a_y

To su Cauchy-Riemanovi uvjeti koje analiticke funkcije moraju zadovoljavati. Ako se
gornje jednakosti ponovno deriviraju i zbroje, dobijemo jedan put

2 2
6_\2/+6_\2/ = Dz =
X y
i drugi put dobiju
2 2
a_l: a_l;:[jz =0
X y

[z toga proizlazi da je realni i imaginarni dio analiticke funkcije harmonijska funkcija
koja zadovoljava Laplaceovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu.

Kako u mnogim problemima teorije elasti¢cnosti treba odrediti oblik nekih
funkcija koje zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu, ili Poissonovu jednadzbu, ili slicne
parcijalne jednadzbe drugog reda, homogene ili nehomogene, sigurno je da su analiticke
funkcije ili pojedini njihovi dijelovi klasa funkcija koje predstavljaju djelomicno ili opce
rjeSenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe. Konacan izbor funkcija zavisit ¢e, dakako,
od konturnih uvjeta. Na tome se zasnivaju neka rjeSenja problema torzije koja je dao St.
Venant.
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3. VISOKOSTIJENI NOSACI

3.1. MODEL VISOKOSTIJENOG NOSACA

SVEUCILISTE U ZAGREBU
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3.1.1. PROMATRANI MODEL VISOKOSTIJENOG NOSACA

(&)
X &
< [
=
(&)
” 1 & 1 #
L=2l
y
v

Slika 8. Visokostijeni gredni nosa¢

Promatra se visokostijeni nosa¢ prikazan na slici 8., odnosno razmjerno uski i
visoki nosa¢ na koji djeluje jednoliko raspodijeljeno opterecenje u ravnini nosaca.
Visokostijeni gredni nosac u tekstu se takoder negdje naziva i visoka greda ili plocasti
nosac. Razmatra se problem savijanja takvog nosaca kontinuiranim opterec¢enjem.

3.1.2. STATICKI SUSTAV I RUBNI UVJETI

Slika 9. Staticki sustav visokostijenog nosaca
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Rubni uvjeti zadani su raspodijeljenim prihvatom posmic¢nih naprezanja po visini
rubova kao i vertikalnim pomakom u sredini rubnih presjeka jednakim nuli. Drugim
rijeCima, staticki sustav visoke grede je jednostavno oslonjeni nosac (prosta greda) Sto
je prikazano na slici 9.

Zadatak se rjeSava poluobratnim postupkom tako da je odabrana potencijalna
funkcija koja zadovoljava rubne uvjete a potom su zadovoljavani ostali uvjeti, odnosno
pretpostavlja se odredena raspodjela naprezanja za koju su zadovoljeni uvjeti na konturi
te provjerava da li su zadovoljene i ostale jednadZbe. Detaljniji postupak prorac¢una
prikazan je shemom na slici 10.

Pretpostavljeni izrazi za

komponente naprezanja

Izrazi za komponente
naprezanja

l

Odredivanje koeficijenata Potencijalna funkcija

4

Kontrole, korekcije,
komentari i analize

| 111

Komponente naprezanja

Slika 10. Shema postupka proracuna

3.1.3. IZRAZI ZA KOMPONENTE NAPREZANJA

Pretpostavit ¢emo da je, kao i u teoriji pravih Stapova, raspodjela normalnih
naprezanja u smjeru osi x linearna a raspodjela posmic¢nih naprezanja paraboli¢na. Kako
bismo zadovoljili prethodno navedene rubne uvjete, izrazi za komponente naprezanja
moraju imati ovaj oblik:

— normalno naprezanje u smjeru osi x:

Ox = dl(lz - Xz)y
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— posmicno naprezanje:
— 2 2
Txy = d,(c* —y*)x
— normalno naprezanje u smjeru osi y:

oy = d3(c® —y3) + dy(c—y)

Takoder su poznate veliCine normalnog naprezanja u smjeru osi y na rubovima
koje iznose:

oy(y=4+c) =0

0-y(y = _C) =—-q

3.2. POTENCIJALNA FUNKCIJA I MAXWELLOVA JEDNADZBA

3.2.1. POTENCIJALNA FUNKCIJA

[z prethodno navedenih izraza za komponente naprezanja vidi se da Airyjeva
funkcija za taj problem mora sadrzavati ¢lanove treceg i petog stupnja, budu¢i da su
¢lanovi u navedenim izrazima prvog i treceg stupnja, a naprezanja su druge derivacije te
funkcije. Dakle, potencijalna funkcija ima oblik:

® = a;x° + a,xty + a3x3y? + a,x%y3 + agxy? + agy® + a,x3 + agx®y + agxy? + aj0y°

3.2.2. MAXWELLOVA JEDNADZBA
Zadovoljavajuc¢i Maxwellovu jednadZbu
Vid =0

ore 0o ot
dy* 0x2dy? = ox*

uvrstavajuci prethodno odredenu Airyjevu funkciju dobivamo:
24 - (5a;x+ ayy +azx +auy + agx + 5agy) =0

(5a; +az+as)-x+(ay,+a,+5a)'y=0

te se izjednacavanjem koeficijenata posebno uz x te posebno koeficijenata uz y dobivaju
dvije jednadZbe:
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5a; +az+as; =0
az+a4+sa6=0

3.3. KORISTENJE IZRAZA ZA KOMPONENTE NAPREZANJA ZA
DOBIVANJE IZRAZA ZA KOEFICIJENTE

Usporedivanjem c¢lanova Maxwellove jednadZbe, tj. KoriStenjem izraza za
naprezanja mogu se uspostaviti odnosi izmedu koeficijenata a i d.

3.3.1. IZRAZ ZA NORMALNO NAPREZAN]JE U SMJERU OSI X

I[zraz za normalno naprezanje u smjeru osi x (0y):

uz, naravno, uvrstenje pretpostavljene potencijalne funkcije, daje:
2a3x3 + 6a,x%y + 12agxy? + 20agy> + 2a9x + 6a;,y = d; (12 — x?)y

2a3x3 + 6a,x%y + 12a5xy? + 20a,y> + 2a9x + 6a,,y = d;1%y — d;x?%y

Budu¢i da lijeva i desna strana moraju biti jednake, koeficijenti s lijeve strane
jednadZbe koji nemaju pripadne €lanove s jednakim kombinacijama umnoska varijabli x
i y s desne strane jednadZbe jednaki su nuli. Ti koeficijenti su:

a3 =as=ag=aqg=0
Dakle, dobivamo:
6a,x%y + 6a,;0y = —d;x%y + d,1%y

odnosno, iz toga dvije jednadzbe koje daju izraze za koeficijente:

6a,x%y = —d,x%y 6a,,y = d; 1%y
634 == _dl 6310 = dllz
dl = _634 12

di0 = gd1

3.3.2. IZRAZ ZA POSMICNO NAPREZANJE

Izraz za posmicno naprezanje (Tyy):
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20
oxdy Txy

uz, naravno, uvrstenje pretpostavljene potencijalne funkcije, daje:

4a,x3 + 6a3x%y + 6a,xy? + 4agy> + 2agx + 2agy = —d,(c? — y?)x
4a,x3 + 6a3x%y + 6a,xy? + 4asy® + 2agx + 2agy = dpxy? — d,c?x

Budu¢i da lijeva i desna strana moraju biti jednake, koeficijenti s lijeve strane
jednadZbe koji nemaju pripadne ¢lanove s jednakim kombinacijama umnoska varijabli x

iy s desne strane jednadZbe jednaki su nuli. Ti koeficijenti su:
a, =az =ag=ag=20

Dakle, dobivamo:
6a,xy? + 2agx = dyxy? — d,c?x

odnosno, iz toga dvije jednadzbe koje daju izraze za koeficijente:

6a,xy? = d,xy? 2agx = —d,c?x

634 = d2 238 = —dZCZ
dz CZ

dy = E ag = —?dz

3.3.3. MAXWELLOVA JEDNADZBA

Ako se vratimo u prvu jednadzbu dobivenu iz Maxwellove jednadZbe:

5a; +az+as; =0
uz vec zakljuceno:
az=as =0
slijedi
a; =0
[z druge jednadZbe dobivene iz Maxwellove jednadZbe

az+a4+536=0
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zakljuc¢ujemo ako je
a, #0
onda ili a, ili a4 (za koje smo prije dobili da su nula) takoder mora biti razli¢ito od nule
ili oboje.
3.3.4. IZRAZ ZA NORMALNO NAPREZAN]JE U SMJERU OSI 'Y

Odnos za trecu komponentu naprezanja, normalno naprezanje u smjeru osiy (oy):

2P

ox2 Oy
uz, naravno, uvrstenje pretpostavljene potencijalne funkcije, daje:

20a;x3 + 12a,x%y + 6asxy? + 2a,y°> + 6a,x + 2agy = d3(c3 —y3) + d,(c —y)
20a;x3 + 12a,x%y + 6asxy? + 2a,y°> + 6a,x + 2agy = dzc3 — dzy® + d,c— dyy

Budu¢i da lijeva i desna strana moraju biti jednake, koeficijenti s lijeve strane
jednadZbe koji nemaju pripadne ¢lanove s jednakim kombinacijama umnoska varijabli x
iy s desne strane jednadZbe jednaki su nuli. Ti koeficijenti su:

31=32=33=a7=0

Vidimo da iz izraza za normalno naprezanje u smjeru osi y (desna strana
jednadzZbe) dobivamo i ¢lanove

dsc3 + d,c

koje trebamo izjednaciti s drugom derivacijom po x umnoska dodatnog koeficijenta i
odredene varijable potencijalne funkcije. Dodatni koeficijent je koeficijent a;; dok ta
odredena varijabla mora biti takva da druga derivacija po y i mjeSovita derivacija po x i
po y budu jednake nuli dok druga derivacija po x mora biti razli¢ita od nule. Takva
varijabla je x2.

Dokazimo navedeno:

62
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2

2 —
WX =2+0

Slijedi:
0% (a;1x%) _ 0%(a;1x%) _
dy2  0xdy
0% (ay1x?)
o~ B

Dakle, dobivamo:
2a,y°% + 2agy + 2a;; = —dzy> — duy + dsc® + dyc
odnosno, iz toga tri jednadZbe koje daju izraze za koeficijente:
2a,y° = —djy3 2agy = —d,y 2a;; = d3c3 + dyc

= — = — 1
d; 2a, dy 2ag Ay, = E(d3c3 +d, )

3.3.5. MAXWELLOVA JEDNADZBA

[z prijasnjih izraza (iz izraza za normalno naprezanje u smjeru osi x i posmicno
naprezanje) proizlazi:

a, #0
ag # 0
Prema tome druga jednadzba dobivena iz Maxwellove jednadZbe
a; +a,+5a,=0
je zadovoljena ako je
a, =0

odnosno, sada moZemo iz te jednadZbe izraziti koeficijent aq

a4+536=0
ay

ag = ——

6 5
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i zbog toga se u izrazu za pojavljuje joS jedan c¢lan koji se u teoriji pravih Stapova ne
pojavljuje.

3.4. ODREDIVANJE POTREBNIH KOEFICIJENATA

Pri odredivanju konstanata a i d krenimo redom.

3.4.1. KORISTENJE UVJETA NA RUBU X=+L

Integral posmicnog naprezanja po duZini ruba x = +1 mora biti jednak poprecnoj
sili na istom mjestu, odnosno reakciji lezaja buduci da se na upravo na tom mjestu nalazi
lezaj. Iz te ¢emo jednakosti izraziti koeficijent d,. Navedeno je vidljivo na slikama 8. i 9.
te slici 11.

% *
ql
(&)
X 8
< T
(8]
. 1 , 1
L=2l
y
v
Slika 11. Rub x = +] visokostijenog nosata
c
J Tyydy = ql
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3.4.2. KORISTENJE PRETHODNO DOBIVENIH IZRAZA ZA OSTALE
KOEFICIJENTE

Kroz do sada proveden proracun dobili smo izraze za potrebne koeficijente. Sada
ih moZemo redom izracunati kako bismo ih mogli uvrstiti u izraz za potencijalnu
funkciju kasnije. Dakle,

_dp 1( 3q) 1q

6 6\ 4¢3 8c3
q c? ( 3q)c2_3q
8= "y = 4c3) 2 T8¢
- 1< 1q)_ 1q
=" 5775783 T 103
1q 3q
& =62, =~6(~555) =73

1q 1q

4= 2= -2(~555) =73
3q 3q
d, = —2a, = —2——==—-=2=
4 s 8c 4c

1 1/1q 3q q
=3+ 4,0 =3 (55 -5 o)

3.5. IZRAZENA POTENCIJALNA FUNKCIJA

3.5.1. OPCI IZRAZ ZA POTENCIJALNU FUNKCIJU

[zraziti ¢emo potencijalnu funkciju @ te pritom ne¢emo zaboraviti dodati i ¢lan
a;;x% na osnovno pretpostavljenu potencijalnu funkciju pa ¢e potencijalna funkcija
izgledati:

® = a;x° + a,xty + azx3y? + ayx?%y® + agxy? + agy® + a;x3 + agx?y + agxy?
+ a0y +a;,x?
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3.5.2. IZRAZENA POTENCIJALNA FUNKCIJA

UvrsStavanjem svih potrebnih i poznatih koeficijenata u izraz za potencijalnu
funkciju dobivamo:

® = a;x° + a,xty + a;x3y? + a,x%y® + agxy* + agy® + a,x3 + agx?y + agxy?

+a;0y° +a;1x?

1 1
d>=0-X5+0-x4y+0-x3y2+(——%>x2y3+0-xy4+—i3y5+0-x3

8c 40 c
3q I? q q
+-—=x?y+0-xy?> + ——y> + ——x?
gc Y TU Y TgEY 2%
XZ 3X2 12 3 XZ 3 5
oo I 3y Fay® o<y’ ay

4 8c 8c3 8c3 + 40c3

3.6. IZRAZENE KOMPONENTE NAPREZANJA

Uvodimo izraz koji ¢emo koristiti u ostalim izrazima radi pojednostavljenja:

[==¢3

3.6.1. IZRAZENA NORMALNA NAPREZANJA U SMJERU OSI X

Vel poznati izraz za normalno naprezanje u smjeru osi x:
R
Oy = =
X ayz

Normalno naprezanje u smjeru osi x izracunat ¢emo koristeéi prethodni izraz na
nacin da ¢emo prvo racunati desnu stranu a zatim lijevu stranu izraza.

Desna strana izraza za normalno naprezanje u smjeru osi x dobiva se dvostrukim
deriviranjem potencijalne funkcije po y (sa svim uvrstenim poznatim koeficijentima):

0°®  3l2qy 3qx2y+qy3

dy? 4¢3 4¢3 2¢3
UvrStenjem izraza za I i pojednostavljenjem izraza dobivamo:

0’°® 1qy
— = -2 (312 — 3x? + 2y2
3y? e 1 ¢ x* + 2y*)
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0°® 1q 1q
—_ = 12_ 2 1,3
ayz ~ 210 X3

Lijeva strana izraza za normalno naprezanje u smjeru osi x dobivena preko na
pocetku pretpostavljenog izraza za raspodjelu naprezanja (sa uvrStenim poznatim
koeficijentom):

Ox = d1(12 - Xz)y

3q(1> — x)y
Ox = 4¢3

UvrsStenjem izraza za I i pojednostavljenjem izraza dobivamo:

Razlika izraza dobivenih posebnim racunanjem lijeve i desne strane

1q3
3717

leZi upravo u naknadno dodanom potrebnom ¢lanu potencijalne funkcije.

Dakle, izraz za naprezanje u smjeru osi x je:

_1q 2 2 1q 3
ox =57 =x)y+77y

3.6.2. IZRAZENA POSMICNA NAPREZANJA

Vel poznati izraz za posmicno naprezanje:

0%
Ty = 0x dy

Posmictno naprezanje izracunat ¢emo koristeci prethodni izraz na nac¢in da éemo
prvo racunati desnu stranu a zatim lijevu stranu izraza.

Desna strana izraza za posmic¢no naprezanje dobiva se deriviranjem potencijalne
funkcije po xi po y (sa svim uvrStenim poznatim koeficijentima):

0°d 3gx  3qgxy?
q+qy

0x dy " 4c 4¢3
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UvrStenjem izraza za I i pojednostavljenjem izraza dobivamo:

0%
0xdy

q
= 21 (c? —y*)x

Lijeva strana izraza za posmicno naprezanje preko na pocetku pretpostavljenog
izraza za raspodjelu naprezanja (sa uvrStenim poznatim koeficijentom):

Txy = dZ(CZ - y2)X

3gqx(c® —y?)
Sy T T4l

UvrStenjem izraza za I i pojednostavljenjem izraza dobivamo:
4. 2 2
Tyy = == (€ —y)x
ST (c*=y%)
Obe strane izraza su jednake Sto potvrduje njihovu to¢nost.

3.6.3. IZRAZENA NORMALNA NAPREZANJA U SMJERU 0SI Y

Vel poznati izraz za normalno naprezanje u smjeru osi x:

0% P
o, = —
Yy T 9x2
Normalno naprezanje u smjeru osi y izraCunat ¢emo koristec¢i prethodni izraz na
nacin da ¢emo prvo racunati desnu stranu a zatim lijevu stranu izraza.

Desna strana izraza za normalno naprezanje u smjeru osi y dobiva se dvostrukim
deriviranjem potencijalne funkcije po x (sa svim uvrStenim poznatim koeficijentima):

¢ q 3qy aqy’

ox2 2 4c 4¢3

UvrStenjem izraza za | i pojednostavljenjem izraza dobivamo:

°®  1q 2(9c 4

Lijeva strana izraza za normalno naprezanje u smjeru osi y dobivena preko na
pocetku pretpostavljenog izraza za raspodjelu naprezanja (sa uvrStenim poznatim
koeficijentima):
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oy = d3(c® —y?) + ds(c—y)

_3q—y) a€ —yY
4c 4¢3

0'y=

UvrStenjem izraza za I i pojednostavljenjem izraza dobivamo:
1q
oy =—z7(c— y)?(2c+y)
Obe strane izraza su jednake Sto potvrduje njihovu to¢nost.

3.6.4. KONTROLA IZRAZA ODREDENIM UVJETIMA

Napravit ¢emo dvije kontrole dobivenih izraza za naprezanje. Prva kontrola biti
¢e kontrola izraza za naprezanje u smjeru osi y, a druga kontrola obuhvatit ¢e sve izraze
za naprezanje uvrstavajuci ih u Maxwellovu jednadzbu.

Na pocetku smo postavili oCite poznate rubne uvjete (na rubovima prikazanima
na slici 12.) za normalno naprezanje u smjeru osi y koje iznose:

oy(y=4+c) =0
0-y(y = _C) =—q

ql

*

¥
v

Slika 12. Rubovi y=+-c i y=-c visokostijenog nosaca

U opdi izraz za naprezanje u smjeru osiy
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1q )
oy =~z (2c+y)
uvrstit cemo navedene y koordinate i tako provjeriti sam izraz:
1
oy = —g%(c —0)?Q2c+c)=0

1
0y = —z1(c— (=9 (2c + (-0) = —q

Vidimo da su rubni uvjeti zadovoljeni te tako i da je izraz ispravan. Uz to, takoder
smo provjerili ekstremne vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru osi y, tj. vidimo da

to naprezanje na mjestu unosa opterecenja ima maksimalnu dok na dnu nosaca ima
minimalnu vrijednost.

Maxwellova jednadzba
64CD+2 0*d +64CD_0
dy* 0x2dy? = ox*
uz koriStenje poznatih relacija
R
Oy = W
R
% = oz
B R
Ty T 7ok dy
moZe se napisati kao
0?® 9% L ’® 0?0 N 0?d 9% B
dy? 0y? dxdy 0xdy 0x% 0x2
R %P
W.GX-I_ZI(_TXY). (_Txy) +m'0'y =0
R 2 0°®
W.GX-I_ZI(TXY) +W.Gy: 0

UvrsStavanjem izraza za naprezanja te deriviranjem dokazujemo da je jednakost to¢na.
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°d 1q,., 1q , q,, o 1% 0@
oz 121 —xy gy a2 e -y 455

~[Fe-practy]=0

Time smo dokazali to¢nost izraza za naprezanja (vrijedi jednakost).

3.6.5. KOREKCIJA IZRAZA ZA NORMALNA NAPREZAN]JA U SMJERU OSI X

Svi rubni uvjeti su zadovoljeni osim uvjet na rubu x = *I za normalno naprezanje
(slika 13.).

q

T TIIIIIYYLIL ey

ql ql

y
v

Slika 13. Rubovi x=+11ix=-1

Ako u izraz za normalno naprezanje u smjeru osi x uvrstimo x = *l, prvi €lan
izraza jednak je nuli no drugi ¢lan ostaje i jednak je:

S
X 3Iy

iz Cega se dobije moment

+C1
q
M= | c=y3-y-d
1 JSIy y-dy
—c
_2¢c%q
17151
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Djelovanjem tog momenta koji daje nelinearnu raspodjelu naprezanja na
rubu x = 41 moZe se u odredenoj mjeri ukloniti ako se na istim rubovima priloZi
moment jednake veli¢ine no s linearnom raspodjelom naprezanja. Za takav je moment
(Cisto savijanje) oy = 01Ty, = 0.

Drugim rije¢ima, moZemo izjednaciti:

M] = dsl

a iz toga mozZemo dobiti koeficijent

Normalno naprezanje u smjeru osi x sada je:

192 ey, 1 190
ox =57 " =%y +37y" —dsy

odnosno

_1q2 2 1q 2 32
O-X_ET(I X)Y"‘gf(y gc)y

dok ostale komponente naprezanja ostaju nepromijenjene.

3.6.6. KOMENTAR IZRAZA ZA NORMALNO NAPREZANJE U SMJERU OSI X

Kao $to je vidljivo, to¢no se rjeSenje razlikuje od onog koje daje teorija pravih
Stapova. Prvi ¢lan u izrazu za normalno naprezanje u smjeru osi x odgovara Bernoulli-
Navierovoj hipotezi ravnih poprecnih presjeka, dok je drugi ¢lan posljedica postojanja
normalnog naprezanja u smjeru osi y koje se u teoriji pravih Stapova ne uzima u obzir.
Za uobicajene dimenzije nosaca na dva leZaja taj je utjecaj neznatan te se u praksi moze
zanemariti $to se vidi iz omjera drugog i prvog €lanazax = 0iy = c.

Drugi ¢lan:

Prvi ¢lan:

1q 2 2 _1q 2 2 _1q2
ET(I X )y—ET(l 0 )C—ETI C
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Omjer drugog i prvog ¢lana:

2493
|

51¢ _ 4
e 50

—_

N| =

Vel za omjer

<

—1 0
ul|

razlika izmedu toCnog rjeSenja i onog prema hipotezi ravnih presjeka nije ve¢a od 1,1%.

Treba, medutim, reci da i to rjeSenje problema savijanja visokostijenog nosaca
nije sasvim tocno jer je na rubu x =1 ponisSteno djelovanje momenta M., no ipak na
istom rubu preostaje razlika naprezanja izmedu raspodijele naprezanja po linearnom
zakonu i po paraboli tre¢eg stupnja.

3.6.7. ANALIZA 1ZRAZA ZA NORMALNA NAPREZANJA U SMJERU OSI X

LLLLLLLLLLJ.JJLLM}JLLLLJ
ql ql % ~
8]
X N
< ol
=
&)
i 1 1 )
2 L=21 y
y
v

Slika 14. Srednji uspravni presjek visokostijenog nosaca

Vazno je uociti normalno naprezanje u smjeru osi x u srednjem uspravnom
presjeku nosaca (slikal4.). Tako sukladno izrazu za normalno naprezanje u smjeru osi x
uz uvrstenje x = 0 to dobivamo:
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1q 1q 3
—_12 —x2 a2 2
1q 1q 3
—_2102 -2 A2 22

1q
31

1q

3
ox =Py +--(y* — gcz)y

Sto je graficki prikazano na slici 15. u relativnom mjerilu za pojedine omjere dimenzija
nosaca. Prvi ¢lan daje linearnu raspodjelu naprezanja po visini, onu koju daje teorija
malih pomaka Stapova izloZenih savijanju, dok drugi ¢lan pokazuje utjecaj stroze teorije
elasti¢nosti primijenjen na ravninsko stanje.

0.50 0.75

Slika 15. Normalna naprezanja u smjeru osi x u ovisnosti o0 omjeru duzine i visine visokostijenog nosaca

Ve¢ smo spomenuli omjer

<

—| a
ul|

kod kojeg razlika izmedu to¢nog rjeSenja i onog prema hipotezi ravnih presjeka nije veca
od 1,1%.

Taj omjer moZemo prikazati i omjerom duZine (L) i visine visokostijenog nosaca
(h) budu¢i da znamo:

c=h/2
1=1L/2

Spomenuti omjer je dakle:

L/h>5

Vazan podatak o stanju naprezanja su i ekstremne vrijednosti normalnog
naprezanja u smjeru osi X. Razlikujemo najveée normalno naprezanje koje se javlja na
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dnu srednjeg presjeka i koje je pozitivno od najveeg normalnog naprezanja koje se
javlja na vrhu srednjeg presjeka i koje je negativnog predznaka. Najvece normalno
naprezanje pozitivnog predznaka nazivamo maksimalno vlatno naprezanje dok ono
negativnog predznaka nazivamo maksimalno tlacno naprezanje.

Maksimalno vla¢no naprezanje dobiva se tako da se u prethodnu relaciju uvrsti
y = C a ono iznosi:

_1q2 1q 2 32
_1q2 Iq 2 32
O'X—ZIlC+3I(C _SC)C

q (12 2
Oxmax,vl = TC <E + EC2>

Maksimalno tlacno naprezanje dobiva se tako da se u prethodnu relaciju uvrsti

y = —C aono iznosi:
1q 1q 3
= ARy 4 2(y2 2

1 1 3
0 = 57120 + 37 (-0 ~ =) (=0)

q (1? 2
Ox max,tl = _TC<E+ EC2>

UocCavamo da su maksimalno vla¢no naprezanje i maksimalno tlatno naprezanje
istog iznosa samo suprotnog predznaka.

3.6.8. ANALIZA IZRAZA ZA POSMICNA NAPREZANJA

Bitno je takoder znati ekstremne vrijednosti posmi¢nog naprezanja. Razlikujemo
maksimalno posmi¢no naprezanje, dakle posmi¢no naprezanje pozitivnog predznaka i
minimalno posmi¢no naprezanje odnosno posmi¢no naprezanje negativnog predznaka.
Vidjeti ¢cemo da su maksimalno i minimalno posmi¢no naprezanje istog iznosa samo
suprotnog predznaka.

[zraz za maksimalno posmitno naprezanje dobit ¢emo ako u op¢i izraz za
posmicno naprezanje uvrstimox =1 iy = 0 pa dobivamo:

q
Txy = ﬁ(cz - YZ)X
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q
Txy = ﬁ(cz - 02)1

_a o,
Txy,max = ﬁc

[zraz za minimalno posmicno naprezanje dobit ¢emo ako u opéi izraz za
posmicno naprezanje uvrstimo x = —1 iy = 0 pa dobivamo:

q
Txy = ﬁ(cz - yz)X
ql ,

Txy,min = — ﬁc

3.6.9. SISTEMATIZACIJA IZRAZA ZA NAPREZANJA

Preglednosti radi, navode se na jednom mjestu svi izrazi za naprezanja te skice s
poloZajima ekstremnih vrijednosti naprezanja u obliku tablica.

Izrazi za normalno naprezanje u smjeru osi x

Opca tocka 1q , 1q , 3,
R O-X_ET(I - X )Y+§T(Y ¢ )y
Izraz za naprezanje
Maksimalno vla¢no _q 2 2 5
i Oxmaxvl = 7C|=5+7=C
naprezanje [ \2 15
Maksimalno tla¢no q (I? 2
naprezanje Oxmaxtl = 7€ <E + 15 ¢t
Ekstremne
vrijednosti STik ” Zonim ok : ed : -
naprezanja ika nosaca s oznacenim ekstremnim vrije nosqtlma naprezanja
AT bbbttt r bbb Yy
Gx:nax,tl
o0,=0
Gx,max,vl
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Izrazi za normalno naprezanje u smjeru osi y

Opca tocka 1q
. — A2
nosata oy =~z (2c+y)
Izraz za naprezanje
Maksimalno
naprezanje Oymax = —4
Minimalno .
i Oy,min = 0
naprezanje
Slika nosaca s oznaCenim ekstremnim vrijednostima naprezanja
Ekstremne ;
vrijednosti edblbdlbdddddLEdddddd 4414
naprezanja
Gy,max
Gy=0
Izrazi za posmic¢no naprezanje
Opca tocka Q. .,
nosaca Ty =51 (c® —y9)x
Izraz za naprezanje
Maksimalno ql ,
pozitivno Txy,max = 21 ¢
naprezanje
Maksimalno ql
negativno Tyymin = — ﬁcz
Eks naprezanje
"tremne: Slika nosaca s oznaCenim ekstremnim vrijednostima naprezanja
vrijednosti q
naprezanja A TY VI IITIIYIYIYYIIIYY
Ty =0
1 Txy,max Txy,min
Txy =0
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Mjesta na nosacu s oznaCenim ekstremnim vrijednostima naprezanja poklapaju
se, naravno, s mjestima maksimalnih vrijednosti unutrasnjih sila prikazanima na slici 16.

Slika 16. Dijagrami unutrasnjih sila visokostijenog nosaca

3.6.10. TRAJEKTORIJE GLAVNIH NAPREZANJA

Uz sva izraCunata naprezanja (normalno naprezanje u smjeru osi X, normalno
naprezanje u smjeru osi y te posmi¢no naprezanje) uz poznavanje osnovnih izraza
teorije otpornosti materijala moguce je izracunati glavna naprezanja. Podsjetimo se,
glavnim naprezanjima nazivamo normalna naprezanja ekstremnih vrijednosti koja
djeluju na glavnim ravninama, tj. u ravninama u kojima ne djeluje posmicno naprezanje.
Trajektorije takvih naprezanja za visokostijeni nosac statickog sustava jednostavno
oslonjene grede prikazana su na slici 17.
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Slika 17. Trajektorije glavnih naprezanja visokostijenog nosac¢a

3.7. 1ZVOD IZRAZA ZA NAPREZANJA U ,MATHEMATICI“

Sav ovdje provedeni dokaz takoder je napravljen, odnosno proveden radi
kontrole i smanjenja ruc¢nog proracuna i u programu ,Mathematica“ a sve je to
prikazano i dano u prilogu 6.1. kao ispis Mathematica Notebooka.
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4. PROGRAM ,VINO®

Za potrebe proraCuna naprezanja visokostijenog nosaCa napravljen je mali
program u programu ,,Mathematici“ naziva ,VINO“ (slika 18.).

YYYYYYYIYYVIYIYYIYSIYYYIYYYSY

Slika 18. Logo programa “VINO“

4.1. OPIS PROGRAMA ,VINO*

Program ,VINO“ raCuna normalna naprezanja u smjeru osi x, normalna
naprezanja u smjeru osi y te posmicna naprezanja za visokostijeni nosa¢, odnosno
razmjerno uski i visoki nosa¢ na koji djeluje jednoliko raspodijeljeno opterecenje u
ravnini nosaca pod uvjetom da je staticki sustav visoke grede jednostavno oslonjeni
nosac (prosta greda). Vidi sliku 19.
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Vy

Slika 19. Visokostijeni nosa¢

Program nudi izracun naprezanja za (Cetvrtinske) presjeke, odnosno tocke

prikazane na slici 20.

<< m o (] m
-~ - - oL -
© @ =8 o ©
U—\JI a-.I 4] I F| a\
o O 5 b 1
! = B ! il £
2 =2 e o 2

5 1,! 1,! 1 f
1A BT CT T D 1E ..\9:(
2, 2 2c¢ ¢ 2 2 Q“
3, 3 3¢ ® 3 i3 gx

: : i el
4, 4ge 4ce ® 4, 4y f-i"
5y 55 ¢ 4 ¢ 5p b 55 Q\
6, 63@:" 6c‘;" é’6n 6 §:‘
7A ‘:: J'%" I$ 7E ,.C¥
A 7g | 7. ' 7o A
L/4 L/4 L/4 L/4
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L

Slika 20. Presjeci i tocke u kojima se racunaju naprezanja visokostijenog nosac¢a
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4.2. INPUT PROGRAMA ,VINO“

Kako bi program ,VINO“ mogao izraCunati sva naprezanja potrebno je zadati sljedece
podatke (slika 19.):

— duZina visokostijenog nosaca, L
— visina visokostijenog nosaca, h
— jednoliko raspodijeljeno opterecenje, q

4.3. KOD PROGRAMA ,VINO*“

Kod programa ,VINO" relativno je jednostavan. Programu ,Mathematica“ zadane
su formule za proracun naprezanja dobivene izvodom te prema njima on racuna
naprezanja u tockama. Drugim rijeCima, u prvom dijelu racunalni program
»,Mathematica“ sluzi kao svojevrsni kalkulator za prora¢un naprezanja u pojedinim
toCkama te tako dobivene rezultate prikazuje u obliku tablice. U drugom dijelu dan je
graficki prikaz svih naprezanja po popretnim presjecima na dva nacina. Prvi nacin
prikaza naprezanja po pojedinom poprecnom presjeku prikaz je kojim se izraCunate
vrijednosti naprezanja po tockama pojedinih presjeka spajaju priblizno krivuljom, dok
se u drugom nacinu prikaza te tocke spajaju pravcima. Dva nacina prikaza dana su radi
razvidinijeg razmatranja svih dijagrama naprezanja a posebice normalnog naprezanja u
smjeru osi X.

Sam kod programa ,VINO“ dan je u odvojenom Mathematica notebooku od
notebooka u kojem je korisnicko sucelje. Notebook u kojem se nalazi kod nazvan je
JEZGRA“ , dok je notebook u kojem se nalazi korisnicko sucelje nazvan ,PROGRAM".
Razlog za to odvajanje lezi u tome da se ne dogodi da korisnik sluc¢ajnom pogreskom
promijeni kod a i radi preglednijeg unosa potrebnih podataka i ispisa rezultata.

Objasnjenje koda dano je i unutar samog koda (notebook ,JEZGRA") prikazanog
u prilogu 6.2. dok se u prilogu 6.3. prikazuje sam ,,PROGRAM".
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5. PRIMJERI VISOKOSTIJENOG NOSACA

5.1. ZADATAK 1. - VISOKOSTIJENI NOSAC

Potrebno je izraCunati sva naprezanja (normalno naprezanje u smjeru osi X,
normalno naprezanje u smjeru osi y i posmi¢no naprezanje) za visokostijeni nosac
prikazan na slici 21. u tockama zadanim na istoj slici te skicirati dijagrame svih
naprezanja.
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Slika 21.Zadani visokostijeni nosa¢

Zadane su veli¢ine:

— duZina visokostijenog nosaca: L=1m
— visina visokostijenog nosaca: h=1m
- jednoliko raspodijeljeno optetenje: q = 1kN/m
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5.2. RJESENJE ZADATKA 1. - VISOKOSTIJENI NOSAC - RUCNO

Sva naprezanja ovog visokostijenog nosaca izracunata su rucno te su tablicno
prikazana nakon toga ta su naprezanja ,runo“ nacrtana u AutoCADu. Cijeli taj proracun
nije zahtjevan u smislu znanja ali je zamarajuci pa ¢e se kasnije prikazati proracun
koriste¢i Mathematicu.

Normalno naprezanje u smjeru osi x

tocka/presjek A B C D E
1 -0,2000 -0,7625 - 0,9500 -0,7625 -0,2000
2 0,0519 -0,3231 -0,4481 -0,3231 0,0519
3 0,0815 -0,1060 -0,1685 -0,1060 0,0815
4 0 0 0 0 0
5 -0,0815 0,1060 0,1685 0,1060 -0,0815
6 -0,0519 0,3231 0,4481 0,3231 -0,0519
7 0,2000 0,7625 0,9500 0,7625 0,2000

Normalno naprezanje u smjeru osi y

tocka/presjek A B C D E
1 -1,0000 -1,0000 -1,0000 -1,0000 -1,0000
2 -0,9259 -0,9259 -0,9259 -0,9259 -0,9259
3 -0,7407 -0,7407 -0,7407 -0,7407 -0,7407
4 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000
5 -0,2593 -0,2593 -0,2593 -0,2593 -0,2593
6 -0,0741 -0,0741 -0,0741 -0,0741 -0,0741
7 0 0 0 0 0

Posmi¢no naprezanje

tocka/presjek A B C D E
1 0 0 0 0 0
2 0,4167 0,2083 0 -0,2083 -0,4167
3 0,6667 0,3333 0 -0,3333 -0,6667
4 0,7500 0,3750 0 -0,3750 -0,7500
5 0,6667 0,3333 0 -0,3333 -0,6667
6 0,4167 0,2083 0 -0,2083 -0,4167
7 0 0 0 0 0

Radi preglednosti i jednostavnosti naprezanja ¢e se skicirati oblikom bez
unosenja brojcanih iznosa na dijagrame jer se oni lako mogu pratiti i o¢itavati iz tablica.
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& PRESJEK PRESJEK PRESJEK PRESJEK PRESJEK
| A B C D E

NORMALNO NAPREZANJE
U SMJERU 0SI x

NORMALNO NAPREZANJE
U SMJERU OSly

POSMICNO NAPREZANJE

Slika 22. Dijagrami naprezanja

5.3. RJESENJE ZADATKA 1. - VISOKOSTIJENI NOSAC - ,,VINO*

Sva naprezanja ovog visokostijenog nosaCa izracunata i graficki prikazana
programom ,VINO". Cijeli taj proracun i graficki prikaz dan je u prilogu 6.4.
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5.4. ZADATAK 2. - VISOKOSTIJENI NOSAC

Potrebno je izracunati sva naprezanja (normalno naprezanje u smjeru osi x,
normalno naprezanje u smjeru osi y i posmino naprezanje) za visokostijeni nosac¢ u
tockama Cetvrtinskih presjeka te nacrtati dijagrame svih naprezanja.

Zadane su velicine:
— duZina visokostijenog nosaca: L=1m

— visina visokostijenog nosaca: h=2m
— jednoliko raspodijeljeno optetenje: q = 1kN/m

5.5. RJESENJE ZADATKA 2. - VISOKOSTIJENI NOSAC - ,VINO“

Sva naprezanja ovog visokostijenog nosacCa izracunata i graficki prikazana
programom ,VINO". Cijeli taj proracun i graficki prikaz dan je u prilogu 6.5.
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6.

PRILOZI
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6.1.

IZVOD IZRAZA ZA NAPREZANJA U ,MATHEMATICI*
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VISOKOSTIJENI NOSA C

Izvod rjeSenja problema visokostijenog noséa pomaiu Maxwellove
jednadzbe

Model visokostijenog nos#a
= Slika modela

m Stati¢ki sustav i rubni uvjeti

m |zrazi za komponente naprezanja

Potencijalna funkcija i Maxwellova jednadzba

= Potencijalna funkcija

= Maxwellova jednadzba

Koristenje izraza za komponente naprezanja za dobanje izraza za koeficijente

m |zraz za normalno naprezanje u smjeru 0si X
m |zraz za posmino naprezanje

= Maxwellova jednadzba

m |zraz za normalno naprezanje u smjeru osi y

= Maxwellova jednadzba

Odredivanje potrebnih koeficijenata

= KoriStenje uvjeta na rubu x=+I

m KoriStenje prethodno dobivenih izraza za ostale kdiijente

IzraZena potencijalna funkcija

m  Opéi izraz za potencijalnu funkciju

m [zrazena potencijalna funkcija
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IzraZene komponente naprezanja

m |zraZzena normalna naprezanja u smjeru osi x

m |zraZzena posmtna naprezanja

m |zraZzena normalna naprezanja u smjeru osi 'y

m Kontrola izraza odredenim uvjetima

m Korekcija izraza za normalna naprezanja u smjeru osx
m Komentar izraza za normalno napreznje u smjeru osk
m Analiza izraza za normalno naprezanje u smjeru osk

m Analiza izraza za posméno naprezanje



VISOKOSTIJENI NOSA C

Izvod rjeSenja problema visokostijenog noséa pomaiu Maxwellove
jednadzbe

Model visokostijenog nos#a

= Slika modela

Promatra se visokostijeni n@s@rikazan na slici x, odnosno razmjerno uski i kiseosa na koji djeluje jednoliko raspodijeljeno
opteréenje u ravnini nosa. Visokostijeni gredni nosau tekstu se takier negdje naziva i visoka greda ili pésti nosa. Razmatra se
problem savijanja takvog nasakontinuiranim opterenjem.

iy,
® &
ql
(S
X, u Q
N
bl
<
Q
N N
7 ! I %
/ L2l ,
,V
'y

m Stati¢ki sustav i rubni uvjeti

Rubni uvjeti zadani su raspodijeljenim prihvatomsp@nih naprezanja po visini rubova kao i vertikalniongakom u sredini rubnih
presjeka jednakim nuli. Drugim rijema, statéki sustav visoke grede je jednostavno oslonjenah{srosta greda).

>
>

b -
N
% %

To af
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Zadatak se rjeSava poluobratnim postupkom take dag@brana potencijalna funkcija koja zadovoljauane uvjete a potom su zadovolja-
vani ostali uvjeti, odnosno pretpostavlja se ddre raspodjela naprezanja za koju su zadovoljgetina konturi te provjerava da li su
zadovoljene i ostale jednadzbe.

m |zrazi za komponente naprezanja

Pretpostavitemo da je, kao i u teoriji pravih Stapova, raspladjmrmalnih naprezanja u smjeru osi x linearnasminih parabokna.
Kako bismo zadovoljili prethodno navedene rubneteyjizrazi za komponente naprezanja moraju inveaji ablik:

Normalno naprezanje u smjeru osx;):

0'X=d1y(I2—x2)

(7= x)yd;

Posméno naprezanjery):

Txy = de(Cz—yz)

x(c? - y?) dp

Normalno naprezanje u smjeru os(bx,):

0'y=d3(03—y3)+d4(c—y)

(03—);')d3+(c—y)d4

Takader su poznate veline normalnog naprezanja u smjeru osi y na rubokajaiznose:
oy(y=+0)=0

O'y(y =-0=-(q

Potencijalna funkcija i Maxwellova jednadzba

m Potencijalna funkcija

Iz prethodno navedenih izraza vidi se da Airyjewaktija za taj problem mora sadrzavdéinove petog i tigeg stupnja, tj. da potencijalna
funkcija ima oblik:

=X’ +axy+axXyV+axX®yi+axy +agy’ +ar xS + ag X2y + aXy? + ayy®

O(x_,y) =
aX+axXty+aaX Y+ X+l Y +ag Xl y+asxyY+agxyP+ag Y +an Y

Xa+xya + Xy ag+ X2yl a + xytas + Yy ag + X ay + X2y ag + Xy? & + Yo ang
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Maxwellova jednadzba
Zadovoljavajédi Maxwellovu jednadzbu:

ey ey a*o

— + +—=0
ay* X2 Qy? axt

uvrstavajdi prethodno odréenu Airyjevu funkciju dobivamo:

A D(X, y) , A D(X, y) I O(x, y) ]

Simplify[ + +
OXIXIXOX OXOXAYydy 0yoyoyoy

245Xy +yYa@ +Xag+Yau +Xa+5Yya)

te se izjednéavanjem koeficijenata posebno uz x te posebno ¢igefata uz y dobivaju dvije jednadzbe:

Sa+a+a=0
+ay+58%=0

KoriStenje izraza za komponente naprezanja za dobanje izraza za koeficijente

m [zraz za normalno naprezanje u smjeru osi X

&0

7

Ox

- . . 20
Izratunamo lijevu stranu jednadzbe,%-&;

2 D(X, y)
ayay

2 a+6Xya+12xyas + 20y ag + 2Xa + 6 ya

Izratunamo desnu stranu jednadZbe, tj. izraz za nornmapcezanje u smjeru 0si X:
Expandoy]
yd; - x*yd,
Uocimo da buddi da lijeva i desna strana moraju biti jednake,i éekkoeficijenti s lijeve strane jednadZbe biti jekinauli s obzirom da

nemaju pripadnélanove s jednakim kombinacijama umnoska varijally» desne strane jednadzbe. Ti koeficijenti su:

p=—as=—a=a=0
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Dakle, lijeva strana je:

6a x>y +6apy

Odnosno, vrijedi:

G6ayx?y+6apy=-thx?y+dl?y

Slijede dvije jednadze iz kojih se mogu izrazitekoijenti razliiti od nule.

Iz prve jednadzbe

6agx’y =—d; X2y

mozemo izraziti koeficijentd

{{dy > —6 a}}

Iz druge jednadzbe

6apy=0d; 1?y

mozemo izraziti koeficijentsa.

m |zraz za posm&no naprezanje

Pe .
axay Y

. . & 20
Izratunamo lijevu stranu jednadzbe,(ﬁg

4 +6Xya+6XYay+dyas+2xam+2ya

Izratunamo desnu stranu jednadzbe, tj. izraz za poenmnaprezanje:

—C2Xd2+Xy2d2
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Uocimo da buddi da lijeva i desna strana moraju biti jednake,i éekkoeficijenti s lijeve strane jednadZbe biti jekinauli s obzirom da
nemaju pripadnélanove s jednakim kombinacijama umnoska varijally» desne strane jednadzbe. Ti koeficijenti su:

=B=%=-a=0
Dakle, lijeva strana je:
Gay Xy’ +2aX
Odnosno, vrijedi:
Bayxy? +2gx=0xy? — dp C® X
Slijede dvije jednadZze iz kojih se mogu izrazitekoijenti razlgiti od nule.
Iz prve jednadzbe
6axy?=d,xy?
mozemo izraziti koeficijenta

Solvd6a, X y* = dp X y?, au]

Iz druge jednadzbe
2ax=—-d,c?x
mozemo izraziti koeficijentga

Solvd2agx = —cd; X, ag]

ffn - )

m Maxwellova jednadzba

Ako se vratimo u prvu jednadZzbu dobivenu iz Maxesd jednadzbe
Sbag+ag+a=0

uz ve& zakljuceno:
a=8=0

slijedi
=0
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Iz druge jednadZbe dobivene iz Maxwellove jednadzbe
+ay+53,=0

zaklju¢ujemo ako je
a+0

onda ili & ili ag (za koje smo prije dobili da su nula) tako mora biti raztiito od nule ili oboje.

Izraz za normalno naprezanje u smjeru osi y

&0 = &
ae Y

m q o 20
Izratunamo lijevu stranu Jednadzbe,%ig
[e

2 D(X, y)
OXOX

208 a + 12Xy +6XxyYas+ 2y as+6Xxa +2ya

Izratunamo desnu stranu jednadZbe, tj. izraz za nornmepcezanje u smjeru 0si y:
Expandoy|

d;—y3ds +cdy - yds

Uoc¢imo da buddi da lijeva i desna strana moraju biti jednake,iiekkoeficijenti s lijeve strane jednadzbe biti jekinauli s obzirom da
nemaju pripadnélanove s jednakim kombinacijama umnoska varijally»s desne strane jednadzbe. Ti koeficijenti su:

q=p=x=a=0
Dakle, lijeva strana je:
2ay’ + 23y
Slijede dvije jednadZe iz kojih se mogu izrazitekoijenti razlgiti od nule.
Iz prve jednadzbe
28y} =-d3y?
mozemo izraziti koeficijentd

Solvd2ay y° = d3 (- ), ds]

{{ds » -2 a}}
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N

Iz druge jednadzbe

2y=-dsy

mozemo izraziti koeficijentd

{{ds > -2 &)}

Vidimo da iz izraza za normalno naprezanje u smpsity (desna strana jednadzbe) dobiva&mnove
ds () +dsC
koje trebamo izjedriti s drugom derivacijom po x umno$ka dodatnog kajjehta i odréene varijable potencijalne funkcije.

Dodatni koeficijent je koeficijent;a dok ta odréena varijabla mora biti takva da druga derivacipayp mjeSovita derivacija po x i po 'y
budu jednake nuli dok druga derivacija po x motararli¢ita od nule. Takva varijabla jé&.

Dokazimo navedeno:

32
X2
Xy

1]
o

2
2 x2£0

ax?

|




Dakle, potencijalnoj funkciji potrebno je dodakin
apg X2

a druga derivacija togana je
2a

iz toga slijedi jednadzba
2@ =03C% +dsc

iz koje mozemo izraziti koeficijenta

Solvg2ay; = ¢ dg + cdy, a4

1
{{all - 5 (Gds+c d4)}}

Maxwellova jednadzba

1. MAX. JED. - VIS. NOS. - 1ZVOD.nb

Iz prijadnjih izraza (iz izraza za normalno naprgeal smjeru 0si X i posgno naprezanje) proizlazi:

a+0
ag#0

Prema tome druga jednadzba dobivena iz Maxwelledrgdzbe
p+ay+5a=0

je zadovoljena ako je
=0

a; =0;

odnosno, sada mozemo iz te jednadzbe izraziti ¢ipeit &

Solvda, + a4+ 5a5 = 0, ag]

{{m--2))

i zbog toga se u izrazu za pojavljuje jos jedam koji se u teoriji pravih Stapova ne pojavljuje.
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Odredivanje potrebnih koeficijenata

m KoriStenje uvjeta na rubu x=+I

Integral posminog naprezanja po duZzini ruba mora biti jednakr@omj sili na istom mjestu, odnosno reakciji lezajaltéi da se na
upravo na tom mjestu nalazi lezaj

Cc
f‘rxydy:ql

—C

Izratunajmo najprije integral

Cc
f‘rxydy

-C

4
—03Xd2
3

Vidimo da se u rjeSenju tog integrala nalazi kagit d, kojegéemo dobiti iz prethodno navedene jednakosti.

Naravno, uvrStavamo x=+I

Dobivamo izraz za koeficijentd

m KoriStenje prethodno dobivenih izraza za ostale kdijente

Prethodno dobivene izraze za ostale konstantstkod redom:
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ml
fa.,|‘=

co|w
ol

)
Wl a

® | =
| a

3q
4c
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IzraZena potencijalna funkcija

m Opéiizraz za potencijalnu funkciju

Izraziti éemo potencijalnu funkcij® te pritom néemo zaboraviti dodatidlan a1 x> na osnovno pretpostavljenu potencijalnu funkciu p
¢e potencijalna funkcij@ izgledati:

P=a X’ +axty+axiy? +a X’y +rasxyt +asy® + ar xS + ag X2y + ag X Y2 + ao Y + agy X2

m |zraZena potencijalna funkcija

Uvrstiti ¢emo sve (poznate) koeficijente:

qx2 ?:qxzy+ 12qy? B axy® gy

[ 4+ —
4 8c 8c 8c 4008

Izrazene komponente naprezanja

U nekima od slijed&h izraza koristittemo izraz



12

1. MAX. JED. - VIS. NOS. - 1ZVOD.nb

® [zraZena normalna naprezanja u smjeru osi X

Izraz za normalno naprezanje u smjeru osi x:

_ e
Ox = P¥)
Izracun preko druge derivacije potencijalne funkcijeypdj izratun ‘;;—q’:

3Pqy 3qx2y+ ay?
4¢3 43 2c

Ako uvrstimo izraz zd i preko njega izrazimo naprezanje:

1
gqy(3lz—3x2+2y2)

dobivamo izraz za normalno naprezanje u smjeru:osi
_ 149y 2 )
0')(—57(3' - 3Xx +2y2)

odnosno

NP
wla

(I2—x2)y+%gy3

Ox =

Izratun preko na peetku pretpostavljenog izraza za raspodjelu napjazgnzraiun o:

3q(2-x?)y
4¢

Ako uvrstimo izraz zal i preko njega izrazimo naprezanje:

1 |2 2)
- - X
2<:|( y
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dobivamo

a-x=%g(lz—x2)y

Vidimo da preko dva izraza dobivamo raitlirezultat. Razlika u rezultatu jgan

¥

W]
wla

koji je posljedica uvdenjaclana u osnovno pretpostavljenu funkciju.

m |zraZena posména naprezanja
Izraz za posndno naprezanje:

Po

™Y = "oy

Izragun preko mjeSovite druge derivacije potencijalnekttije po x i poy, tj izréun _%:

13

Ako uvrstimo izraz zal i preko njega izrazimo naprezanje:

: ¢
—ax(-¢+)

dobivamo izraz za postmo naprezanje:
14
Txy= E EX(yZ—CZ)

Izracun preko na peetku pretpostavljenog izraza za raspodijelu napijezatj izr&un ry y:

3qx(c? - y?)
s

Ako uvrstimo izraz zal i preko njega izrazimo naprezanje:

: &
—qu( _y2)
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dobivamo

Ty = 232 -

isti rezultat.

IzraZzena normalna naprezanja u smjeru osiy

Izraz za normalno naprezanje u smjeru osi y:

0

A

12,
Izra¢un preko druge derivacije potencijalne funkcijexpd izratun ’;Tf:

Ako uvrstimo izraz zal i preko njega izrazimo naprezanje:

1
—Eq(C—y)Z(ch)

dobivamo izraz za normalno naprezanje u smjery:osi
14
oy=-¢5C-y?@c+y)

Izratun preko na peetku pretpostavljenog izraza za raspodijelu napiezdj izraun oy:

3Q(C—y)+Q(°3—y3)

4c 4¢

Ako uvrstimo izraz zal i preko njega izrazimo naprezanje:

1
—gq(c—y)2(2c+y)

dobivamo

gy=-33(C-y?Rc+Y)
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isti rezultat.

m Kontrola izraza odredenim uvjetima

Napravitéemo dvije kontrole dobivenih izraza za naprezaRjea kontrola bitice kontrola izraza za naprezanje u smjeru osi yugal
kontrola obuhvatite sve izraze za naprezanje uvrstaéiaju u Maxwellovu jednadzbu.

Na paetku smo postavili @ite poznate rubne uvjete za normalno naprezaniejers osi y koje iznose:

ay(y=+0=0
U'y(y =-0=-q

U opti izraz za naprezanje u smjeru osi y uvr&ino navedene y koordinate i tako provijeriti saraazr

UvrStavanjem izraza za naprezanja u Maxwellovugeldbu te dokazujemo da je jednakogh&o

l
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Korekcija izraza za normalna naprezanja u smjeru osx

Svi rubni uvjeti su zadovoljeni osim uvjet na ruberl i Xx=-1 za normalno naprezanje. Ako u izrazreamalno naprezanje u smjeru osi x
uvrstimo x=+|, prvi¢lan izraza jednak je nuli no drugian ostaje i jednak je:

Analogno ako u izraz za normalno naprezanje u sngsix uvrstimo x=-I, prvélan izraza jednak je nuli no drugjan ostaje i jednak je:

Sto daje moment savijanja

M_+Clqy3. d
|—f§|- y-ay
-c

2Xq
153

Djelovanjem tog momenta koji daje nelinearnu ragglachaprezanja na spomenutim rubovima moze seef@doj mjeri ukloniti ako se
na istim rubovima prilozi moment jednake ¢etie no s linearnom raspodjelom naprezanja. Za tgkavoment {isto savijanje) normalno
naprezanje u smjeru osi y i posmd naprezanje jednako nuli.

Drugim rijefima, mozemo izjedrigti:

M| =dsl

i iz toga mozemo dobiti koeficijentd
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oo 550

Normalno naprezanje u smjeru osi x sada je:

2qy a(?-x)y qy
+—+ —
5] 23 3J

odnosno

dok ostale komponente naprezanja ostaju neproraijen]

m Komentar izraza za normalno napreznje u smjeru osk

Kao 5to je vidljivo, téno se rjeSenje razlikuje od onog koje daje teqmigvih Stapova. Pndlan u izrazu za normalno naprezanje u
smjeru osi x odgovara Bernoulli-Navierovoj hipoteaivnih poprénih presjeka, dok je drugilan posljedica postojanja normalnog
naprezanja u smjeru osi y koje se u teoriji pratépova ne uzima u obzir. Za uédiene dimenzije noga na dva lezaja taj je utjecaj
neznatan te se u praksi moze zanemariti §to sezviaihjera drugog i prvoglana za x=0 i y=c.

Prvi ¢lan:
1490
31 1“c

Omijer drugog i prvoglana:
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2c3q /cl?q
15J 2]
4
15R

Ve¢ za omjer

—lo
A
[

razlika izmeiu tonog rjeSenja i onog prema hipotezi ravnih presjgjaveta od 1,1%.
Treba, méutim, r&ti da i to rjeSenje problema savijanja visokostigmms&a nije sasvim tno jer je na rubu x=| poniSteno djelovanje

momenta, no ipak na istom rubu preostaje razlikareranja izméu raspodijele naprezanja po linearnom zakonu i gralmli tréeg

stupnja.

Analiza izraza za normalno naprezanje u smjeru osk

Cleafx, y]

Vazno je uditi normalno naprezanje u smjeru osi X u srednjapravnom presjeku nosa Tako sukladno izrazu za normalno

naprezanje u smjeru 0si x uz uvrstenje x=0 to dbiv:

Maksimalno vi&no naprezanje dobiva se tako da se u prethodnzijeelevrsti y=c a ono iznosi:

VaZan podatak o stanju naprezanja su i ekstremjeelvosti normalnog naprezanja u smjeru osi x. iRagmo najvée normalno
naprezanje koje se javlja na dnu srednjeg presj&kge je pozitivno od najueg normalnog naprezanja koje se javlja na vrhungegd
presjeka i koje je negativnog predznaka. Négveormalno naprezanje pozitivnog predznaka nazivaraisimalno viéno naprezanje dok
ono negativnog predznaka nazivamo maksimali@mdaaprezanje.

Maksimalno vl&no naprezanje dobiva se tako da se u prethodneijeelevrsti y=c a ono iznosi:

y=_¢

1q 1lq 3
== 2 +__(2__cz)
PRI (R
2c3q clq

+—
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Maksimalno tl&no naprezanje dobiva se tako da se u prethodnzijeelavrsti y=-c a ono iznosi:

Uocavamo da su maksimalno vteo naprezanje i maksimalnodte naprezanje istog iznosa samo suprotnog predznaka

m Analiza izraza za posméno naprezanje

Bitno je takder znati ekstremne vrijednosti posmbg naprezanja. Razlikujemo maksimalno pésminaprezanje, dakle posmo
naprezanje pozitivnog predznaka i minimalno pé@sminaprezanje odnosno posno naprezanje negativnog predznaka. Vidjetho da
su maksimalno i minimalno posénio naprezanje istog iznosa samo suprotnog predznaka

Izraz za maksimalno posémio naprezanje dobéemo ako u ofi izraz za posngno naprezanje uvrstimo x=l i y=0 pa dobivamo:

c?l q

Izraz za minimalno posrno naprezanje dobiemo ako u ofi izraz za posnéno naprezanje uvrstimo x=-1i y=0 pa dobivamo:

?lq
2]
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(% IZRAZI ZA NAPREZANJA x)
(* Normalno naprezanje u smjeru osi Xx)

1q 1q 3
nna=-— — |2_X2 +__( __CZ) :
ZJ( )y 33 y? c y

(* Normalno naprezanje u smjeru 0si yx)

nnb——E E(c— V2 (2C+ V);
6 J ’

(* Posmino naprezanjex)
_ax(y?-¢)

2J

pn

(+* OPCE KARAKTERISTIKE NOSA CA %)

l=L/2;c=h/2;J=2/3c%

(* PRORACUN NAPREZANJA PO

KOORDINATAMA TO CAKA SVIH
PRESJEKA x)

(x Presjek A — proracun naprezanja po koordinatama tataka )
X=-l;

y=-=c;nna//N;nnb //N;pn//N;

X1A ={x, Yy, nna};

Y1A = {X, Yy, nnb};

P1A={Xx,y, pn};

y=-=2/3c;nna//N;nnb//N;pn//N;
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X2A = {X, Yy, hna};

Y2A ={X, y, nnb};

P2A = {x, vy, pn};
y=-c/3;nna//N;nnb //N;pn //N;
X3A ={Xx, y, hna};

Y3A ={X, y, nnb};

P3A={x, Yy, pn};
y=0;nna//N;nnb //N;pn//N;
X4A = {X, Yy, hna};

Y4A ={X, y, nnb};

P4A = {x, vy, pn};
y=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X5A = {X, y, hna};

Y5A ={X, y, nnb};

P5A = {x, y, pn};
y=2/3c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X6A = {X, Yy, hna};

Y6A = {X, y, nnb};

P6A ={x, vy, pn};
y=c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X7A ={X, Yy, hna};

Y7A ={X, y, nnb};

P7A={x, Yy, pn};

Clear[x, Vl;

(x Presjek B — proracun naprezanja po koordinatama totaka )
x=-1/2;

y=-c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X1B = {x, y, nna};

Y1B = {X, y, nnb};

P1B={x, vy, pn};
y=-=2/3c¢;nna//N;nnb //N;pn//N;
X2B = {x, Yy, nna};

Y2B = {X, y, nnb};

P2B={x, vy, pn};
y=-c/3;nna//N;nnb //N;pn //N;
X3B = {x, Yy, nna};



Y3B = {x, y, nnb};

P3B={x, y, pn};
y=0;nna//N;nnb //N;pn//N;
X4B = {x, y, nna};

Y4B = {X, y, nnb};

P4B={x, y, pn};
y=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X5B = {X, vy, nna};

Y5B = {X, y, nnb};

P5B={x, y, pn};
y=2/3c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X6B = {X, y, nna},

Y6B = {X, y, nnb};

P6B = {Xx, y, pn};
y=c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X7B ={x, y, nna};

Y7B = {X, y, nnb};

P7B={x, vy, pn};

Clear[x, VlI;
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(x Presjek C — proraéun naprezanja po koordinatama totaka )

X =0;

y=-c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X1C ={Xx, y, nna};

Y1C = {Xx, Yy, nnb};

P1C={x, y, pn};

y=-=2/3c;nna//N;nnb //N;pn //N;

X2C = {x, y, nna};

Y2C ={x, Yy, nnb};

P2C={x, y, pn};
y=-=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X3C ={x, y, nna};

Y3C ={x, y, nnb};

P3C={x, y, pn};

y=0;nna//N;nnb //N;pn//N;
X4C = {X, Yy, nna};

Y4C = {Xx, y, nnb};
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PAC={x, v, pn};
y=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X5C ={x, vy, nna};

Y5C ={x, y, nnb};

PSC={X, y, pn};
y=2/3c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X6C ={x, y, nna};

Y6C = {X, y, nnb};

P6C={X, y, pn};
y=c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X7C ={Xx, Yy, nna};

Y7C ={x, y, nnb};

P7C={x, Yy, pn};

Clear[x, vl;

(x Presjek D — proraéun naprezanja po koordinatama tataka )
x=1/2;

y=-c,nna//N;nnb //N;pn//N;
X1D = {x, Yy, nna};

Y1D = {X, Yy, nnb};

P1D={x, v, pn};
y=-=2/3c¢;nna//N;nnb //N;pn//N;
X2D = {x, Yy, nna};

Y2D = {Xx, Yy, nnb};

P2D = {x, vy, pn};
y=-c/3;nna//N;nnb //N;pn //N;
X3D = {x, Yy, nna};

Y3D ={x, y, nnb};

P3D={x, y, pn};

y=0;nna//N;nnb //N;pn//N;
X4D = {x, Yy, nna};

Y4D = {x, y, nnb};

P4D = {x, vy, pn};
y=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X5D = {x, Yy, nna};

Y5D = {x, y, nnb};

P50 = {x, vy, pn};
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y=2/3c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X6D = {x, y, nna};

Y6D = {x, y, nnb};

P6D = {x, v, pn};

y=c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X7D = {x, Yy, nna};

Y7D ={x, y, nnb};

P7D={x, Yy, pn};

Clear[x, vl;

(x Presjek E — proraéun naprezanja po koordinatama totaka )
X=I;

y=-=c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X1E ={Xx, Yy, nna};

Y1E = {x, y, nnb};

P1E={x, vy, pn};
y=-=2/3c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X2E = {Xx, y, nna};

Y2E ={X, y, nnb};

P2E={X, y, pn};
y=-=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X3E ={X, y, nna};

Y3E = {x, y, nnb};

P3E={X, vy, pn};

y=0;nna//N;nnb //N;pn//N;
X4E = {X, Yy, nna};

Y4E = {X, y, nnb};

P4E={Xx, y, pn};
y=c/3;nna//N;nnb //N;pn//N;
X5E ={x, Yy, nna};

Y5E = {X, y, nnb};

PSE={x, vy, pn};
y=2/3c;nna//N;nnb //N;pn//N;
X6E = {X, y, nna};

Y6E = {X, y, nnb};

P6E={Xx, vy, pn};
y=c;nna//N;nnb//N;pn//N;
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X7E ={x, y, nna};
Y7E = {X, y, nnb};
P7E={x, vy, pn};
Clear[x, Vl;

(x ISPIS VRIJEDNOSTI NAPREZANJA
PO PRESJECIMA x)

(* Normalno naprezanje u smjeru 0Si X po presjecimas)

XNDA = {X1A[[31], X2A[[3]1, X3A[[3]], X4A[[3]1], X5AI[I3]1,
X6AI[[3]], X7A[[311};

XNDB = {X1BI[[3]1, X2BI[3]1, X3BI[3]1, X4BI[311, X5BI[3]1, X6BI[3]1,
X7BI[[311};

XNDC = {X1C[[3]], X2CI[[311, X3C[[3]11, X4C[I31], X5CII3I1,
X6CI[[3]], X7C[[3]1};

XNDD = {X1D[[3]], X2DI[[3]1, X3D[[3]]1, X4D[[3]], X5DI[3]1,
X6DI[3]], X7DI[3]11};

XNDE = {X1E[[3]1, X2E[[3]1, X3E[[3]1, X4E[[311, X5E[[3]1, X6E[[3]]1,
XTE[[311};

(* Normalno naprezanje u smjeru 0si y po presjecimas)

YNDA = {Y1A[[3]], Y2AII3I11, Y3A[[3]1], Y4A[[3]1], Y5AI[[31],
Y6AIL311, Y7AIL3IL;

YNDB = {Y1B[[3]], Y2BI[311, Y3BI[3I11, Y4BI[311, Y5BI[311, Y6BI[[3]],
Y7BII3]1};

YNDC = {Y1C[[3]], Y2CII3I11, Y3C[[3]1], Y4C[[3]1], Y5CI[3]1],
Y6CI[311, Y7CII311};

YNDD = {Y1D[[3]1, Y2DI[3]11, Y3DI[31], Y4DI[3]1]1, Y5DI[3]1],
Y6DI[3]11, Y7DIL311};

YNDE = {Y1E[[3]], Y2EI[I3]11, Y3EI[3I11, Y4EI[[311, YS5EI[311, Y6E[[3]],
Y7ELI311};

(* Posmino naprezanje po presjecimax)
PNDA = {P1AI[3]], P2AI[3]], P3AI[3]], PAAL[3]], PSAI[3]],
PBAIL3]], P7ALI31};
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PNDB = {P1B][[3]], P2B[[3]], P3B[[3]], PAB[[3]], P5B[[3]], PEB[[3]],
P7BI[3]1};

PNDC = {P1C[[3]], P2][3]], P3C[3]], PAC[3]], PSC[3]], P6([3]],
P7CII311};

PNDD = {P1D[[3]], P2D{[3]], P3D{[3]], PAD[3]], PSD{[3]], PEDI[3]],
P7DI311};

PNDE = {P1HE[[3]], P2H][3]], P3H]I3]], PAH]I3]], PSH]3]], PEE[3]],
P7E[3]1};

(* TABLI CNI PRIKAZ NAPREZANJA )

(* Tablica — Normalno naprezanje u smjeru 0si X po presjecimas)
TablicaX =
Style[TableForm[{XNDA, XNDB, XNDC, XNDD, XNDE },
TableHeadings—

{{"Naprezanje — Presjek A", "Naprezanje — Presjek B",
"Naprezanje — Presjek C", "Naprezanje — Presjek D",
"Naprezanje — Presjek E"},

{"Tocka 1", "Tocka 2", "Tocka 3", "Tocka 4", "Tocka 5",
"Tocka 6", "Tocka 7" }}, TableAlignments - Center],
{Blue}, FontFamily -» "TimesNewRoman"];

(* Tablica — Normalno naprezanje u smjeru 0si y po presjecimak)
TablicaY =
Style[TableForm[{YNDA, YNDB, YNDC, YNDD, YNDE },
TableHeadings—

{{"Naprezanje — Presjek A", "Naprezanje — Presjek B",
"Naprezanje — Presjek C", "Naprezanje — Presjek D",
"Naprezanje — Presjek E"},

{"Tocka 1", "Tocka 2", "Tocka 3", "Tocka 4", "Tocka 5",
"Tocka 6", "Tocka 7" }}, TableAlignments - Center],
{Blue}, FontFamily -» "TimesNewRoman"];

(x Tablica — Posmino naprezanje po presjecimax)
TablicaP =
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Style[TableForm[{PNDA, PNDB, PNDC, PNDD, PNDE,
TableHeadings—

{{"Naprezanje — Presjek A", "Naprezanje — Presjek B",
"Naprezanje — Presjek C", "Naprezanje — Presjek D",
"Naprezanje — Presjek E"},

{"Tocka 1", "Tocka 2", "Tocka 3", "Tocka 4", "Tocka 5",
"Tocka 6", "Tocka 7" }}, TableAlignments— Center],
{Blue}, FontFamily -» "TimesNewRoman"];

(* GRAFI CKI PRIKAZ NAPREZANJA %)

(x Pridruzivanje vrijednosti normalnih naprezanja u smjeru
osi x koordinatama to¢aka presjekax)

GXNDA = {X1A, X2A, X3A, X4A, X5A, X6A, X7A};

GXNDB = {X1B, X2B, X3B, X4B, X5B, X6B, X7B};

GXNDC = {X1C, X2C, X3C, X4C, X5C, X6C, X7G;

GXNDD = {X1D, X2D, X3D, X4D, X5D, X6D, X7D};

GXNDE = {X1E, X2E, X3E, X4E, X5E, X6E, X7H};

(x Pridruzivanje vrijednosti normalnih naprezanja u smjeru
osi y koordinatama totaka presjekasx)

GYNDA ={Y1A, Y2A, Y3A, Y4A, Y5A, Y6A, Y7A};

GYNDB ={Y1B, Y2B, Y3B, Y4B, Y5B, Y6B, Y7B};

GYNDC ={Y1C, Y2C, Y3C, Y4C, Y5C, Y6C, Y7(C};

GYNDD ={Y1D, Y2D, Y3D, Y4D, Y5D, Y6D, Y7D};

GYNDE ={Y1E, Y2E, Y3E, Y4E, Y5E, Y6E, Y7H;

(x Pridruzivanje vrijednosti posmi ¢nih naprezanja
koordinatama to¢aka presjekax)

GPNDA = {P1A, P2A, P3A, P4A, P5A, P6A, P7H

GPNDB = {P1B, P2B, P3B, P4B, P5B, P6B, P4B

GPNDC = {P1C, P2C, P3C, P4C, P5C, P6C, P7AC

GPNDD = {P1D, P2D, P3D, P4D, P5D, P6D, P7D

GPNDE = {P1E, P2E, P3E, P4E, P5E, P6E, P3E
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(= Grafi ¢ki prikaz to ¢aka vrijednosti normalnih naprezanja
u smjeru osi X i koordinata to¢aka presjekax)
XPlotTocke =
ListPointPlot3D[{GXNDA, GXNDB, GXNDC, GXNDD, GXNDE },

Filling —» Axis, Axes— None, AxesLabebs {"Xx", "y", "z" 1},
TicksStyle » Orange,
FillingStyle - {Blue, Red, Green, Orange, Purplg Boxed— False,
PlotStyle —> PointSizg0.01], BoxStyle— Directive[Dashed, Orang4,
BoxRatios— {1, 1, 1}];

(x Grafi ¢ko definiranje referentne plohe za prikaz tocaka
vrijednosti normalnih naprezanja u smjeru osi X i koordinata
tocaka presjekax)

XPlotPlohe =

Graphics3D[{Opacity[0.09, Gray,
Polygoni{{-I, h/2, 0}, {-I,-h/2, G, {l, =h/2, O}, {I, h/2, O}1}];

(* Konacéni grafi ¢ki prikaz dijagrama normalnih naprezanja
U Smjeru osi X x)
XGraf =
Show Graphics3D[{Thicknesq40.004, Blue, BSplineCurvg GXNDA],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Red, BSplineCurvg GXNDB],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Green, BSplineCurvg GXNDC],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Orange, BSplineCurvg GXNDD],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq0.004, Purple, BSplineCurvgfGXNDE],
Red, AbsolutePointSiz§4]}], XPlotTocke, XPlotPlohe,
BoxRatios— {1, 1, 1}, Boxed—- Falsdg;

(x Grafi ¢ki prikaz to ¢aka vrijednosti normalnih naprezanja
u smjeru osi y i koordinata to¢aka presjeka )

YPlotTocke =
ListPointPlot3D[{GYNDA, GYNDB, GYNDC, GYNDD, GYNDE},
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Filling —» Axis, Axes— None, AxesLabebs {"Xx", "y", "z" 1},
TicksStyle » Orange,

FillingStyle —» {Blue, Red, Green, Orange, Purplg Boxed— False,
PlotStyle —> PointSizg0.01], BoxStyle— Directive[Dashed, Orang4,
BoxRatios— {1, 1, 1}];

(x Grafi ¢ko definiranje referentne plohe za prikaz tocaka
vrijednosti normalnih naprezanja u smjeru osiy i koordinata
tocaka presjekax)

YPIlotPlohe =

Graphics3D[{Opacity[0.05], Gray,
Polygoni{{-I, h/2, 0}, {-I,-h/2, 8, {l, =h/2, O}, {I, h/2, O}1}];

(* Konacéni grafi ¢ki prikaz dijagrama normalnih naprezanja
U Smjeru osi Yy )
YGraf =
ShowGraphics3D[{Thicknesqd0.004, Blue, BSplineCurvg GYNDA],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Red, BSplineCurvg GYNDB],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Green, BSplineCurvgGYNDC],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Orange, BSplineCurvg GYNDD],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq0.004, Purple, BSplineCurvggGYNDE],
Red, AbsolutePointSiz§4]}], YPlotTocke, YPIlotPlohe,
BoxRatios— {1, 1, 1}, Boxed— Falsdg;

(x Grafi ¢ki prikaz to ¢aka vrijednosti posmi¢nih naprezanja
koordinata toc¢aka presjekax)

PPlotTocke=
ListPointPlot3D[{GPNDA, GPNDB, GPNDC, GPNDD, GPNDE,
Filling —» Axis, Axes— None, AxesLabebs {"Xx", "y", "z" 1},
TicksStyle » Orange,
FillingStyle —» {Blue, Red, Green, Orange, Purplg Boxed—- False,

PlotStyle —> PointSize[0.01], BoxStyle —» Directive[Dashec, Orange],
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BoxRatios - {1, 1, 11;

(x Grafi ¢ko definiranje referentne plohe za prikaz totaka
vrijednosti posmiénih naprezanja i koordinata to¢aka presjeka )
PPlotPlohe=
Graphics3D[{Opacity[0.09, Gray,
Polygoni{{-I, h/2, 0}, {-I,-h/2, 8, {l, =h/2, 0}, {I, h/2, O}1}];

(x Kona¢ni grafi ¢ki prikaz dijagrama posmi ¢nih naprezanja )
PosmikGraf =
ShowGraphics3D[{Thicknesq40.004, Blue, BSplineCurvg GPNDA],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Red, BSplineCurvg GPNDB],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.009, Green, BSplineCurvg GPNDC],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Orange, BSplineCurvg GPNDD],
Red, AbsolutePointSiz§4]}],
Graphics3D[{Thicknesq0.004, Purple, BSplineCurvggGPNDE],
Red, AbsolutePointSiz§4]}], PPlotTocke, PPlotPlohe,
BoxRatios— {1, 1, 1}, Boxed— Falsdg;

(x Kona¢ni grafi ¢ki prikaz dijagrama normalnih naprezanja
U smjeru osi X — spajanje vrijednosti naprezanja pravcima )
XLOMGraf =
Show Graphics3D[{Thicknesq40.004, Blue, Line[GXNDA], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.009, Red, LinefGXNDB], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.009, Green, LineflGXNDC], Red,
AbsolutePointSizd¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesqd0.004, Orange, LineflGXNDD], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq0.004, Purple, Line[GXNDE], Red,
AbsolutePointSizg4]}], XPlotTocke, XPlotPlohe,
BoxRatios— {1, 1, 1}, Boxed— Falsdg;

|11
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(* Konaéni grafi ¢ki prikaz dijagrama normalnih naprezanja
U sSmjeru 0si y — spajanje vrijednosti naprezanja pravcima )
YLOMGraf =
ShowGraphics3D[{Thicknesq40.004, Blue, Line[GYNDA], Red,
AbsolutePointSizd¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.0094, Red, Line[GYNDB], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.009, Green, LinefGYNDC], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Orange, LineflGYNDD], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq0.004, Purple, Line[GYNDE], Red,
AbsolutePointSizg4]}], YPIlotTocke, YPIlotPlohe,
BoxRatios— {1, 1, 1}, Boxed—- Falsqg;

(* Kona¢ni grafi ¢ki prikaz dijagrama posmi¢énih naprezanja —
spajanje vrijednosti naprezanja pravcima )
PosmikLOMGraf =
ShowGraphics3D[{Thicknesq40.004, Blue, Line[GPNDA], Red,
AbsolutePointSizd¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Red, Line[GPNDB], Red,
AbsolutePointSizd¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.004, Green, LinefGPNDC], Red,
AbsolutePointSizd¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.009, Orange, LinefGPNDD], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}],
Graphics3D[{Thicknesq40.009, Purple, Line[GPNDE], Red,
AbsolutePointSizg¢4]}], PPlotTocke, PPlotPlohe,
BoxRatios— {1, 1, 1}, Boxed— Falsdg;
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VISOKOSTIJENI NOSA C
RjeSenje problema

Model visokostijenog nos#a s karakteristikama

= Opis

m Dimenzije visokostijenog nos&a i opteretenje

Normalno naprezanje u smjeru osi X

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i x u totkama presjeka

= Gralfi éki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi X po tékama presjeka

Normalno naprezanje u smjeru osiy

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i y u totkama presjeka

= Gralfi éki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y po tékama presjeka

Posmitno naprezanje

m Tablica vrijednosti posmiénog naprezanja u t@&kama presjeka

= Grafi ¢ki prikaz posmiénog naprezanja po tékama presjeka



VISOKOSTIJENI NOSA C
RjeSenje problema

Model visokostijenog nos#a s karakteristikama

= Opis

Slied€&i program ré&una naprezanja (normalna naprezanja u smjeru ogirrmalna naprezanja u smjeru osi y te pésminaprezanja) za
visokostijeni nos& odnosno razmjerno uski i visoki ndsaa koji djeluje jednoliko raspodijeljeno optéeaje u ravnini nosa pod
uvjetom da je statki sustav visoke grede jednostavno oslonjeni &i¢ggeosta greda).

q

R PP YT bbb v vty

Program nudi izreun naprezanja za presjeke, odnosritierikazane na slici:
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m Dimenzije visokostijenog nos&a i opteretenje
Potrebno je upisati slijede podatke:

- duzina visokostijenog nosa, L

- visina visokostijenog nosa, h
- jednoliko raspodijeljeno opterenje, q

Normalno naprezanje u smjeru osi x

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i X u totkama presjeka

= Grafi¢ki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x po tékama presjeka

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x gtrdma presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&gatkrivuljom:

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x @dma presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecpre
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Normalno naprezanje u smjeru osi y

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i y u totkama presjeka

= Gralfi éki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y po tékama presjeka

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y gdma presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&apatkrivuljom:

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y gdma presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecpraa

Posmiino naprezanje

m Tablica vrijednosti posmiénog naprezanja u t@&kama presjeka

m Grafi éki prikaz posmi¢nog naprezanja po tékama presjeka

Graficki prikaz posminog naprezanja podkama presjeka - vrijednosti naprezanja opisané&afatkrivuljom:

Graficki prikaz posminog naprezanja podkama presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecprez
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VISOKOSTIJENI NOSA C
RjeSenje problema

Model visokostijenog nos#a s karakteristikama

= Opis

Slied€&i program ré&una naprezanja (normalna naprezanja u smjeru ogirrmalna naprezanja u smjeru osi y te pésminaprezanja) za
visokostijeni nos& odnosno razmjerno uski i visoki ndsaa koji djeluje jednoliko raspodijeljeno optéeaje u ravnini nosa pod
uvjetom da je statki sustav visoke grede jednostavno oslonjeni &i¢ggeosta greda).

q

R PP YT bbb v vty

Program nudi izreun naprezanja za presjeke, odnosritierikazane na slici:
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= Dimenzije visokostijenog noséa i optereéenje
Potrebno je upisati slijede podatke:

- duZina visokostijenog nosa, L
- visina visokostijenog noga, h
- jednoliko raspodijeljeno opterenje, q

i

1
1;

o -
1l

Normalno naprezanje u smjeru osi X

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i x u totkama presjeka

TablicaX
Tockal Tocka?2 Tocka3 Tocka4 Tocka5 Tocka6 Tocka 7
Naprezanje- Presjek A| - s E _n
5 135 135 135
Naprezanje- Presjek B| -2 -39 29 0 2
80 1080 2160 2160
Naprezanje- Presjek c| -2 -2t 91 0 s
20 270 540 540
Naprezanje- Presjek D| — 2% 3% 229 0 2
80 1080 2160 2160
Naprezanje- Presjek E| -1 L = 0 _u
5 135 135 135

= Grafi ¢ki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x po tékama presjeka
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3. VINO - V.2. - PRIMJER 1.nb

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi X gama presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&atatrivuljom:



3. VINO - V.2. - PRIMJER 1.nb

XGraf

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x gdma presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecprea



XLOMGraf

Normalno naprezanje u smjeru osiy

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i y u totkama presjeka

TablicaY

Tockal Tocka?2 Tocka3 Tocka4 Tocka5 Tocka6 Tocka 7

Naprezanje- Presjek A
Naprezanje- Presjek B
Naprezanje- Presjek C
Naprezanje- Presjek D

Naprezanje- Presjek E|

= Grafi ¢ki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y po tékama presjeka

%5
T

25
T27
25
27

20
EY

20
FY
20

2
T2
2
T27
2
T27
2
T2
2

27

0

o o o o

3. VINO - V.2. - PRIMJER 1.nb

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y giama presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&aatkrivuljom:



3. VINO - V.2. - PRIMJER 1.nb

YGraf

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y giama presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecprav

YLOMGraf




3. VINO - V.2. - PRIMJER 1.nb

Posmino naprezanje

m Tablica vrijednosti posmiénog naprezanja u t@&¢kama presjeka

TablicaP

Tockal Tocka?2 Tocka3 Tocka4 Tocka5 Tocka6 Tocka 7
Naprezanje- Presiek A| 0 15—2 g ; ; % 0
Naprezanje- Presjek B 0 25—4 % g % 25—4 0
Naprezanje- Presjek C| 0 0 0 0 0 0 0
Naprezanje- Presjek D| 0 —25—4 _g _g _% _25_4 0
Naprezanje- Presjek E| 0 —% —g —% —g _15_2 0

= Grafi ¢ki prikaz posmiénog naprezanja po tékama presjeka

Graficki prikaz posminog naprezanja podkama presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&aatrivuljom:

PosmikGraf

Graficki prikaz posminog naprezanja podkama presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecprea
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VISOKOSTIJENI NOSA C
RjeSenje problema

Model visokostijenog nos#a s karakteristikama

= Opis

Slied€&i program ré&una naprezanja (normalna naprezanja u smjeru ogirrmalna naprezanja u smjeru osi y te pésminaprezanja) za
visokostijeni nos& odnosno razmjerno uski i visoki ndsaa koji djeluje jednoliko raspodijeljeno optéeaje u ravnini nosa pod
uvjetom da je statki sustav visoke grede jednostavno oslonjeni &i¢ggeosta greda).

q

R PP YT bbb v vty

Program nudi izreun naprezanja za presjeke, odnosritierikazane na slici:



4. VINO - V.2. - PRIMJER 2.nb
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= Dimenzije visokostijenog noséa i optereéenje

Potrebno je upisati slijede podatke:

- duZina visokostijenog nosa, L

- visina visokostijenog noga, h

- jednoliko raspodijeljeno opterenje, q

1;
2,
1

o -
1l

Normalno naprezanje u smjeru osi X

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru i x u totkama presjeka

TablicaX

Tocka 1

Tocka 2 Tocka 3 Tocka4 Tocka5 Tocka6 Tocka 7

Naprezanje- Presjek A
Naprezanje- Presjek B
Naprezanje- Presjek C
Naprezanje- Presjek D

Naprezanje- Presjek E|

1
75

109
" 320
31
80
109
“ 320

5

7 11 0 i 7 1
135 135 T 135 5
181 299 299 181 109
72320 8640 T 8640 4320 320
79 41 0 41 79 31
T 1080 2160 T2160 1080 80
181 299 0 299 181 109
T2320 8640 T840 4320 320
7 1 0 11 7 1
135 135 13 135 5

= Grafi ¢ki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x po tékama presjeka

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi X gama presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&atatrivuljom:



4. VINO - V.2. - PRIMJER 2.nb

XGraf

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi x gdma presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecprea



4. VINO - V.2. - PRIMJER 2.nb

XLOMGraf

Normalno naprezanje u smjeru osi y

m Tablica vrijednosti normalnog naprezanja u smjeru &i y u totkama presjeka

TablicaY

Tockal Tocka?2 Tocka3 Tocka4 Tocka5 Tocka6 Tocka 7
Naprezanje- Presjek A| —1 —§ —g ‘% _% _22_7 0
Naprezanje- Presjek B —1 —Z—j’ _g _% _% _22_7 0
Naprezanje- Presjek C| —1 -§ _g ‘% _27_7 _22_7 0
Naprezanje- Presjek D| —1 —§ —g ‘% _% _22_7 0
Naprezanje- Presjek E| —1 —Z—j’ _g _% _% _22_7 0

= Grafi ki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y po tékama presjeka

Graficki prikaz normalnog naprezanja u smjeru osi y gama presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&aatkrivuljom:



4. VINO - V.2. - PRIMJER 2.nb

Graficki prikaz normalnog naprezanja u

YLOMGraf

smjeru osi




4. VINO - V.2. - PRIMJER 2.nb

Posmino naprezanje

m Tablica vrijednosti posmiénog naprezanja u t@&¢kama presjeka

TablicaP

Tockal Tocka?2 Tocka3 Tocka4 Tocka5 Tocka6 Tocka 7
Naprezanje- Presjek A| 0 25—4 % g % % 0
Naprezanje- Presjek B| 0 % % % % % 0
Naprezanje- Presjek C| 0 0 0 0 0 0 0
Naprezanje- Presjek D| 0 —45—8 _% _13_6 _% _45_8 0
Naprezanje- Presjek E| 0 —% —é —g —é _25_4 0

= Grafi ¢ki prikaz posmiénog naprezanja po tékama presjeka

Graficki prikaz posminog naprezanja podkama presjeka - vrijednosti naprezanja opisan&aatrivuljom:

PosmikGraf

Graficki prikaz posminog naprezanja podkama presjeka - vrijednosti naprezanja spajanecpreaz



4. VINO - V.2. - PRIMJER 2.nb 7
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SADRZAJ

1. MAXWELLOVA JEDNADZBA
5. VISOKOSTIJENI NOSACI
PROGRAM U MATHEMATICI

PRIMJERI VISOKOSTIJENOG NOSACA
ZAKLJUCAK

AN



Zamislimo najprije jedno cilindric¢no ili prizmatic¢no tijelo izmedu dva
oslonca na stalnom razmaku a, te da opterecenje , itd. stalne velic¢ine djeluje
duz izvodnica i nalazi se u ravnotezi tako da nema savijanja

Ako zamislimo to tijelo razrezano okomito na os z na tanke diskove debljine
h, ocito je da Ce se svi diskovi po duzini tog tijela nalaziti u jednakom stanju,
tj. da ¢e za sve biti:

w=0 uzo0 vZ£0
gdje su u, viw pomaci u smjeru x, y i z.
Kazemo da se ovako deformirano elasti¢no tijelo nalazi u stanju
ravninske deformacije
Postoje mnoge konstrukeije ili dijelovi konstrukeija koje se
deformiraju na ovakav ili slican nacin; na primjer dugi tuneli, cijevi

ukopane u stijenu, dugi valjci izmedu ravnih ploca, Siroki svodovi
itd.



Ako analiziramo takav naéin deformiranja, Hookeov zakon daje:

e, =20 =0=210,-vifo, 40,

g,=V [(UX +0y)

Prema tome, pojavljuje se komponenta naprezanja u smjeru z, jer je
ocito da su O, 1 O, razli¢iti od nule. Iz toga proizlazi:

£, = é[ax -v(o, +0’Z)] = é[ax -vo, -vi(o, + ay)] = é[ax -vo,-vio, —vzay)]

1 1-v?
e =—|lo.A-v®)-vo A+v)|= o -— [
= Lo.a-v))-vo,asv) E[xlv }

£, = é[ay -v(o, +az)] = é[ay -vo,-v?(o, +ay)] = é[ay -vo, -v°o, —VZUy)]

1 2 1-v°
o R e ]



Te dvije jednadzbe mogu se pisati i u ovom obliku:

gdje je

E.=

Modul posmika ostaje jednak modulu posmika Sto se vidi iz

slijedeceg:

Gl=/'11=

E
1-v?

1 -

&

X

Ey:

E,
1
E,

o -l

gy —V; |ITX.

V1

V

_1—v

E E E
S N VI () () S S
21+v,) 2(14_!/) 2(1—|/+|/j o L 2[{1+v)
1-v 1-v 1-v)

U



Prema tome, oblik jednadzbi kojima se izrazava Hookeov zakon ostaje
jednak onome u prostornih problema samo se mijenja veli¢ina elasti¢nih
konstanta kad se deformacije izrazavaju naprezanjima (vrijedi za izotropna
tijela )

Promotrimo sada drugu grupu Hookeovih jednadzbi
o, =AlA +2[ule,
o, = A, +20UlE,

o, =AW\,
gdje je: ou ov ow _du  odv
+—+— = —+
oX 0y 0z O0x oay

N =g +e +E, =
jer je
_ow _

E,=—=0
0z



Kako se vidi, Laméove konstante elasticnosti ne mijenjaju se i oblik
jednadzbi ostaje jednak onome u prostornih problema

Odsjeceni disk koji je bio predmet promatranja moze se promotriti
na slici ispod y




Drugu vrstu ravninskih problema nalazimo kod ravnih, tankih ploc¢a u kojih
opterecenje djeluje u ravnini ploce

Pretpostavka je da opterecenje djeluje linijski po Sirini ploce h

Ako se koordinatni sustav x,y,z smjestimo tako da ishodiste bude u sredini
debljine ploce a osi x i y u srednjoj ravnini, onda ¢e pod djelovanjem
opterecenja sve tri komponente pomaka u,v,w biti razli¢ite od nule
(iznimka su tocke u srednjoj ravnini za koju je zbog simetrije w=0)

Kako pomaci u smjeru osi z nisu sprijeceni, te u tom smjeru ne djeluje
vanjsko opterecenje tada je na poboc¢kama ploce

Za:

h
E — g, = 0)

dok su druga dva smjera naprezanja zavisna od kordinata x, y i z, tj.

Zz==

g, #0 o,#20



Ako je debljina ploce mala, moze se bez velike pogreske uzeti da velicine 0,1 O,
ne zavise od koordinate z, ve¢ su predstavljene prosjecnom veli¢inom

h h

2 2
a;:EEya;dh ay:EEyanh

_h _h

2 2

te da je 1 tre¢ca komponenta normalnog naprezanja po citavoj
debljini ploce
JHLD o,=0

Takvo stanje naziva se stanje ravninskog naprezanja



- Mnogi dijelovi konstrukcija nalaze se u takvom stanju deformiranja,
kao npr: i

= visokostijeni nosac¢i

777z, /7

o tzv. dijafragme u prostornih konstrukeija itd.

“



Hookeove jednadzbe za stanje ravninskog naprezanja imaju ovaj oblik:

£, =é[tbx—v [ﬁay+az): =é:ax—vay:
£, Zé[[kfy—l/[ﬂdx+dz): =é:ay—vax:

=Lt vilo, v, ]=-L o 4o,

jerjeg, =0

Naprezanja izrazena deformacijama su ovakva:
o, =AlA+2[ule,
o,=AIA+2[ule,

o,=AA+2[ule, =0



Iz posljednje jednadzbe dobije se:

AD+20UE, =0 =  g=- e, +e,)
Jerje: A=¢g,t€ t¢,

Prva invarijanta deformacija sad se moze izraziti ovako:
e, +¢,)= (A +2u)lle,+e,)-Alle, +e,)

A=g +e te,=6,+€, -

A+2u A+2u
2U 2U

A= e +E )= LA

/1+2,u|:ﬁx y) A+2u  °
paje
2U 2L ulA

o, =AM+2[ulE, =A——0, +2[ulE, = (A, +2LuLE
o =AD+2uE, =A02H 2z, = 22 o
g U A2 Y oa+2u g



to se moze pisati i ovako:
o, =AA+2[ule

o, =0 +2[ule,

gdje imamo novu konstantu:

_ 24N
A+2u

1

Kako se vidi, i ovdje jednadzbe kojima se izrazava Hookeov zakon po obliku
ostaju jednake onima u prostoru, a u nekih se samo mijenjaju veli¢ine
elasti¢nih konstanta. Modul posmika i ovdje ne mijenja svoje velicine.



POSMICNE KOMPONENTE:

Ocito je da se u jednom i u drugom slucaju u ravnini Xy pojavljuju posmicne
komponente deformacije a time i posmiéna naprezanja koja su medusobno
vezana odnosom:

T, =2UE,, =2G¢,,

Lako se moze zakljuciti da u stanju ravninske deformacije nema posmicnih
deformacija u ravnini xz i yz, jer svi pravci unutar prizmaticnog ili
cilindri¢cnog tijela paralelni s osi tog tijela ostaju paralelni s osi i nakon
deformiranja, budu¢i da se svi diskovi na koje smo zamislili razrezano tijelo
deformiraju na jednak nacin a ravnine prereza ostaju normalne na te
pravce.




Drugacdije se deformira jedna ploc¢a opterec¢ena jednoli¢no po debljini silama
u ravnotezi koje su paralelne s ravninom ploce. Ploca se slobodno deformira
u smjeru z, normalnom na ravninu ploce, i relativna je deformacija:

£, = —E(JX +ay): —é@l

No prva invarijanta naprezanja ©; od mjesta do mjesta se mijenja pa se
mijenja i debljina ploce h{(1+ ¢,) a zbog toga se pojavljuju posmicne
deformacije¢,, i &, . Ovo se moze primjetiti na slici



Uz to se pretpostavlja da su deformacije €, i £, konstantne po debljini

ploce h.

h(1+2)




Pribliznu veli¢inu posmicnih deformacija u stanju ravninskog

naprezanja mozemo priblizno odrediti uz neka pojednostavljenja

Pretpostavimo najprije da su na jednome mJestu ploce deformacue £,
i£, po debljini ploce konstantne, onda se bez vece pogreske moze
uzeti da j je 1 deformacija u trecem smjeru z takoder konstantna, tj.

e, =-vle, +¢,) , aisto tako posmi¢na deformacija&,,

z

Uvjeti kontinuiteta

0%, _ d%u 9% _od%, 0%
2 XY — + — X 4+ y
oxdy oxoy> ox°dy dy° ox°

265 aw 0%u

X

ay axay 0zoy

0e,, _ d°u . 0°v
0z dydz 0xdz 0°u _ 08y 0¢, 0c,
0yoz 0z O0x oy

Zafyz 0%v aw
0X azax dyox




u tom sluéaju dobivaju ovakav oblik:

262€Xy _ azgx N 02€y
oxoy dy* ox°

5 azé‘yz _ 0%,
dyoz 0y’

d°c, _0°%,
2 =
0z0x  OX°

Ozi ai—a&
ox{ ox oy

0

d°c, 0

oxoy 0z

|

0=— ai—a&
ay( ox oy

0&, 0&

ox dy

X

|



Uvrstavanjem te jednakosti u jednadzbu dobije se:

2
a EZ _1[2% +C1J
oy

oxay 0z

No kako ¢, nije funkeija od z zaklju¢ujemo da je

1 0%, _0¢g,
= ,=—2
1isto tako 2 0xoy ox
2
1 Z 4 £ + C3 = aﬁ
2 Oxoy oy



Integriraju li se te dvije jednadzbe, prva po x, te druga po y, imamo

1_0e,
E, =§Z oy +C,x+d,
gzlezagz +C3y+d2
X
Kako je
£,=0 za z=0
£,=0 za z=0
Proizlazi da je

=0 d, =0



Da bi se mogla ocijeniti veli¢ina posmi¢nih naprezanja 7,1 7, koja se
pojavljuju zbog opisanih deformacijaé,, i £, , usporedit ¢emo ta posmicna
naprezanja s posmicnim naprezanjima 7,, za slucaj kad koncentrirana sila
djeluje na rubu poluravnine

P
q P=q:l
W 2 YYYYYYY
5 «h
v v



Da bi se mogla ocijeniti veli¢ina posmi¢nih naprezanja 7,1 7, koja se
pojavljuju zbog opisanih deformacijaé,, i £, , usporedit ¢emo ta posmicna
naprezanja s posmicnim naprezanjima 7,, za slucaj kad koncentrirana sila
djeluje na rubu poluravnine

Za takav nacin opterecenja ta sekundarna posmi¢na naprezanja razmjerno
su veca nego u drugih stanja ravninskog naprezanja. Teorija nam daje
jednadzbe

o, = 2P rooso
T
o, = _2P [3in° ©cos’ O
7
__2P [$3in®cos’ ©

T
a4 7



Zamjenom komponenata deformacija s komponentama naprezanja u
jednadzbi dobivaseza ©=0

r, = v giz
1+v m X
Najvece je naprezanje 7, ,za Z= 5 ili
2
maxl o = O,O32[€Dj q
X

Ako je jednoli¢no podijeljeno opterecenjed = N i Poissonov koeficijent vV = 025
No najvece naprezanje 7, na udaljenosti x od ruba pod kutom je @ = 30°ili

il = 0,206[€D) 1

X



Prema tome, uz sam rub za x=h omjer tih posmi¢nih naprezanja je oko 6,5 a
s povecanjem x posmicno naprezanje 7, znatno se brze smanjuje nego 7,
tako da je ve¢ na udaljenosti x=10h taj omjer oko 65.

Zbog toga i kod stanja ravninskog naprezanja uzima se da je:

r,=T,=0

Cime se sustav diferencijalnih uvjetnih jednadZbi smanjuje i svodi na
jednak broj kao i za stanje ravninske deformacije.



Da ponovimo:
g kod stanja ravninske deformacije:

komponenta pomaka w ili komponenta deformacije €, i posmic¢na
komponenta deformacija i naprezanjag,, ,€,,1,,1 1, jednake su nuli;

sve ostale komponente deformacija i naprezanja razlicite su od nule i
funkcije su samo koordinata x1y.

o kod stanja ravninskog naprezanja:

u smjeru okomitom na ravninu ploce normalna komponenta 9,
naprezanja jednaka je nuli, a uzima se da su i posmic¢ne komponente
deformacija i naprezanja €y, €x,1y,1 T4 takoder jednake nuli;
razlicite su od nule sve ostale komponente deformacija i pomaka.

Jednadzbe koje povezuju komponente deformacija s komponentama naprezanja, i
obratno, za stanje ravninske deformacije i ravninskog naprezanja ostaju iste po
obliku samo se u nekih koeficijenti elasticnosti mijenjaju.



Laméove jednadzbe:

Sustav jednadzbi ravnoteze koji je prvi izveo Lamé izgleda ovako:
(1+ )22+ p07u+ x =0
OX
(1+) 22 + oy +Y =0
oy
(A + )2+ w2 =0
Z

ili ako se prva jednadzba pomnozi sa i druga sa j , tretasa K izatim
zbroje, dobiju se iste jednadzbe u vektorskom obliku

(A + ) gradA + 0% p+K =0

gdje je p=uli+v0 +wikvektor pomaka, K = Xd+Y§+Z &k vektor
zapreminske sile a A = div p, tako da se jednadzba moZe pisatiiu
ovom obliku:

[()I + u) grad div+,uD2]EB+R =0



Opce diferencijalne jednadzbe Laméa i Michella jednake su za obje vrste
ravninskih problema po obliku, a razlikuju se jedino po elasti¢nim
konstantama

No za jednu, vrlo Siroku, skupinu problema u kojih su zapreminske sile
konstantne ili ih uopée nema elasticne konstante uopce ne ulaze u
diferencijalne jednadzbe pa se rjeSenja diferencijalnih jednadzbi mogu
primjeniti na obje vrste problema i sporedno je od kojeg stanja u tom
slucaju u izvodima polazimo

Da bi to dokazali, primjenjujemo npr. Laméove jednadzbe ravnoteze tako
da prvu deriviramo po x, drugu po y i tre¢u po z te sve tri zbrojimo

i[(/]+lu)g—§+'uﬂzu+x_:(/]+ )a 20U, OX _

()4 ax 134

3 L )% 4 sy | (o )0 4 g 21O
ay[E(/]+'u)6y+ﬂDV+Y__(/]+) + ] oy ay =0

6 26W 0Z
az 0z

d

— =0
0z

( +ﬂ)g—§+ﬂDZW+Z} (+n)



zbrojeno daje

0X  dY  0Z
+ + =0
ox o9y 0z }
oX  dY 0Z

+ + =0
ox o0y 0z

(A +,u)D2A+,uD2A+[

(/1+2,L1)D2A+(

Uzmimo, nadalje, da je zapreminska sila
K = Xfﬂ+Yﬁ+Z[ﬁEz grad ¢

gdje je @ neka skalarna funkeija od x, y, z.
Tada je
0X oy 0z
te
divK = 0X N oY N 0Z
oXx 0y 0z

=divgradg = 0°¢



Uvrstimo li sada to u prethodnu jednadzbu dobit ¢emo:

(A +2u)0°A+0% =0

a stanje ravninske deformacije je

A=g +e +e,=A =€, +¢,
jerje £, =0, pa se odmah dobije

(/] + 2:U)DZA1 + D2¢1 =0

pri cemu je dakako Z=o0.



Ista se jednadzba moze pisati pomo¢u komponenata naprezanja ako se ima

u vidu da je

&y =é|:[k7x—l/[60y+02):
e, =2, -vilo,+0)

&

z

=eve, 05,2 Lo, vl v s L, vl v+ Lo, vl )

A= é - 2v)w, + (- ), + (- 20w,

_1-2v

A= |:60-x-|-0-y-|_0-z)




kako je zbog &£,=0

Dobivamo tada

A (1+ v)[E(l— 2v) {o,+0))
Gdje je

©,=0,t0,



Uvrsti li se posljednji izraz u jednadzbu:

(A +2u)0%, + 0%, =0
te uzme u obzir da je

O _E
L+vii-2v) M o0+

dobijemo:
027, +—2 % =0
_ tl-y
Ili

DZAl + (1+V1)DD2¢1 =0

gdje iz jednadzbe proizlazi

%
WEo = LT EY =v(+ty)=v, =
—v




Za stanje ravninskog naprezanja dobijemo na slican nacin:

o,=AA+2us, =0

= —Z’U ml
A+2u

(A+24FPn+Fp=0
Odnosno ista jednadzba izrazena komponentama naprezanja, ako se uzme

u obzir da je:
A =¢,+¢g, =1_?V[®1

tada jednadzba izgleda:

24 M2A, +0%p, =0

Kao Sto se vidi iz gornjih jednadzbi, razlikuju se samo po konstantama uz pojedine
clanove.

1+v

0%, +——
1-v

m2¢, =0



Ako je skalarna funkcija #. harmonijska funkcija, tj.

0°¢, =0
za oba stanja dobivamo

0%A, =0

0%0,=0

Drugim rije¢ima: invarijante deformacija i naprezanja u ravninskih
problema moraju u tom sluc¢aju biti harmonijske funkcije

Uvjet O%p, = 0zadovoljen je u svim slucajevima kad je zapreminska sila u
ravnini xy konstantna ili kad je jednaka nuli, a to 1 jest najcesce u praksi
kod statickih opterecenja



Jedna od gornjih jednadzbi predstavlja za odredeno stanje deformiranja i
odreden nacin djelovanja zapreminskih sila samo jednu od tri jednadzbe
potrebne za odredivanje triju nepoznatih veli¢ina o,, 0,1 7,,. Ostale su
dvije jednadzbe ravnoteze, tako da bi potpun sustav diferencijalnih
jednad?bi koje treba rijesiti bio u slu¢aju 0°¢, =0

0%0,=0

%+_arxy +X =0
ox oy

ar,, . do, Y =0
ox oy




AIRYJEVA FUNKCIJA NAPREZANJA

Sustavi diferencijalnih jednadzbi rjesavaju se obi¢no tako da se
ponovljenim diferenciranjem svedu na manyji broj diferencijalnih jednadzbi
viSih redova. Tako se dolazi do op¢ih jednadzbi kojima su zadovoljene sve
jednadzbe jednog sustava.

Airy je 1862. dosao do jednadzbe kojom su zadovoljene tri jednadzbe
ravnoteze

Prema njemu jednadzbe ravnoteZe su zadovoljene ako se pretpostavi da je
X=Y=0, te da je

O'X = a_w Txy = _a_l//
ay oX
Odnosno
o =X _
= 7 =-—
Y ox s oy

Za T,, dobili smo dva izraza koja izjednacena daju novu diferencijalnu
jednadzbu

oY _ox

ox oy



Ta jednadzba je zadovoljena ako se uzme

_0¢ d¢
v oy X o
drugim rije¢ima, diferencijalne jednadzbe ravnoteze zadovoljene su kad je
62 62 2
Oy = -2 gy = —(20 Ty =" ol
dy” X Y axoy

Funkcija ¢ koja povezuje komponente naprezanja naziva se Airyjevom
funkcijom naprezanja

Treca diferencijalna jednadzba izgleda sada ovako:
2 9 0° | [0°p 0°p)_
"0, [ j[ﬁa a) (ax +ay2j[E6x2+6y2j_o

a? 2Di¢ a¢—D4
0X ox’oy> ay*

ili

=0



4

4 4
a_io+2[! 62¢2 +a 440: D4¢:0
0X oxoy- oay

Ta Maxwellova parcijalna diferencijalna jednadzba éetvrtog
reda zadovoljava uvjete ravnoteze i neprekinutosti

Funkcije koje zadovoljavaju tu jednadzbu nazivaju se biharmonijskim
funkcijama; ima ih mnogo i razliéitih tipova, tako da ima velik broj mogucih
rjeSenja od kojih je, dakako, samo ono ispravno u kojega su zadovoljeni
uvjeti na rubovima

U tome se i u ravninskim problemima ponovno pokazuje poteSkoca jer
treba istodobno zadovoljiti uvjete na konturi i Maxwellovu diferencijalnu
jednadzbu u podrucju ograni¢cenom konturom

Uvjeti na konturi mogu biti zadani ili vrijednostima same funkcije (zadaca
Dirichleta) ili njezinim derivacijama po raznim smjerovima (zadaca
Neumanna)



Ako su vrijednosti funkcije naprezanja u podruc¢ju ograni¢enom
konturom i na konturi odredene tako da su gornji uvjeti ispunjeni,
lako se odrede komponente naprezanja u svim tockama podrucja,
zatim 1 komponente deformacije ili pomaka.

Airyjeva funkcija naprezanja ima dimenziju sile



Harmonijske i biharmonijske funkcije

Harmonijske funkcije su one funkcije koje zadovoljavaju Laplaceovu
jednadzbu A=0°f =0 , gdjeje f =1f(xy,2)
9> 9° 0°
+ +
ox> oy* 0z’

A=0%=

Harmonijske funkcije mogu biti polinomi svih stupnjeva uz odredene
uvjete, dok su polinomi do iskljucivo 1.stupnja uvijek harmonijske funkcije
Kod polinoma visih stupnjeva konstante uz pojedine nezavisne varijable
moraju stajati u odredenim odnosima koji su dani uvjetnim jednadzbama
kako bi oni bili harmonijske funkcije, na primjer za polinom treéeg stupnja:

f =axyz+ax’+a,x’y+ax’z+a,y’ +a,y’z+a,y’x+a,z° + a,2°x + a,2°y

0°  0° 0’

A=0*=—+_—+
ox> oy* 0z°




2 2 2

f
=6aX+23,y +28,7 —?9 ]; = 6a,y + 28,2+ 2a,X Z - =6a,z+2a,x+ 28,y
y

x> i

Af =0%f =0=(6a, + 2a, + 2a,) Xk + (6a, + 2a, + 2a,) 0y + (6a, + 2a, + 2a, ) &

Kako su x, y i z nezavisne varijable, gornja jednadzba je zadovoljena samo ako su
izrazi u zagradi jednaki nuli. U tom sluéaju dobivaju se tri dodatna uvjeta iz kojih se
odreduju tri koeficijenta, dok se velicine ostalih Sest koeficijenata biraju po volji

Ili, na primjer sa dvije nezavisne varijable
f =ax'+a,x’y* +axy’ +a,x’y +a,x’ + agxy’

9°f 9°f
-+

A=0%f = >
ox~ oy

=12a X’ +2a,y’ +2a,y +6a.x+2a,x* + 6a,xy +0+2a,x=0

(L2a, +2a,)x" + (6a + 28,)x+ 2a,y* + 24,y + 6a,xy =0



Dobiju se ove uvjetne jednadzbe:

6a, +a, =0
3a; +a; =0
a,=a,=a,=0

Prema tome navedeni polinom postaje harmonijska funkcija
f=ax’ - 3asxy”

Filon i Ribiere nezavisno jedan od drugoga su pokazali da su umnosci
trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija harmonijske funkcije

Ako se odabere ovakav oblik funkcije
f =XY

gdje je X = X(x)a Y =Y(y) Laplaceova jednadzba izgleda ovako:
XY+ XY"=0
X" oy"
— 4+ =
X Y

0



Posljednja jednadzba moze biti zadovoljena samo ako je
X"y pe

X Y
Xn ﬁ ,
gdje je A neka konstantajerizrazi X i Y moraju biti nezavisni po$to je
pretpostavljeno da je X samo funkcija od x, a Y funkeija samo od y
Diferencijalne jednadzbe imaju ova rjesenja:
X = Ae™ + Ae™™ =B, sinAx+ B, cosly
Y =Ce” +C,e™” = D,;shly + D,chly

Prema tome, funkcije i ovih oblika su harmonijske
sinAxchly , cosixe” e™sinly itd.



I trostruki umnosci eksponencijalnih, trigonometrijskih i hiperbolnih
funkcija mogu biti harmonijske funkcije

Pokazano je da sve funkcije koje zadovoljavaju Cauchy-Riemanove uvjete
zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu, jer ove dvije jednadzbe derivirane po
x 1 po y zatim zbrojene daju

oo
ay X [] f1:O
of, _ of, oo _

I dy 0°f, =0

Tako su, na primjer, u ravnini u, v realni i imaginarni dio funkcije
kompleksne varijable harmonijske funkcije



Biharmonijske funkcije su one funkcije koje zadovoljavaju

Maxwellovu jednadzbu
0° f

4 4
+o0 0" f +6 f ~0
ox* ox’ay> oy’

U prvom redu sve harmonijske funkcije ujedno su i btharmonijske funkcije,
ali to ne vrijedi obratno. Nadalje, od harmonijskih funkcija vrlo lako se
tvore biharmonijske funkcije ako se mnoze s nezavisnim varijablama ili sa

zbrojem njihovih kvadrata, lako se dokaze

0% (x¢) :ZB%
0X

07 x2%| = 294
30

‘@
OX ox>

N =[0*F =

ako je 0°p=0.



Isto tako je

d

0*(xe) = 0%0%(xe) = DZ(ZO—COJ =2—0%p=0

0X 0X

Prema tome, ako je ¢ harmonijska funkcija, onda su X¢, Y¢ i 2¢

biharmonijske funkcije. Isto tako je za
r2 - X2 + y2 + ZZ

te za 0°p=0

DZ(% r Z(pj =3p+2r gradg

Drugi ¢lan je harmonijska funkecija jer je

x>

- 2 2 2
O%(r 9rad{0)=D2(xa—¢+ y224 za—qu:ZEﬁa 9,990,990

0X dy 0z

oy> 9z° }



Prema tome je

1
0202 Zr?p|=0
(2 ¢j

Sto je trebalo 1 dokazati.
Prema tome je biharmonijska funkcija

P=@+X@+y@ + 2 +rg,

ako su %... & harmonijske funkcije.

Filon-Ribierovo rjeSenje prosireno na biharmonijske funkcije izgleda u
ravninskih problema ovako:

X = X(X)
f = XY
Y =Y(y)



Maxwellova jednadzba moze se svesti na ovaj oblik:

Iv Il W
X +2X |:!Y +Y _
X X Y Y

0

AKko se pojedini ¢lanovi u posljednjoj jednadzbi deriviraju po y, dobije se

I 1RY VAN
S INRIN
X Y Y
Da bi se zadovoljila pocetna pretpostavka, da funkcija X'i Y nisu zavisne

jedna od druge, rjeSenja diferencijalne jednadzbe za X i Y moraju dati
nezavisne funkcije, a to je moguce ako je

Xll
X

= —-)% = konst.



Rjesenje te jednadzbe je

X = A cosAx+ A, sinAx
Kako je

XV = A X
Jednadzbu mozemo pisati i u ovom obliku:
YA*-2*y" +YV =0
I rjeSenje te jednadzbe je:
Y =B, [chly + B, [shly + y[B, [chAy + y[B, [shly

Prema tome, biharmonijske funkcije su 1

Yo BinAx[ehAdy | r? [&iny 8% + y* k@” thyz itd.



Polinomi do ukljuéivo tre¢eg stupnja uvijek su biharmonijske funkcije, dok
su polinomi viSih stupnjeva samo onda ako koeficijenti zadovoljavaju
uvjetne jednadzbe koje proizlaze iz Maxwellove jednadzbe

To je pokazano za harmonijske funkcije

Funkcija koje zadovoljavaju Laplaceovu ili Maxwellovu jednadzbu ima
mnogo, tako da bi trebalo ocekivati da je lako naci rjeSenja za razne
probleme teorije elastiénosti u prostoru i ravnini

No poteskoce se javljaju pri zadovoljavanju konturnih uvjeta, jer kod
problema u praksi obi¢no dolaze slozene, nepravilne konture i isto takva
opterecenja ili deformacije, pa je razmjerno mali broj problema rijesen
matematicki u zatvorenom obliku
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MODEL VISOKOSTIJENOG NOSACA

staticki sustav




MODEL VISOKOSTIJENOG NOSACA

OO

stati¢ki sustav

rubni
dijagrami uvjeti
unutrasnjih

sila




POSTUPAK - SALABAHTER

Pretpostavljeni izrazi za —
komponente naprezanja
Izrazi za komponente <€ > MAXWELLOVA
—

Kontrole, korekcije,

—

Komponente naprezanja

komentari i analize




POLUOBRATNI POSTUPAK

komponente naprezanja

zadovoljava

< >
{———

4
e —
—

RUBNI UVJETI

Izrazi za komponente
naprezanja

MAXWELLOVA
JEDNADZBA

Odredivanje koeficijenata

Potencijalna funkcija
Komponente naprezanja




—— =

—

_—

e

POSTUPAK - SALABAHTER

rezanja

jeni izrazi za
komponente nap

vhi

Pretposta




KOMPONENTE NAPREZANJA

OPCI I1ZRAZI:

normalno naprezanje u smjeru osi x:
0% D
" oy?
normalno naprezanje u smjeru osiy:
0% d
G}, — ﬁ
posmicno naprezanje:
0% d
Ty T 7 5% dy

Ox




KOMPONENTE NAPREZANJA

PRETPOSTAVKA:

normalno naprezanje u smjeru osi x:
_ 2 2
ox = dy (17 —x%)y

normalno naprezanje u smjeru osiy:
oy =ds(c® —y°) +ds(c—y)

posmicno naprezanje:
_ 2 2
Txy = d;(c” —y*)x



T

komponente naprezanja

vl

Pretposta

POSTUPAK - SALABAHTER
jeni izrazi za



POTENCIJALNA FUNKCIJA

Maxwellova pretp. izrazi opci izrazi‘za
jednadzba za naprezanja naprezanja
0%
Oy = WY
54CD+2 0*d +84‘CD_0 6;!
3}74 Ox2 ayz x4 oy = d (12 _ Xz)y , = Z_cf
_ 3 _ o3 _ X
oy =dz(c® —y°) +dslc—y) 20

Txy = dz (Cz _ yZ)X Ty T 7 0x dy



POTENCIJALNA FUNKCIJA

Maxwellova pretp. izrazi opci izrazi‘za
jednadzba za naprezanja naprezanja
[
A 4
clanovi Airyeve funkcije:
1°-3° 3°->5°

Potencijalna funkcija:

@ = a;x° + a,x*y + asx3y? + a,x%y> + asxy* +

+agy’ + a-x3 + agx?y + agxy? + a gy°




POSTUPAK - SALABAHTER

Pretpostavljeni izrazi za —
komponente naprezanja




MAXWELLOVA JEDNADZBA

Vi =0

64q3+2 0* @ +a4cb_ 0
gy* = T ox?ay?r  oxt

-

Potencijalna funkcija:

@ = a,x° + axty + asx3y? + a,x?y® + asxy* +

+ agy® + a;x> + agx?y + agxy? + a o y°

\

J




MAXWELLOVA JEDNADZBA

Vi =0

64q3+2 0* @ +a4cb_ 0
gy* = T ox?ay?r  oxt

(531+33+35)'X+(az+a4+536)'y=0

n531+a3+a5=0 a; +ay + 535 =0 u
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Pretpostavljeni izrazi za
komponente naprezanja

Izrazi za komponente

naprezanja




NORMALNO NAPREZANJE - OS X

2a;%X° + 6a,X°y + 12asxy% + 20a,y° + 2a9x + 6a,,y = d; (12 — x?)y

_2a5%7 + 6a,x%y + _12azXy° +20a0y° 2658 + 6a;0y = d; 1%y — d; x%y

% 33=35=a_5=39=0

—_> 6a,x’y = —d;x°y —> 6a;oy = d;1°y
634 = _dl 6310 = d112
— 12
d]_ —_ _634 310 — _d]_



POSMICNO NAPREZANJE
3 aa;;)y: Ty N\

4a,x> + 6a3x°y + 6a,Xy* + 4asy° + 2agX + 2ay = —d,(¢* — y?)x

_Aar+ a7y + 62, Xy 2405y > + 2agX +2a57 = d,xy? — dyc2x

% 32=33=35=39=0

— 6a,xy” = d,xy*
634 — d2

d
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MAXWELLOVA JEDNADZBA

. 531+33+35=0
a]_=0

az+a4+536=0

ili ayiliag, * 0

ag #0
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NORMALNO NAPREZANJE - OS Y

20a;x> + 12a,X%y + 6a3;xy~ + 2a,y° + 6a,X + 2agy = d;(c® —y3) + d,(c — y)

20205 F 122577 + 629KV - + 2a,y° £685% + 2agy = dac® — day°® +dyc— dyy

—> 2a,y° = —d;y°

ds

_234

o)

—

9% d
0x2

6

31=32=33=37=0

> 2agy = —duy

d4 - _238




NORMALNO NAPREZANJE - OS Y
3 gzﬁy 6

20a;x> + 12a,X%y + 6a3;xy~ + 2a,y° + 6a,X + 2agy = d;(c® —y3) + d,(c — y)

1221 + 20227 12asX°y 4+ 62K7° + 2a,y° £6a5K + 23,y = dsc® — dsy® + dyc— dyy

2 a,
é 31=32=33=37=0

—> 2a,y° = —d,y° —> 2agy=-—dyy =2 122! =d,c3 +d,c

d3 - _234 d4 - _238



NORMALNO NAPREZANJE - OS Y

02D
D

6

20a;x> + 12a,X%y + 6a3;xy~ + 2a,y° + 6a,X + 2agy = d;(c® —y3) + d,(c — y)

1221 + 20227 12asX°y 4+ 62K7° + 2a,y° £6a5K + 23,y = dsc® — dsy® + dyc— dyy




NORMALNO NAPREZANJE - OS Y
3 gzﬁy 6

20a;x> + 12a,X%y + 6a3;xy~ + 2a,y° + 6a,X + 2agy = d;(c® —y3) + d,(c — y)

1221 + 20227 12asX°y 4+ 62K7° + 2a,y° £6a5K + 23,y = dsc® — dsy® + dyc— dyy

2 a,
é 31=32=33=37=0
—> 2a,y° = —d,y° —> 2agy=-—dyy =2 122! =d,c3 +d,c
d; = —2a, d, = —2ag

0°(a;;x?) . 0°(a;;x?) _
dy: o9xoy

az (311}(2)
ax2




NORMALNO NAPREZANJE - OS Y

o)

9% d
0x2

=0

y

6

20a;x> + 12a,X%y + 6a3;xy~ + 2a,y° + 6a,X + 2agy = d;(c® —y3) + d,(c — y)

20205 F 122577 + 629KV - + 2a,y° £685% + 2agy = dac® — day°® +dyc— dyy

—> 2a,y° = —d;y°

ds

_234

—

31=32=33=37=0

> 2agy = —duy

d4=

_238

% 2311 - d3C3 + d4C

1
311 - E (dBCB + d4 C)
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MAXWELLOVA JEDNADZBA

E 32+a4+535=0

a, =0

ag # 0



MAXWELLOVA JEDNADZBA

E 32+a4+535=0

a, =0

ag # 0

\ 4
a4+536=0
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Izrazi za komponente
naprezanja

{

Odredivanje koeficijenata



KOEFICIJENTI

Koristenje uvjeta na rubu x = +1
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KOEFICIJENTI

Koristenje uvjeta na rubu x = +1



KOEFICIJENTI

Ostali koeficijenti iz izraza:

dy
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KOEFICIJENTI

Ostali koeficijenti iz izraza:

d, 17 3q\_ 1q d_123q_12q
6_6( 4c3)__§c_3 6 17 64c3  8c3



POSTUPAK - SALABAHTER

Pretpostavljeni izrazi za
komponente naprezanja

Izrazi za komponente
naprezanja

{
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POTENCIJALNA FUNKCIJA

® = a,;x° + a,x*y + a;x°y? + a,x%y° + asxy* + agy’°

+37X3 + aBXZy + agxyz + algy

-7 e O O R

S

+3qX2y Pqy®  qx*y®  qy°

8¢ + 8¢3 8¢3 +4UC3




POSTUPAK - SALABAHTER
Pretpostavljena
potencijalna funkcija

Pretpostavljeni izrazi za
komponente naprezanja
Izrazi za komponente < > MAXWELLOVA

{

Odredivanje koeficijenata

Potencijalna funkcija

{

Komponente naprezanja




NORMALNO NAPREZANJE - OS X

(ip

0°D 312qy_ 3qx’y  qy°

= +
ay? 4¢3 4¢3 2¢8

0°®  1qy

3q(1* — x*)y
x = 4¢3
1q
Ox =37 (12 — x*)y
1
0y =57

ay2:€1(312_3xz+2y2)
°d  1q 1q
_ —_2nN2 2 .
yz ~ 210 X3y
3




POSMICNO NAPREZANJE
@ T"Y:_aangjy @ I=§f33

3qx(c — y?)
Txy 4t 5 I°C _ 92 _yy
q =—(c? —-yH)x
TX}? = ﬁ (CZ — yz)x i 0x 6}7 21
q
Ty = 21 (c* - yZ)X




NORMALNO NAPREZANJE - OS Y
) - G

0°d q 3qy qy° oy =ds(c® —y°) +dy(c—y)

0x? 2  4c 4¢3 _ 3q(c—y) q(c® — y?)
| o, = — ~ -

92 d 1q , 4c 4c

—— =——-—-(C— 2c+ I 1

oxZ = g1l Ty (EetY) | Gy:—g%(c—y)z(ZHY)

1q
Oy = —ET(C—Y)Z(ZC‘FY)




POSTUPAK - SALABAHTER

Pretpostavljeni izrazi za —
komponente naprezanja
Izrazi za komponente < > MAXWELLOVA
—

Kontrole, korekcije,

—

Komponente naprezanja

komentari i analize




KONTROLA IZRAZA

Poznati iznosi normalnog naprezanja u smjeru osi x na rubovima:
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KONTROLA IZRAZA

Poznati iznosi normalnog naprezanja u smjeru osi x na rubovima:

— oy,(y=+c) =0

Gy(y = _C) =—q
1q
oy =—z7(— y)*(2c+y)

—%%(0—0)2(20+c)=0 v/
— Gy:—l—(c—( ))* (20+( c))—— \/
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KONTROLA IZRAZA

Maxwellova jednadzba:
‘e 0o 0'e
ay* = T oxZoay?  oxt
O PO 00 0*6 0° 00
dy? dy? dxdy 0xdy 0x* 0x*
02D 0t D
a—yz‘ﬁx +2- (—TX},)° (_TX}?) +W Oy = 0

, 0% :
a_}IZ.GX—I_Z.(TXy) +W‘U},:0 Oy

1q q
— 2 23 . 2 2
X)y+31y]+2 [2[(0 y)x]

P2 +y)| =0
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KOREKCIJA IZRAZA ZA o,

Rubni uvjeti zadovoljeni osim na rubu x = + 1

Ol




KOREKCIJA IZRAZA ZA o,

Rubni uvjeti zadovoljeni osim na rubu x = + 1

1q 1q
o =31 )y +377 My = ds1
1q c2q
Ox = §Ty3 d5 = H
lmoment
1q 1q
+c _ 1z g2 —1y3_g
M, = f 37Y V- dy
5 0o =30 =Xy + 3007 — ey
. 21 31 5
2 c°q
M, = =1 ...nelinearna raspodijela naprezanja
luklanjanje

prilaganje momenta
iste veli¢ine, linearne raspodijele




KOMENTAR IZRAZA - o,

_1q 2 2 1q 2 3 2
GX_ET(l —X)Y+§T(Y —5C )y

v .
Bernoulli-Navierova hipoteza posljedica postojanja o,
ravnih popreénih presjeka (u teoriji pravih Stapova se ne uzima)

Uobicajene dimenzije nosaca

<

el )
U] =

razlika izmedu ‘toénog’ rjeSenja i onog prema hipotezi ravnih presjeka
nije veca od 1,1%



ANALIZA IZRAZA - o,

Srednji uspravni presjek nosaca:

STy,
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ANALIZA IZRAZA -

- Srednji uspravni presjek nosaca:

Oy

0y =57 (P =)y +37(7 -zt € x=0

)
_1q
21

—

Ox

1%y +

1
3

9.2 3,
[(Y 5C)Y

v

linearna raspodjela naprez. po visini

strozZa teorija elasti¢nosti za ravninska stanja




ANALIZA IZRAZA - o,

Srednji uspravni presjek nosaca:




SISTEMATIZACIJA

Izrazi za normalno naprezanje u smjeru osi x

Opcatocka 1q ., 5 1q,, 3,
— AR A T A
Izraz za naprezanje
Maksimalno vla¢no _ 9 12 2 2
- Oxmaxvl — 7€ -t ¢
naprezanje e I \2 15
Maksimalno tla¢no - = —Ec E n icz
- X maxtl —
e I \2 15
Ekstremne B
vrijednosti STk v S—— - —d - -
naprezanja ika nosaca s oznacenim ekstremnim vrijednostima naprezanja

q

A I E T I IIIIYTIIYILILILIYSY

Ux,max,tl

0,=0

Ux,max.vl
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SISTEMATIZACIJA

Izrazi za normalno naprezanje u smjeru osi y

Opcatocka 1q ,
nosaca %%~ "6l (c—y)"(2cty)
Izraz za naprezanje
Maksimalno B
naprezanje Oy.max = —4
Mlmmaln_o Gy mmin = 0
naprezanje ’
Slika nosaca s oznacenim ekstremnim vrijednostima naprezanja
Ekstremne ;
vrijednosti O
naprezanja
O'y,max




SISTEMATIZACIJA

Izrazi za posmicno naprezanje

Opcatocka q
. T = = (€2 —y?)x
nosaca ) |
Izraz za naprezanje
Maksimalno q
pozitivno Txy,max — EC
naprezanje
Maksimalno ql
negativno Txy,min — — ol c?
- naprezanje
L ftremm? Slika nosaca s oznacenim ekstremnim vrijednostima naprezanja
vrijednosti f
naprezanja Crddbedbilidilidiitiiiidy
Ty =0
! Txy,max Txy}min r
Ty =0
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Mathematica

Wolfram
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“VINO”



PROGRAM “VINO”

Wolfram
Mathematica
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PRIMJER
VISOKOSTIJENOG
NOSACA



PRIMJER 1.

Potrebno je izracunati sva naprezanja:

normalno naprezanje u smjeru osi x
normalno naprezanje u smjeru osiy
posmic¢no naprezanje

za visokostijeni nosac¢ u zadanim tockama
te skicirati dijagrame svih naprezanja.

Zadane su veli¢ine:

duzina visokostijenog nosaca: L=1m
visina visokostijenog nosaca h=1m
jednoliko raspodijeljeno opterecenje: q=1KkN/m
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Zadani visokostijeni nosac:

PRIMJER 1.
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PRIMJER 1.

Tablice naprezanja:

Normalno naprezanje u smjeru osi x

tocka/presjek A B C D E
1 - 0,2000 -0,7625 - 0,9500 -0,7625 -0,2000
2 0,0519 -0,3231 - 0,4481 -0,3231 0,0519
3 0,0815 -0,1060 -0,1685 -0,1060 0,0815
4 0 0 0 0 0
5 - 0,0815 0,1060 0,1685 0,1060 -0,0815
6 -0,0519 0,3231 0,4481 0,3231 -0,0519
7 0,2000 0,7625 0,9500 0,7625 0,2000

Normalno naprezanje u smjeru osiy

tocka/presjek A B C D E
1 - 1,0000 -1,0000 -1,0000 -1,0000 -1,0000
2 -0,9259 -0,9259 -0,9259 -0,9259 -0,9259
3 -0,7407 -0,7407 -0,7407 -0,7407 -0,7407
4 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000 -0,5000
5 -0,2593 -0,2593 -0,2593 -0,2593 -0,2593
6 -0,0741 -0,0741 -0,0741 -0,0741 -0,0741
7 0 0 0 0 0

Posmicno naprezanje

tocka/presjek A B C D E
1 0 0 0 0 0
2 0,4167 0,2083 0 -0,2083 -0,4167
3 0,6667 0,3333 0 -0,3333 - 0,6667
4 0,7500 0,3750 0 -0,3750 -0,7500
5 0,6667 0,3333 0 -0,3333 -0,6667
6 0,4167 0,2083 0 -0,2083 -0,4167
7 0 0 0 0 0




PRIMJER 1.

Dijagrami naprezanja:

PRESJEK
A

PRES]EK PRES]EK
B c

PRESJEK
D

PRESJEK
E

NORMALNO NAPREZANJE

U SMJERU 0OSI x

1?

NORMALNO NAPREZAN|E

U SMJERU 0OSl y

POSMICNO NAPREZANJE




PRIMJER 1 . Dijagrami naprezanja:

0.50 0.75




PRIMJER 1.

Dijagrami naprezanja:

PRESJEK
A

PRES]EK PRES]EK
B c

PRESJEK
D

PRESJEK
E

NORMALNO NAPREZANJE

U SMJERU 0OSI x

1@

NORMALNO NAPREZAN|E

U SMJERU 0OSl y

POSMICNO NAPREZANJE
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HVALA NA PAZNJI!

\

“I gave a presentation today but I only pretended to know
what I was talking about. Fortunately, my audience
was only pretending to listen.”
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SVEUCILISTE U ZAGREBU
GRADEVINSKI FAKULTET
ZAVOD ZA MATEMATIKU
KATEDRA ZA MATEMATIKU

ZAKLJUCAK

Razmatrano rjeSenje problema savijanja visokostijenog nosaca pokazuje stroga
ogranicenja pod kojima je izvedena Maxwellova jednadZzba kao i Cinjenica da je
analiticko rjeSenje moguce za vrlo uski krug zadataka. Ucestali inZenjerski zadaci imaju
sloZzene rubne uvjete i sloZena opterecenja koja ne zadovoljavaju spomenute stroge
pretpostavke. Stoga su inZenjeri prisiljeni rabiti numericke modele za rjeSenje
postavljene zadace.

Ovim seminarom htjelo se pokazati kako se akademski primjer jednostavno
oslonjenog visokostijenog nosata moze rijeSiti upotrebom Maxwellove jednadZbe a
programi u Mathematici dobiveni kao posljedica seminara mogu se Koristiti i u
inZenjerstvu kao okvirne provjere sloZenijih proracuna.
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