12 INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

Definicija 12.1 (KVANTIL)

Neka je X slucagna varijabla s funkcijom distribucije F(x)i neka je zadan
g€ (0,1).

Broj z, zove se kvantil distribucije F' ako vrijedi F(z,) = q.

Definicija 12.2 (INTERVAL POVJERNJA POUZDANOSTI )

Neka je (Xy, X, ..X,) slu¢ajni uzorak slucajne varijable X koja ima poz-
natu distribuciju s nepoznatim parametrom t i neka je zadana pouzdanost
v € (0,1).

Za procjenitelje Gb = hy (X1, Xa, ..X,,) 1 Gy = ha(Xy, Xo, ..X,,) za param-
etar t kaZemo da cine interval povjerenja (G1,Gs) za parametar t s pouz-
danoséu v ako vrijedi:

P(G1<t<G2)Z’7.

Parametart poprimit ée vrijednosti unutar intervala (g1, g2) s puzdano$éu
v.9dje je

g1 = hy(x1, 22, .2,), go = ha(x1, X2, ..2,).

12.1 INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE
sluc¢ajne varijable ako JE VARIJANCA POZNATA
a uzorak veliki n — oo.
TEOREM 12.1 Neka je (X1, Xo,..X,) slucajni uzorak slucajne varijable
X koja tma poznatu distribuciju s nepoznatim parametrom ocekivanje p 1
poznatom varijancom o?.
Ako je veliki uzorak (n — 00) onda inerval povjerenja (G1,G2) za param-
etar ocekivanje pi s pouzdanoséu vy cine procjenitelji
G1:X—)\ﬁ i Gy =X+ A%,
gdje je X wzoracka aritmeticka sredina, a \ = 21 kvantil standardne

normalne distribucije F*(z10,) = 132
2
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Dokaz:
Prema Centralnom grani¢nom teormu za aritmetcku sredinu

X—p

~ N(0,1), n — oo,
N

Primijenimo CGT na simetri¢ni interval (—\, \) :

P(=X < YT}“ < \) & FR(N) = F*(=X) = 2F*(\) — 1

tj.
PX = A& <p< X+ A%

o) ~ 2F* (M) — 1.

Ako je zadana pozdanost v, P(G; < < Ga) =~

onda mozemo odrediti A tako da vrijedi F*(\) =
tj. A = z1+, kvantil standardne normalne distribucije F*(z14,) =
2

1+v

2
14y
5 -

ZaliLjuéujeQIIlmo da je za velike n

P(X—)\\/Lﬁ <M<f+/\\/%)=’y._

Procjenitelji Gy = X — /\%, Go=X+ )\ﬁ ¢ine interval povjerenja

(X — )\ < X +2Z )

za parametar oceklvanja i slucajne varijable X s puzdanoséu ~ ako je
poznata varijanca 2.

Parametar ocekivanje p s pozdanoséu v poprimit ¢e vrijednosti u u inter-

valu

(E—)\\/_,x—k)\ ~)
tribucije F™* (ZlJrT’y) =

gdje je A\ = z1+, kvantil standardne normalne dis-
2

NAPOMENA 12.1 Ova procjena parametra ocekivanja slucajne varijable
moze se koristi u zadacima za odredivanje
(a) § = 2)\\/—5mne inervala

(b)n = 4)\2 minimalne velic¢ine uzorka
uz zadanu pozdanost 7y za interval povjerenja (X — )\\(/T—, X+ )\%)

gdje je A = Z1iy kvantil standardne normalne distribucije F*(z14,) =

14y
3 2

12.2 INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

slucajne varijable koja ima NORMALNU distribu-
ciju ako je VARIJANCA POZNATA

TEOREM 12.2 Neka je (X1, Xo,..X,) sluéajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(p,0?) s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom varijancom

2
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Interval povjerenja (G1,G3) za parametar ocekivanja p s puzdanoséu -y

cine procjenitelyi

normalne distribucije F*(z1+y) =
2

Gi=X A7 G =X+ A%,
gdje je X wzoracka aritmeticka sredina, a N\ = z1+, kvantil standardne
2

1+~
5 -

Dokaz: B
Neka je X ~ N(u,0?) , onda je X ~ N(u, 20?), a

X —

=

— ~ N(0,1),

=

Na simetricnom intervalu (—=\, A) :

P(=X < X2 <)) = F*(\) — F*(=\) = 2F*(\) — 1
n

tj. o

PX = A& <p<X+A7%)=2F() -1

Ako je zadana pozdanost v, P(G7 < p < Gg) = 7,

onda mozemo odrediti A tako da vrijedi F*(\) = 132

tj. A = 211, je kvantil standardne normalne distribucije F*(z11,) = 22
2 2

T2
Procjenitelji G; = X — /\%, Gy=X + )\% ¢ine interval povjerenja

(X — )\%, X + )\%)

za parametar ocekivanja u sluc¢ajne varijable X ~ N(u,0?) s puzdanoséu

~v ako je poznata varijanca o?.

Parametar ocekivanje p s pozdanoséu ~ poprimit ¢e vrijednosti u u in-

tervalu (T — A%, 7 + )\%), gdje je A = 21ty kvantil standardne normalne

distribucije F*(ZH—T'y) =1

2

NAPOMENA 12.2 Owva procjena parametra oc¢ekivanja slucajne varijable
X ~ N(u,0?) poznate varijance, moze se koristi u zadacima za odredivanje

(a) 6 = 2\ Sirine inervala

(b) n = 4)\2‘(’;—§mimmalne velicine uzorka

uz zadanu pozdanost vy za interval povjerenja
(X - A%aX + /\%)7 gdje Je A= ZHT"/

kvantil standardne normalne distribucije F*(z11,) = 22
2

5 -



NAPOMENA 12.3 Kvantili za standardnu normalnu distribuciju F* (214~ ) =

1+~ .
5 -

v [0.90] 0.95 | 0.99
=2 1095 | 0.975 | 0.995
21 | 165 | 196 | 2.58

PRIMJER 12.1 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju X ~
N(u,0* = 0.64). Uzet je uzorak velicine n = 5 i dobivena je vrijednost
uzoracke aritmeticke sredine T = 10.2. Odredite interval povjerenja za ocekivanje
slucagne varijable s pouzdanoséu ~v = 0.95.

Rjesenje:
PX - AG<pu<X+AZ)=1.
Za ocekivanje y interval povjerenja pouzdanosti v je
(X — A X + )‘f> gdje je A = 21y kvantil standardne normalne dis-
tribucije.

Iz tablice oc¢itavamo za v = 0.95, A = 21+, = 1.96.

Koristec¢i date vrijednosti iz uzorka n:5,25 = 10.2 dobivamo

interval povjerenja za  :

(T — )\\/—,x—i-)\\/—) (10.2 — 1.96 % %2 10.2 + 1.96 * Y

og 3) = (9.49,10.90).
PRIMJER

SI

Neka slu¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju X ~ N(u,0?) nepoz-
natog ocekivanja i poznate varijance o2 = 0.64. Koliki minimalni treba uzeti
uzorak da je greska procjene ocekivanja p najvise jednaka 0.5, uz pouzdanost
v =0.95.

Rjeéenjezz

n=4X% = AZW?

gdje je A = 21 kvantil standardne normalne, F*(z11,) =

2

14y
5T
Iz tablice ocitavamo za v = 0.95, A\ = 2y = 1.96.

n—1962*m*064—9 834 5.



12.3 INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE
slucajne varijable koja ima NORMALNU distribu-
ciju ako je VARIJANCA NEPOZNATA

TEOREM 12.3 Neka je (X1, Xo,..X,) slucajni uzorak sluc¢ajne varijable
X ~ N(u,0?) s nepoznatim parametrom oéekivanje p i nepoznatom varijan-
com 0.

(i) Interval povjerenja (G1,G3) za parametar ocekivanja p s puzdanoscéu
7y Cine procjenitelji : -

G1:7—)\%iG2:7—)\%, ~

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, S* korigirana uzoracka varijanca,

al= Z1ip kvantil sudentove distribucije t(n — 1), F(zww) =

(1) Interval povjerengja (G1,Gs) za parametar ocekwan]a s puzdanoscu
v cine procjenitelji: R

Gi=X -\, G =X 2%

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, ¥% uzoracka varijanca, a A = 21

kvantil studentove distribucije t(n — 1).

Dokaz:
(i) Neka je X ~ N(u,02) , onda je Y = \/_— ~tn—1).
Na simetricnom intervalu (—A, \) :

P(=X <3t < X)) = F(\) — F(=A) = 2F()) — 1

£,

P(X 22 <p<X+A3%)=2F()) - 1.
Ako je zadana pozdanost v, P(G1 < p < Gg) =
onda mozemo odrediti A tako da vrijedi F'(A

)=
tj. A = z12 kvantil studentove distribucije t(n —1), (21+w) =2

Proqemtelp G =X-— /\\‘/gﬁ,Gg X — )\ S ¢ine interval povjerenja

(X -\ }, X+A5%)

za parametar ocekivanja u slucajne varijable X ~ N (u,0?) s puzdanoséu
~ ako je nepoznata varijanca o?.

Parametar ocekivanje p s pozdanoséu ~ poprimit ¢e vrijednosti u u inter-
valu

(T — A== T T+ AT )

gdje je A = 21y kvantil studentove distribucije F(ZH»T'\/) = HTW



Ako je tablica studentove distribucije Y ~ ¢(n—1), dana u obliku P(|Y] >
) = p, onda A trazimo tako da je P(|\/n

£ <A)=1—17.
S
(ii) Koristimo vezu S? = 2-%2.

NAPOMENA 12.4 Sirina intervala povjerenja za ocekivanje slucajne var-
ijable X ~ N(u,c?) nepoznate varijance je
0= 2)\ﬁ

uz zadanu pozdanost vy, gdje je X = 21ty kvantil studentove distribucije
tn—1), F(zis) = Ly

NAPOMENA 12.5 Kvantili za studentovu distribuciju zan = 5,t(4), F(z14y) =

2
1+~ .
5 -

v | 0.95 [ 0.99
22 10.975 | 0.995
21 | 278 | 4.60

PRIMJER 12.2 Neka slucajna varigabla ima normalnu distribuciju X ~

N(u,0?) nepoznate varijance o*. Uzet je utorak velicine n = 5 i dobivena

je vrijednost uzoracke aritmeticke sredine * = 10.2, 1 vrijednost korigirane
uzoracke varijance 5° = 0.64. Odredite interval povjerenja za oéekivanje
slucagne varijable s pouzdanoséu v = 0.95.

Rjesenje: R

PX - AZ <p<X+A35)=7.

Za ocekivanje p interval povjerenja pouzdanosti v je

(X =25 X +25),

gdje je A = zi1, kvantil studentove distribucije ¢(n — 1).

Za n=>5, \ = ZQHT'V kvantil studentove distribucije ¢(4).

Iz tablice oc¢itavamo za v = 0.95, A\ = 21ty = 2.78.

Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka T = 10.2, i 5 = 0.64 dobivamo

interval povjerenja za p :

(T - A5 T+A5%) = (102 - 2.78 % %8,10.2 + 2.78 x 23)
= (9.20,11.19).



12.4 INTERVAL POVJERENJA ZA parametar VJERO-
JATNOST BINOMNE slucajne varijable ako poz-
nat parametar n (n — o)

U Bernoullijevoj shemi s X; ~ B(1,p),i = 1,...,n,slu¢ajna varijabla X =
>, X; broj uspjeha u Bernoullijevoj shemi ima binomnu distribuciju X
~ B(n,p).

Relativna frekvencija uspjeha u Bernoullijevoj shemi je slucajna varijabla
% koja odgovara X = %Z?:l X, uzorackoj aritmetickoj sredini slucajnog
wzorka (X7, Xo,..X,,).

Prisjetimo se da je X = % je procjenitelj za vjerojatnost p u Binomnoj
distibuciji.

TEOREM 12.4 Ako je broj ponavljanja v Bernoullijevoj shemi velik (n —
o0), onda inerval povjerenja (G1,G3) za parametar p, vierojatnost dogadaja
A u slucajnom pokusu s pouzdanoscéu vy ¢ine procjenitelji

Ci=X A7/ X(1=X)iG =X+ /X(1 - X),

gdje je X wuzoracka aritmeticka sredina
(X = % relativna frekvencija uspjeha u Bernoullijevoj shemi), a

(a) A = z1py kvantil standardne normalne distribucije F*(ZHT'V) = 1

5 -

(b) A= —i—.

Dokaz:

Neka je (X7, Xs,..X,,) slu¢ajni uzorak iz Bernoullijeve sheme, X; ~ B(1, p).

Prisjetimo se da vrijedi E(X;) = p,Var(X;) = p(1 — p) i za uzoracku
aritmeticku sredinu X = 1 3" | X; vrijedi

E(X) =p,Var(X) = ;p(1 - p) B

(a) Prema CGT za za (n — oo) za uzoracku aritmeticku sredinu X =
1 > iy X vrijedi

X ~ N(p,;p(1 = p)).

Za simetri¢ni interval (—A, \) mozemo priblizno odrediti

P(—) < f% <\) = 2F*(\) — 1.

Nejednakost —\ < Xp <\

p(l—p) —

ekvivalentna je nejdenai{osti:
( X—p )2 < A2




odnosno

(n+A2)p? — (2Xn + A2)p+nX_ <0

Trebamo rijesiti nejednakost po p.

Priblizna rjesenja p;, p2 kvadratne jednadzbe (veliko n) su :

maX -k /X(1-X),

pa~ X + A%\/Y(l - X).

Kako je (n+ A\?) > 0 p € (p1,p2).

Zakljucujemo da je

PX = A/ X(1=X) <p< X+ Ao /X (1= X)) = 2F*(\) — 1.
Ako je zadana pouzdanost v tako da je P(G; <p < G3) =7

onda mozemo odrediti A tako da vrijedi F*(\) = 122,

tj. A= Ziin kvantil standardne normalne distibucije F™*( 21+w =

Lty
Procjenitelji G; = X — A\ \/ X), Gy = X—i—)\ 1 X(1— X) cine

interval povjerenja (G1, G2) Za paranetar VJI"OJatIlOSt p uspJeha u Bernoulli-
jevoj shemi.
(b) Prema Cebisevljevoj nejednakosti za slu¢ajnu varijablu X koja ima
E(X)=p,Var(X) = Lp(1 — p) u obliku

P(p—\ 11”)<X<p+>\\/ ploply > - L

Nejednakost p — A4/ w <X <p+ )‘\/T)
ekvivalentna je nejednakosti (vidi pod (a)):

X - A7/ X1 -X)<p< X+ A5/ X (1 - X).
Zakljucujemo da je

PX = Age /X1 -X) <p< X+ A4/ X(1-X)) > 1~ 5.
Ako je zadana pouzdanost v tako da je P(G1 <p<Gy)=r
onda mozemo odrediti A tako da vrijedi 1 — 5 = v
A= \/Tv'
Procjenitelji G = X = A=1/X(1 = X), G2 = X + A=/ X(1 - X)

¢ine interval povjerenja (Gi,G2) za paranetar vjrojatnost p uspjeha u
Bernoullijevoj shemi.

NAPOMENA 12.6 Mozemo izvesti interval povjerenja i koristeci teorem
Moivre-Laplacea (CGT) za relativnu frekvenciju u Bernullijevoj shemi



P(|X —pl<e)m~ F*(e o) — Ln — oo
t.

P(3 —e<p<f+e)=F(e\ /o) — L.

Ako je zadana pozdanost v, P(G; < p < Gy) =7~

onda moZemo odrediti ¢ tako da vrijedi F*(e, |--"—) = 7
p(p—1) 2
l]. € = 2114 p-p)
2 n
odnosno & = zi1 #,uz p(l—p) <1
Procjenitelji G1 =2 —¢g,Gy = Z — ¢ cine interval povjerenja (G, Gs)

za paranetar vjmjatnost p uspjeha u Bernoullijevoj shemi. wvarijable X ~

B(n,p) s puzdanoséu vy ako je poznat parametar n broj ponavljanja pokusa.
Parametar vjerojatnost p s pozdanoscu vy poprimit ¢e vrijednosti u u in-

tervalu (% — zm— +Zl_+~1 2\/—) gdje je 21ty kvantil standardne normalne

5 2 n
distribucije F*(z i) = 1;“7.

PRIMJER 12.3 Odreditie interval povjerenja za vjerojatnost p u Bernoul-
lijevog shemi s pouzdanoSéu v = 0.95 ako se pokus ponovi n=100, a broj
uspjeha je 32.

Rjesenje:

Za sluc¢ajnu varijablu X ~ B(n,p) vrijedi

P(X = A /X1 - X) <p< X+ A5/ X(1-X)) =~

gdje je A = 21y kvantil standardne normalne distibucije F *(ZHTW) = %

X = % relativna frekvencija uspjeha.

Procjenitelji G = X = A=1/X(1 = X), G2 = X + A =/X(1 - X)

¢ine interval povjerenja (G1, G5) za paranetar vjrojatnost p.

Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v poprimit ¢e vrijednosti u u
intervalu

(T = A=/T(1 =), 7+ A= /T(1 - 7))
gdje je )\ = 21t ~ kvantil standardne normalne distibucije.
Iz uzorka je uzeta relativna fekvencija 7 = & = %, za pouzdanost v =

0.95 iz tablice o¢itamo \ = JEES 1.96 1 odredimo interval

(T — f\/ix—i—)\\/— z(1 —7))

= (0.32—-1.96% 751/0.32 * (1 — 0.32), 0.32+1.96% —751/0.32 * (1 — 0.32))




= (0.23,0.41).
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti
u u intervalu

(0.23,0.41).

PRIMJER 12.4 Pravijena je anketa o dolasku na predavanja VIS. Na uzorku
163 studenta njih 62 je odgovorilo da je dolazilo na predavanja. Odredite
interval povjerenja za vjerojatnost dolaska studenata prve godine (450) na
predavanja VIS s pouzdanoscu 0.95.

(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)

Rjesenje:
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v poprimit ¢e vrijednosti u u
intervalu

(T — \/—\/730—1—)\\/— z(1 —7))

gdje je A = Zitn kvantil standardne normalne distibucije.

Iz uzorka je uzeta relativna fekvencija T = & = % = (.38, za pouzdanost

~v = 0.95 iz tablice o¢itamo A = 2y = 1.96 i odredimo interval

(@~ Ao /7(0 = 7),7 + A= /71— 7))
= (0.38—1. 96*—\/0 38 * (1 — 0.38),0.384+1.96%—— \/0 38 % (1 — 0.38))
= (0.30,0.45).
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti
u u intervalu
(0.30,0.45).

Vjerojatnost dolaska na predavanja VIS s pouzdanoséu 0.95 je izmedu
0.30 1 0.45.

PRIMJER 12.5 U anketi za izbore dobiveni su podaci za kandidata A:

U uzorku od n=2500 glasaca kandidat je dobio 1000 glasova.

Odredite interval povjerenja za postotak glasova koji ée dobiti kandidat A
na izborima s pouzdanoscu 0.95.

(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)

Rjsenje:
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v poprimit ¢e vrijednosti u u
intervalu

(T — \/—\/733—1—)\\/— z(1 —7))

10



gdje je A = 21t kvantil standardne normalne distibucije.

Iz uzorka imamo relativnu fekvenciju 7 = 7 = % =04,
za pouzdanost v = 0.95 iz tablice o¢itamo A\ = 21+, = 1.96 i odredimo
2

interval
(T - A7 VZ(1 - 7), 7+ A=/T(1 - 7))
= (0.4 — 1.96 ﬁ\/m (1 —-10.4),0.4 4 1.96 \/215% 0.4%(1—0.4))
= (0.38,0.42).
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti
u u intervalu
(0.38,0.42).

Postotak glasova koje ¢e na izborima dobiti kandidat A s pouzdanoséu
0.95 je izmedu 38% i 42%.

PRIMJER 12.6 Ako Zelimo odrediti postotak p% glasova koje ée dobiti kan-
didat A na izborima pravimo anketu. Koliki uzorak treba uzeti da bi se za p
odredio interval pouzdanosti 0.95 Sirine 0.047

Rjesenje:
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu v poprimit ¢e vrijednosti u u
intervalu

(T - g\%ﬁ\/f(l—f)jf A7=/Z(1 7)) -
gdje je A = 21t kvantil standardne normalne distibucije.
Sirina intervala ¢ = 2)\% z(1 —7).

Kako je Z(1 — ) < } mozemo ocijeniti veli¢inu uzorka n:

(21__51)2
n>—%

Za zadane & — 0.04, v = 0.95, dobivamo A = 2y = 1.96 i

(z144)°
n> g = L9 _ o401,

Uzorak mora imati bar 2401 glasaca da bi s pouzdanoscu 0.95 interval
povjerenja za postotak bodova na izborima za kandidata A bio Sirok 0.04.

(grska unutar 4%).
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