13 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

13.1 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU
slucajne varijable koja ima NORMALNU distribu-
ciju poznatog ocekivanja

TEOREM 13.1 Neka je (X1, Xo,..X,) slucajni uzorak sluc¢ajne varijable
X ~ N(u, 02) s nepoznatim parametrom varijancom o2, i poznatog ocekivanja
w. Interval povjerenja (G, Gs) za parametar varijance o* s puzdanoséu v
cine procjenitelyi:

Gr= 55 2y (X = ) i Gy = 5= 300 (X — p)?,

gdje su A\ = 21, Ao = 21y, kvantili hi-kvadtat distribucije x*(n),

Fli) = 152, Flow) = 52,

Dokaz: Neka je X ~ N(u,0?%) , onda je Y = Z?:l(X"O__“)Q ~ x%(n).
Na intervalu (A1, A2) :
P\ < o3 200 (Xa = p)* < Ng) = F(X\g) = F(\) tj.
P(5; 20 (Xs = p)® < 0® < 5 200 (X — w)*) = F(h) = F ().
Ako je zadana pozdanost v, P(G) < 02 < Gy) =~ =2 1
onda mozemo odrediti A\j, Ay tako da vrijedi
F(A) =52, F(h) =2t

A= 2y, A2 = 2

2 T2

su kvantili hikvadrat distribucije x*(n).
Procjenitelji
G = 55 A (X = .G = 5 0L, (X = )

¢ine interval povjerenja

n n

(%2 SO - m?,%Z(Xi )

i=1 i=1
za parametar o2 slucajne varijable X ~ N(u,0?) s puzdanoscéu 7.
Parametar varijanca o2 s pozdanoséu v poprimit ¢e vrijednosti u intervalu
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(5 Do = P 3 o= )

gdje su A\; = 21— 1, Ao = 1y kvantili hikvadrat distribucije x2(n).

Ako je tablica hlkvadrat dlstrlbuc1Je Y ~ x?(n), dana u obliku

P(Y >¢)=p,

onda

P(Y > X)) = PY > )\) =12

NAPOMENA 13.1 Ova procjena parametra varijance slucajne varijable
X ~ N(u,0?) poznatog oéekivanja moze koristiti za odredivanje Sirine iner-
vala

5= - (5 - 5

i=1
uz zadanu pozdanost v za interval povjerenja
(712 Z?zl(%‘ — )% %1 2?21(901‘ —1)?),

gdje su A\ = Zia, Ao = Z1ey kvantili hikvadrat distribucije x*(n — 1).

NAPOMENA 13.2 Kvantili za hikvadrat distribuciju zan = 5, x*(5), F(zuTw) =
1+~ .
L

v [ 095 | 0.99 v [ 0.95 [0.99
2 10.975 | 0.995 2 10.025 | 0.01
215 | 12.83 | 16.75 212 | 0.83 | 0.55

PRIMJER 13.1 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju X ~
N(u, 0?) nepoznate varijance o i poznatog ocekivanja p = 10. Uzet je uzorak
velicine n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval
povjerenja za varijancu o slucajne varijable s pouzdanoséu v = 0.95.

Rjesenje:

P(%Q (i —p)? <ot < ,\% >y (i —p)?) = 1.

Za varijancu o2 , poznatog ocekivvanja interval povjerenja pouzdanosti
AL = 211, A2 = z115 kvantili hikvadrat distribucije 3(n).



Zan=>5, )\1221777,)\2:,21JrTw
Iz tablice oc¢itavamo za v = 0.95, \; = 219 = 0.83, Ay = 2y = 12.83.

2
Koristeéi date vrijednosti iz uzorka 27 (2;—10)? = 32422+ 12412 = 15
dobivamo interval povjerenja za o :

(%2 S (xi—p)?, /\% St (@i —p)?) = (355 * 15, g5 ¥ 15) = (1.17,18.07).

13.2 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU sluéajne

varijable koja ima NORMALNU distribuciju nepoz-
natog ocekivanja

TEOREM 13.2 Neka je (X1, Xs,..X,) slucajni uzorak slucajne varijable

X ~ N(u,0?%) s nepoznatim parametrom varijancom o

2 nepoznatog ocekivanja

w. Interval povjerenja (G1,G3) za varijance 02 s puzdanoséu ~y ¢ine procjen-
itelgi

G =182 Gy = G2,

gdje je 52 korigirana uzomcka varijanca,

a A\ = 21+, Ay = 2141, kvantili hikvadtat distribucije x*(n — 1),
2 2

F(ZlfT'y) = 1%ﬁF(zHTw) = H77
Dokaz:

Neka je X ~ N(u,0?) , ondaje Y = %5152 ~ y2(n — 1).

Na intervalu (A1, Ag) :

p()\l < na_—2152 < )\2) = F()\Q) — F()\l)

tj. R R

P(IlS? < 62 < L2132 = F()y) — F(Ay).

Ako je zadana pozdanost v, P(G) < 0% < Gy) = v = HT7 — 177

17”, F(A) = 7

i onda mozemo odrediti A1, Ay tako da vrijedi F'(\) = 5

2
tj. A = 21z, Ay = Zip kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).
(5

PrOCJenlteIJ1G1 = (n 1) 52,Gy = (= 1 52 ¢ine interval povjerenja

za parametar o2 slucajne Varljable X N (i, 0%) s puzdanoséu .

tervalu (5

Parametar varijanca o? s pozdanoséu ~ poprimit ée vrijednosti u u in-

(;)3\27% 2), gdje su A\; = z1- s, Ay = Z1p kvantili hikvadrat

distribucije x*(n — 1).

€)

Ako je tablica hikvadrat distribucije Y ~ x?(n—1), dana u obliku P(Y >

= p, onda

PY > X)) =152 P(Y > \) = 12

2

3



NAPOMENA 13.3 Ova procjena parametra varijance slucajne varijable
X ~ N(u,0?) nepoznatog ocekivanja moze koristiti za odredivanje

0 = (n—1)5°(x: — 5;)3irine inervala ~ ~

uz zadanu pozdanost vy za interval povjerenja (%5’2, ("/\—_11)52),

gdje su A\ = Zia, Ao = Z1ey kvantili hikvadrat distribucije x*(n — 1).

NAPOMENA 13.4 Kvantili za hikvadrat distribuciju zan = 5, x*(4), F(zuTw) =
Lty
L

v [ 095 [ 0.99 v [ 0.95 [0.99
2 10.975 | 0.995 2 10.025 | 0.01
211, | 1114 | 13.27 21, | 048 |0.21

PRIMJER 13.2 Neka slucajna varigabla tma normalnu distribuciju X ~
N(p,0?) nepoznate varijance o* i nepoznatog océekivanja p. Uzet je uzorak
veli¢ine n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval
povjerenja za varijancu o slucajne varijable s pouzdanoséu v = 0.95.

Rjesenje:
n—1) & n—1) &
P(nlg? < o2 < Lol G2y = A A
Za varijancu o2 interval povjerenja pouzdanosti v je ((n/\_;)SQ, (n=1) §2)
gdje su
A= Z1a, Ao = Z1tn kvantili hikvadrat distribucije x (n —1).

Zan = 5 iz tabhce o¢itavamo za v = 0.95, \; = 21y = 0.48, \y = 21y =
11.14.

Koristeci date vrijednosti iz uzorka :
T=L15" 2, =37+8+10+9+9) =86

=) =32+224+12+12=15
Z?:l(‘ri —7)?
=11 i (@i — 8.6)°
=2((7—8.6)*+(8— 8.6)2+(10—8.6)2+(9—8.6)2—1-(9—8.6)2) =13
dobivamo interval pOVJerenJa za o>
(b2 (elgey (G207 3 650 L 3y (0.47,10.83).

PRIMJER . 13.3 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju X ~
N(p,0?) nepoznate varijance o i nepoznatog ocekivanja pu. Uzet je uzo-
rak velicine n = 5 1 dobivena je vrijednost korigirane uzoracke varijance
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5% = 0.64. Odredite interval povjerenja za varijancu o* slucajne varijable s

pouzdanoscéu v = 0.95.

Rjesenje:
n—1) & n—1) G
P((/\2)S2<02<(/\1)52):7. ) )
Za varijancu o? interval povjerenja pouzdanosti 7 je ((”/\_21)52, (”/\_11)82),
gdje su
A1 = 212, Ay = Z1yy kvantili hikvadrat distribucije x 2(n —1).

Zan = 5 iz tabhce ocitavamo za v = 0.95, \; = 21— 1y = =048, Ay = 2144 =
11.14.
Koristeéi date vrijednosti iz uzorka s = 0.64 dobivamo

interval povjerenja za o :

(515, U525 = (T5d * 064, (G # 0.64) = (0:229,5.39)

NAPOMENA 13.5 Intervali povjerenja za varijancu i standardnu devi-
jaciju ako je m veliki.
no? ng>
((I) za n > 30, P((\/273———3+)\)2<0—2<(\/22——T>\)2):/y’
A= Zitn kvantili standardne normalne distribucije;
(b) za n > 100, 1.3’(3 — )\\/% <0 <0+ )\Cz/%)’: %
A= 21 kvantili standardne normalne distribucije.

PRIMJER 13.4 Uzet je uzorak velicine 100 za visinu 18-godisnjakinja 1
dobivene su vrijednosti za uzoracku aritmeticku sredinu T = 165cm @ uzoracku
varijancu o° = 5.8%cm.

Pretpostavimo da visina djevojaka tma normalnu distribuciju.

(a) Odredite interval povjerenja za ocekivnje p (srednju visinu) s pouz-
danoséu v = 0.95.

(b) Odredite interval povjerenja za standardnu devijaciju o s pouzdanoséu
v = 0.95.

(¢) Koliki treba biti uzorak da s pouzdanoséu v = 0.95 standardna devi-
jacija ne odstupa od uzoracke standardne devijacije vise od 5%?

Rjesenje:

(a) za n > 30, P(X —)\" < p < Y—I—)\%) = A= zHTykvantili
standardne normalne dlstrlbucue

(T AT <p<T+A%) = (165 - 19628 < ju < 165. + 1.96 *
(163.8,166.2).

) =



(b) za n > 100, P(c — )\\/% <o <0+ )\\/12—”) =7\ = ZHkavantili
standardne normalne distribucije

(G-AZ <p<G+AZ)=(58-1962 < <58+1.96x 2 =
(4.9,6.6).

(c) P(od — )\\/% <o <o+ )\\/12—”) =7\ = ZHkavantili standardne
normalne distribucije.

Iz P(5.8 — 1.963—% <o <58+ 1.96%) = 0.95 i uvjeta
1.96% <58%5%

zakljucujemo da je za n > 769.

v [0.90] 0.95 | 0.99
22 10.95 | 0.975 | 0.995
210 | 165 [ 196 [ 258




