8 PRIMJERI KONTINUIRANIH SLUCAJNIH
VARIJABLI

8.1 NORMALNA DISTRIBUCIJA

Najvaznija kontinuirana distibucija je normalna distribucija. Ona se po-
javljuje kao aproksimacija mnogih drugih distribucija i pojavljuje se u mnogim
statistickim testovima.

Definicija 8.1 (NORMALNA DISTRIBUCIJA)

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X* : Q — R kaZemo da ima stan-
dardnu normalnu distribuciju ili standardnu Gaussovu distribuciju s parametrima
01 1% oznacavamo

X* ~ N(0,1) ako ima funkciju gustoée vjerojatnosti

* 1 —1g2
T = — - € 2 .

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : Q@ — R kaZemo da tma normalnu
distribuciju ili Gaussovu distribuciju s parametrima i @ o i oznacavamo

X ~ N(u,0?) ako ima funkciju gustoée vjerojatnosti

flr) = — e 3O
o\ 2w

NAPOMENA 8.1 Ako X* ~ N(0,1) ima standardnu normalnu distribu-
ciju, onda funkcija slucajne varijable X = o - X* + p tma normalnu distribu-
cigu X ~ N(u,0?).

PRIMJER 8.1 Funkcija f*(x) = \/% 727 je funkcija gustoée vjerojat-
nosti.

Rjesenje: Koristimo izvod

/ e_%””2 dr = V2r.

S f @) de = G [Zeni do = G- Var = 1.
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PRIMJER 8.2 Funkciya distribucije standardne normalne slucajne vari-
jable X* ~ N(0,1) je

F*(z) = 1 — F*(~x)

Funkcija distribucije normalne slucajne varijable X ~ N(u,d?) je

2( dt
e .

Rjeéenje Koristimo deﬁniciju funkciju distribucije kontinuirane slucajne
varijable F™*( f f*(t)dt i formulu za funkciju distribucije za funkciju
slucajne V&I‘ljable X=0- X* + [

Fly) = F*(154).

F(z) =

PRIMJER 8.3 (a) Za X* ~ N(0,1), E(X*) =0, Var(X) = 1.
(b) Za X ~ N(p,0?), E(X*) = p, Var(X) = o

Rjesenje: Koristimo izvod

/ 2273 dp = V2.

(a) E = [T af(x)de= [T a \/—W e~ dz = 0 (neparna funkcija).
VC”’( ): E((X*))=(BE(X")? = [* a2 [*(2)de = [* a?F=-e"3" du =

l\?l»—l

\/ﬁf 20-37% dy = \/127 Vor =1
(b) ())() E(o-X*+p)=0-E(X*)+p= 12

Var(X) =Var(o - X* + p) = o*Var(X*) = o?

PRIMJER 8.4 Skiciragte graf funkcije fustoce vjerojatnosti f(z). Krivulja
se zove Gaussova zvonolika krivulja. Krivulja je simetriéna uw odnosu na
pravac © = i, dostize maksimum u tocki (u,o/2m), a tocke infleksije su u
w—o i+ o Osxje horizontalna asimptota.

Ako o < 1 graf se suZava i maksimala vrijednost raste, a ako je o > 1
graf se siri © maksimalna vrijednost pada.



PRIMJER 8.5 Nekaje X* ~ N(0,1). Tada mozZemo izracunati vjeojatnost
da slu¢ajna varijabla X* poprimi vrijednost iz nekog intervala |[a, b):
Pla < X*<pB)=F*(0) — F*(a).

Neka je X ~ N(u,0?). Tada moZemo izracunati vjeojatnost da slucajna
varijabla X = o - X* + p poprimi vrijednost iz nekog intervala |a, b|:

Pla< X <b) = F(b) — Fla) = F (L8 — pr(Hy,

o o

NAPOMENA 8.2 U literaturi je poznata Laplaceova funkcija
1 x

Ona je obicno tabelirana.
Veza funkcija F*, F i L(x) je sljedeca:
. 1
F*(z) = 3 + L(z)

F(:U):%—l—L(I_M

)

PRIMJER 8.6 Slucajna varijabla X ~ N(20,4). Provjerite
(a) P(18 < X < 22) = 0.68
(b)P(16 < X < 24) = 0.95
(¢c) P(14 < X <26) =0.99

g

Rjesenje:
(a) P(18 < X < 22) = F*(252) — F*(8552) = F*(1) — F*(-1) =
=2 —1

2
F*(1) — (1 — F*(1)) =2F*(1) =1 =2-0.8413 — 1 = 1.6826 — 1 = 0.68

PRIMJER 8.7 Sluc¢ajna varijabla X ~ N(u,0?). Provjerite
(a) Plp—o <X <pu+o)=0.68
(b)P(u—20 <X < p+20)=0.95
(¢c) P(p—30 < X < pu+30)=0.99



8.2 UNIFORMNA DISTRIBUCIJA
Definicija 8.2 (UNIFORMNA DISTRIBUCIJA)

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : Q — R kazZemo da ima uniformnu
distribuciju na se segmentu [a,b], ako je slika R(X) = R,a funkcija gustole
vjerojatnosti je

0, r<a
flz)=% 32, a<a<b
0, b <.

i oznacavamo X ~ U(a,b)

PRIMJER 8.8 Funkcija distribucije uniformne slucajne varijable X ~ U(a,b)

je
0, r<a
F(z)=4¢ 2, a<zxz<b
1, b<u.

PRIMJER 8.9 Za X ~ U(a,b), E(X) = %2, Var(X) = L2202,

12
Rjesenje:
E(X) = ffoooxf(x)dx = fabxﬁdx = ﬁf:xdx = ﬁ
atb

2

[ a2 f(@)de = [ a2k dy = Pabta?

Var(X) = [* 2 f(z)de — (E(X))? = Ltebta® _ (atby2 _ (-0

—00 2 12

(3 - o) =

PRIMJER 8.10 Skiciraj graf funkcije gustoce vjerojatnosti i graf funkcije
distribucije vjerojatnosti.

Funkcija f(x) ima prekid u tockama a i b, a funkcija F(x) je neprekinuta
na R.

8.3 EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA

Eksponencijalna distribucija se pojavljuje u problemima teorije opsluzivanja.

Definicija 8.3 (EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA)

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima ekspo-
nencijalnu s parametrom X\ , ako je slika R(X) = R,a funkcija gustole
vjerojatnosti je



0, x <0
f(x) — /\6—)@:7 0<z
i oznacavamo X ~ Exp(\).

PRIMJER 8.11 Funkcija distribucije eksponencijalne slucajne varijable
X ~ Exp(\) je

0, x <0
F(x):{l—e_/\x 0<zx

PRIMJER 8.12 Za X ~ Exp()\), E(X) =

Rjesenje:
= rf(x)dr = xAe” “dx = parc.ant. = §.
ffooo 22 f(x)dr = fooo 22 Xe Mdx = par.int. = %

Var(X) = [7 a*f(2)dr — (BE(X))* = 5 - (5)° = 5

PRIMJER 8.13 Skiciraj graf funkcije gustoce i funkcija distribucije ekspo-
nencijalne slucajne varijable X ~ Exp()\).

Funkcija f(x) je padajuéa funkeija na [0,00), prekinuta u nuli. Funkcija
distribucije je neprekinuta funkcija R, rastuca, konkavna, ima horizontalnu
asimptotu y = 1.

PRIMJER 8.14 Vrigeme trajanja sijalica je slucajna varijabla koja ima
eksponencijalnu distribuciju s parametrom \. Uzimamo uzorak © 5% sijalica
traje do 100 sati.

(a) Odredite parametar \ .

(b) Kolika je vjerojatnost da ée nova sijalica trajati duze od 200 sati?

Rjesenje:

(a) X ~ Exp()),

P(X < 100) = 0.05 = F(100) = 0.05

F(z)=1-e?, 0<z,=1—eM00=0.05

e 100 = (.95

A-100 =~ 0.051

A =~ 0.00051.

(b) P(X >200) =1 — P(X < 200)
— e—)\~200
~ (e
= (0.95)?
= 0.9025.

—)\~100)2



8.4 GAMA DISTRIBUCIJA
Definicija 8.4 (GAMA DISTRIBUCIJA)

Gama distribucija je generalizacija eksponencijalne distribucije.

Neka je slucajni pokus ponaviljanje dogadaja u vremenu s zadanim kon-
stantnim intezitetom (\). Slu¢ajna varijabla koja daje vrijeme potrebno da
se dogadaj dogodi odredeni broj puta (o) ima gama distibuciju s parametrima
a1 A

Definicija 8.5 (GAMA DISTRIBUCIJA)

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima gama
distribuciju s parametrima « i A\, (o i A > 0) , ako je slika R(X) = R, a
funkcija gustoce vjerojatnosti je

0, z <0

f(l‘) = C . o1, e—/\gc7 >0
0 je O = 2%
gdje je C' = £5>

al(z) = [[7t' - etdt, Gama funkcija, x > 0

i oznacavamo X ~ I'(a, A).

PRIMJER 8.15 Funkcija distribucije gama distribucije X ~ T'(a, \) je
Flz) = 0, x <0
S O Jy et e Mt x>0,

PRIMJER 8.16 SVOJSTVA gama funkcije:
(a) T(a+1) =a-T(a),
(b)) T(1) = [etdt =1,
(c)T(n+1)=n-T'(n)=n-(n—1)-T'(n—2)=..=nln €N,

PRIMJER 8.17 Za X ~ T(a,)), E(X) = ¢, Var(X) = &.

PRIMJER 8.18 Za o > 1 funkcije gustoée gama distribucije ima maksi-
mum u xr = O‘T_l, ima zvonoliki oblik i os x je horizontalna asimptota, a
za o < 1, f(x) je strogo padajuca, konkavna funkcija koja ima vertikalnu
astmptotu os y, a horizontalnu os .

Definicija 8.6 (NEPOTPUNA GAMA FUNKCIJA)
Tabelirana je nepotpuna gama funkcija vy(z, ) = ﬁ fOZ to=t. e tdt.
Veza je F(x;a, \) = y(Az, a).



PRIMJER 8.19 Potrosnja materijala u nekom proizvodnom procesu je slucajan
pokus. U prosjeku svaki dan se potosi 20 komada. Svaki mjesec se nabavlja
640 komada potrosnog materijala. Neka je X slucajna varijabla = vrijeme
potrebno da se potrosi zaliha (dogodi dogadaj o puta).

(a) Kolika je vjerojatnost da ponestane potrosnog materijal?

(b) Kolika mora biti mjesecna nabavka da vjerojatnost nestasice bude 0.01

A = 20, a = 640.

X ~ I'(a, A) = T'(640, 20).

Rjesenje:

(a) P(X < 30) = F(30) = F(30; 640, 20)

F(z;a,\) = v(\z, a)

F(30;640,20) = (20 - 30,640) = (600, 640) = 0.057.

Vjerojatnost da bude nestasica je 0.057.

(b) P(X < 30)=0.01

F(30; «,20) = 0.01

F(30; ,20) = (20 - 30, ) = (600, ) = 0.01

a = 660.

Potrebne su mjesecne zalihe potrosnog materijala 660 komada da bi vjero-
jatnost nestasice bila 0.01 (mala).

PRIMJER 8.20 Za o = 1, gama distribucija je eksponencijalna distribu-
crja

X ~T(1,\) = Exzp(N).

8.5 HI KVADRAT DISTRIBUCIJA
Definicija 8.7 (HI KVADRAT DISTRIBUCIJA)

Za o =5, A= % gama distribucija je x*(n), hi kvadrat distribucija s
parametrom n.

X ~T(5,3) = x*(n).

Funkcija gustoce vjerojatnosti je

0, z <0
f(l')_{Cf'x%—l'e—%m7 x>0
Ok

gdje je C' = T

o[ =
¥

NE
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PRIMJER 8.21 Tabelira se x*(n), zan =1,2,...,30. ali u obliku:
Za X ~ x*(n) i zadanu vjerojatnost p = P(X > x,)
u tabeli moZemo ocitati vrijednosti .
Najéesée su traZene vrijednosti za x,, ako je zadana vjerojatnost

p=0.99,p=095p=05p=0.1,p=0.05

PRIMJER 8.22 Neka je X ~ x*(20) i P(X > z,) = 0.1. Od koje vrijed-
nosti slucajna varijabla poprimi vecu vrijednost s vjerojatnoscu 0.05¢
U tablici ocitamo zan =20, 1 p = 0.1, x, = 28.41.

PRIMJER 8.23 Neka su slucajne varijable X1, X, ..., X,, takve da sve imaju
standardnu normalnu distribuciju, X; ~ N*(0,1),i =1,...,n.

Tada slucajna varijabla

Y =30 (X;)? ima hi kvadrat distribuciju,

Y ~ x2(n).

Dokaz: (vidi u literaturi)

PRIMJER 8.24 Za X ~ x*(n), E(X) =n,Var(X) = 2n.
Rjesenge:
Koristimo formulu za ocekivange 1 varijancu gama distribucije s parametrima
n 1
o = 9 A = ) .

B(X)=3 =

B

=n, Var(X) =& =

N =TT 2n.

il 3

)2

PRIMJER 8.25 Za X ~ x*(n) in — 00, X ~ N(n,2n).
Za X ~ x*(n) in > 30, dobra aproksimacija je X ~ N(n,2n).

S

Rjesenje: (vidi literaturu)

8.6 STUDENTOVA DISTRIBUCIJA

U matematickoj statistici vazna je Studentova distribucija koju je 1908 defini-
rao S. Gosset pod pseudonimom Student.

Definicija 8.8 (STUDENTOVA DISTRIBUCIJA)
Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : 2 — R kaZemo da ima Studentovu
distribuciju ili t -distribuciju s parametrom n (stupang slobode) i oznac¢avamo

X ~t(n) ako ima funkciju gustoée vjerojatnosti
G

@ = 7= T

n+1

° )" 2 .,z €R.

1+

3|8,



PRIMJER 8.26 Skicirati graf funkcije gustoée vjerojatnosti f(x). Funkcija
je pozitivna, simetricna u odnosu na os y, parna, dostize maksimum v x = 0,
0s x je horizontalna asimptota. Kad n — oo, graf postaje Gaussova krivulja.

PRIMJER 8.27 Tabelira se t(n), zan =1,2,...,30. ali u obliku:
Za X ~ t(n) i zadanu vjerojatnost p = P(|X| > x)
u tabeli moZemo ocitati vrijednosti .

Najcesce su trazene vrijednosti za x,, ako je zadana vjerojatnost
p=09,p=08p=0.7..p=0.1.

PRIMJER 8.28 Neka je X ~ t(20) i P(|X| > x,) = 0.1. Izvan kojih
granica slucajna varijabla poprimi vrijednost s vjerojatnoséu 0.17
U tablici ocitamo za n =20, i p = 0.1 x, = 1.725.

PRIMJER 8.29 Neka su slucajne varijable X* ~ N(0,1) 1 Y ~ x*(n).
Tada slucajna varijabla
T = 2= ima Studentovu distribuciju,

T ~t(n).

PRIMJER 8.30 Za X ~t(n) ,E(X)=0,Var(X) = "5,n> 2.

n—2"7

Rjesenje: (vidi literaturu)

PRIMJER 8.31 Za X ~t(n) in — 00, X ~ N(0,1).
Za X ~t(n) in > 30, dobra aproksimacija je X ~ N(0,1).

Rjesenje: (vidi literaturu)
PRIMJER 8.32 Za n = 1, Studentova distribucija je Cauchyjeva distribu-

cyja
Rjesenjge: (vidi literaturu)



