9 DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

Definicija 9.1 (DVODIMENZIONALNI SLUCAJNI VEKTOR)
-(random vector)

Neka su su X : Q@ — R, Y : Q — R slucajne varijable definirane
na vjerojatnosnom prostoru (0, F, P).Funkciju (X,Y) : Q@ — R? zovemo
dvodimenzionalna slucajna varijabla (slucajni vektor) ako vrijedi

Ve,ye R {fweQ: X(w) <z,Y(w)<y}CF

i oznacavamo (X,Y)(w) = (X (w),Y(w)),w € Q.

Definicija 9.2 (n-dim SLUCAJNI VEKTOR)-(random vector)

Neka susu X;1:Q2—-R, Xo:Q—=R ..., X,,: Q — R slucajne varijable
definirane na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P).Funkciju (X1, Xa, ..., X,) :
Q — R™ zovemo n-dim na sluc¢ajni vektor ako vrijedi

Vry, To,...,xn € R,

{weQ: Xj(w) <z, Xo(w) <9y, Xp(w) <z} CF

i oznacavamo (X1, Xa, ..., X;))(w) = (Xi(w), Xo(w), ..., Xp(w)),w € Q.

Definicija 9.3 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE DISKRETNOG n-dim SLUCAJNOG
VEKTORA)-(distribution function of random vector)

Neka je (X1, Xa, ..., X)) : Q — R" n-dim diskretni slucajni vektor. Funkciju
F :R" — R definiranu na sljedeci nacin:

F(zy, 29, ... ,x,) = P(Xy < x1,.., X, <x,) = Z Z flugy .y up)

u1<z1  Up<Tp

zovemo funkcija distribucije diskretnog n-dim sluc¢ajnog vektora (X, Xo, .., X,,).

9.1 DISKRETNIDVODIMENZIONALNI SLUCAJNI
VEKTOR

Definicija 9.4 DISKRETNI n-dim SLUCAJNI VEKTOR

VIS -V:CULJAK-(radni materijal 2006.)
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Ako su slucajne varijable X1, Xo, ..., X,, diskretne slucajne varijable, onda
za slucagni vektor (X1, Xo, ..., X,,) kaZemo da je diskretni n-dim slu¢ajni vek-
tor.

Definicija 9.5 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI n-dim SLUCAJNOG VEKTORA)-
(probability function of random vector)

Neka je (X1, Xa, ..., X)) : Q — R n-dim diskretni slucajni vektor. Funkciju
f:R" = R definiranu na sljedeci nacin:

P(X) =21, Xo =29,..X,, =2x,), (T1,...,2,) € R(X1, Xo, ..., Xp),
f(xl,l'g,...,l‘n) ::{ 0( 1 1 : 2v 2 ) ( 1 ) ( 1 ) )
; inace.

zovemo funkcija vjerojatnosti diskretnog n-dim slucajnog vektora (X1, Xo, ..., X,,).

Definicija 9.6 DISKRETNI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR

Ako su slucagne varijable X 1Y diskretne slucajne varijable, onda za
sluc¢ajni vektor (X,Y') kazemo da je diskretni dvodimenzionalni slucajni vek-
tor

Definicija 9.7 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)-
(probability function of random vector)

Neka su X : QQ - R | Y : Q — R diskretne slucagne varijable sa slikama
R(X) = {z1,22,..}, R(Y) = {y1, 92, ...} Funkciju f:R* — R definiranu na

sljedeci nacin:

| P(X =xz,Y =y,), r=u, € R(X),y=y; € R(X),
ay) = { 0, imnace.

zovemo funkcija vierojatnosti diskretnog 2-dim slucajnog vektora (X,Y).

SVOJSTVA funkcije vjerojatnosti slucajne varijable X.
(i) Zl 21 (23,y;) = 1.
i=1j=
Dokaz:
(i) Za (z;,y;) € R*, P(X = 2;,Y =y;) = Pw: X(w) = 2;,Y(w) =
yi}) =



{w: X(Ww)=2;,Y(w) =y} [{w: X(w) =25 Y(w) =u} =0,
svojstvo (ii) slijedi prema svojstvu (P3), prebrojive aditivnosti funkcije
P:

8

=1

> flai) = 3 > PIX = 2,Y =) = P() = L

NAPOMENA 9.1 Diskretani 2-dim slucajni vektor je zadana sa svojim
slikom R((X,Y)) = {(zs,y;),i = 1,..;5 = 1,...} i funkcijom vjerojatnosti
slucagne varijable f, vrijednostima {f(x;,y;),i =1,..;5 =1, ..}

U literaturi se zato moze naci zapis slucagjnog vektora (X,Y) kao uredene

sheme:
T1 P P12 P1j
(X Y) ~ T2 P21 D2j
T Dbi1 Dij

gdje su pi; = f(xi,v5),4,5 € {1,2,...}.

PRIMJER 9.1 Neka je (2, P(Q2), P) diskretni vjerojatnosni prostor sluc¢ajnog
pokusa bacanje igrace kocke. Q = {wy,wa, ws, ...,ws}, P{w;}) = %,2’ =1,..,6.
Neka je X : Q0 — R slucajna varijabla definirana na sljedeci nacin:
X = broj koji je pao.
Neka je Y : Q@ — R sluc¢ajna varijabla definirana na sljedeci nacin:
Y =1 ako je paran broj pao veéi od 3, inace 0..

X je slu¢ajna varijabla. Slika sluc¢ajne varijable je skup R(X) ={1,2,3,4,5,6}.

Y je slucajna varijabla. Slika sluc¢ajne varijable je skup R(Y') = {0, 1}.
Naéi funkeiju vierojatnosti slucajnog vektora (X,Y).

Rjesenje: Funkcija vjerojatnosti slu¢ajne varijable X je f : R?> — R

flz,y) = { P(X =2, Y =y;), r=1x;€ R(X),y=y; € R(Y)

0, inace.
%i r=ux; €{4,6},y=vy; € {1}
fley) =49 5 r=x€{1,235}Ly=y; €{0}
0, inace.



Slucajni vektor (X,Y) mozemo za zadati s

X/Y 0 1

1 £ 0

2 1o

6

(X, Y)~| 3 4§ 0
4 0 ¢

5 0

1

6 0

PRIMJER 9.2 Neka je (X;Y) slucajni vekotor za sluéajni pokus izbora dva
broja iz {1,2,3}, pri éemu je X= pruvi izabrani broj, Y= izabrani broj nije
mangi od prvog. Naci funciju vjerojatnosti slucajnog vektora.

Rjesenje:
X/Y 1 2 3
1 L 11
X~ o, 8
&9
3 00 3

Definicija 9.8 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE DISKRETNOG 2-dim SLUCAJNOG
VEKTORA)-(distribution function of random vector)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom
RI(X,Y)) = {(zs,y)),i = 1,..;5 = 1,..}. Funkcyu F : R* — R defini-
ranu na sljedeci nacin:

F(r,y):=P(X <z Y <y)= > > flzy)
12, <x J:y; <y
zovemo funkcija distribucije diskretnog 2-dim slucajnog vektora (X,Y).
SVOJSTVA FUNKCIJE DISTRIBUCIJE diskretnog 2-dim sluc¢ajnog vek-
tora:

(F1) lim, oo ys—o0o F(x,y) = F(—00, —00) = 0
lim, . F(z,y) = F(—o0,y) =0

lim, . o F(z,y) = F(z,—00) =0

(F2) lim, o0 yoo F'(z,y) = F(00,00) =1
(F3) 0 < F(r,y) < 1

(F4)

P(a1 <X < bl,az <Y < bg) = F(bl,bg) — F(al,bg) — F(b1, CLQ) + F(al,ag),
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ai,bi,a9,b0 €ER, ay < by,as < bs.

(F6) F je rastuca funkcija po svakoj varijabli.
Dokaz:
(F1) Kako je dogadaj X < —o0,Y < —o0 nemogué dogadajj
F(—00,—00) := P(X < —00,Y < —00) = P(0) = 0.
F(—00,y) = P(X < —ooNY <y) = PONY <y) = P(0) = 0.
(F2) Buduéi je dogadaj X < oo,Y < oo siguran dogadaj onda je

F(o0,00) = P(Q)) = 1.

(F3) tvrdanja slijedi iz svojstava (F1) i (F2).
(F4) Neka su a,b € R, a; < by, as < by. Ra¢unamo
P(CL ngl,a2<Y§b2)
=Plag < X <b,Y <by)—Pla; < X <, Y < ay)
= (F(by,by) — F(ay,b2)) — (F(b1,as) — F(ay,as)).
(F6) Neka su ay, b, € R, a; < by.
Pla; < X <b,Y <y) =F(b,y) — Flar,y) — F(by, —00) + F(ay, —0)
= F(blvy) - F(alvy) > 0.
Iz svojstva (F5) slijedi da je F(ay,y) < F(b,y), funkcija je rastuéa po
prvoj varijabli.

PRIMJER 9.3 Za slucajni vektor (X,Y') iz primjera zadan s

X/Y 0 1

1 £ 0

2 £ 0
(X,Y)~| 3 £ 0
4 0 ¢

5 0

1

6 0 ¢

F(1,1),,F(2,0), F(2,1), F(4,0).

odredite vrijednost funkcije distribucije F'(1,0),
1)iP(1<X <4,Y <0)

Izracunagte vjerojatnost P(1 < X <2,0<Y <
Rjesenje:

Flz,y) =P(X <2,Y <y) = Z Z f(xi, y;)

@i <z J:y; <y

:p11:
( ) )+f(1 1)_p11+p12_%7
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F(2,0) = f(1,0) + f(1,1) + f(2,0) = p11 + p12 + pa1 = 2,

F(2,1) = f(1,0) + f(1,1) + f(2,0) + f(2,1) = p11 + P12 + pa1 + po2 = 2,

F(4,0) = f(1,0) + f(1,1) + f(2,0) + f(2,1) + f(3,0) + f(3,1) + f(4,0)

= P11 + P12 + P21 + P22 + P31 + P32 + par = %-

Koristimo formule

P(a1 < X< bl,CLQ <Y < bg) = F(bl,bg)—F(al,bg)—F(bl,a2)+F(a1,a2)
P(al < X< bl,Y < bz) = F(bl,bg) — F(al,bQ)

Pl< X <20<Y <1)=F(@2,1) - F(1,1) — F(2,0) + F(1,0) =
t-i-2ri-0

P(1< X <4,Y <0) = F(4,0) — F(1,0) = & —
ili
P1<X<20<Y<1)=P(0) =0,

P1<X <4Y <0)=P({w}) + Pws}) =L +1 =2

1 _2
6 6

PRIMJER 9.4 Bacimo istovremeno dva novcica od 1 kune i od 5 kuna.
Neka su X i Y slucajne varijable definirane:

X=1 ako je pao slavuj, inace 0

Y= 1 ako je pao medo, inace 0.

Promatramo sluc¢ajni vektor (X,Y).

Napisite funkciju vjerojatnosti sslucajnog vektora.

Odredite F(1,1), PO< X <1,0<Y <1)iP0< X <1,Y <0).

RjeSenje:
R%X) - (0,1}, R(Y) = {0, 1}.
R((X,Y)) = {(xiayj)ai =1,2;5 = 1,2} = {(0,0),(1,0),(0,1), (1, 1)}.

f@w%:{g’ r=m;€{0,1},y =y; € {0,1}

, inace.

X/Y 0 1
(X,Y)~|( 0 3§ %
1 11

4 4

£(0,0) = f(1,0) = £(0,1) = f(1,1) = 1

F(z,y) = P(X <z,Y <y) = Z Z f(xi, v5)

12 <z jiy; <y



1
5
1
2

|| NN e

T+
=pu +pa = i +
(1,1) = f(0,0) + (0, 1) + f(1,0) + f(1,1)
Koristimo formule
P(a1 < X< bl,CLQ <Y < bg) = F(bl,bg)—F(al,bg)—F(bl,a2)+F(a1,a2)
P(al < X< bl,Y < bz) = F(bl,bg) — F(al,bQ)

P11+ Pi2 +par +p2 =1

P0< X <1,Y <0)=F(1,0)— F(0,0) =% -1 =1
ili
PO<X<L0<Y<1)=P{(s,m)})=2%-2=1
PO<X<1,Y<0)=P({s,5}})=35-35=1

PRIMJER 9.5 Promatramo slucajan pokus bacanje 2 igrace kocke i slucajnu
varijablu X = suma brojeva koji su pali © slucajnu varijablu Y = broj 1 ako su
pali jednaki brojevi, inace 0. Nadite funkciju vierojatnosti slucajnog vektora
(X,Y). Izracunajte vjerojatnost da je zbroj brojeva koji su pali veéi od 3 a
manygi ili jednak 6 1 da su puta pali isti brojevi?

Rjesenje:

>
>~<

O~ O U = W N~

Ne}

10
11
12

P3<X <6.Y=1)=f(4,1)+ f(5.1) + f6.1) = £ +0+ % = 2.

O G| eL e e © ©
g ogl- o~ ogl~ ogl- o~ —



Definicija 9.9 (MARGINALNA FUNKCIJA VJEROJATNOSTI komponenti
2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)-(marginal distribution)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom
R((X,Y)) = {(zs,y;),i = 1,.;5 = 1,...} i funkcijom vjerojatnosti f : R?* —
[0, 1]

flz,y) = { gj(X - xfnzc?éj) (z,y) = (z:,9;) € R((X,Y))

Funkeiju fi(z) = f(X = x,Y = proizvoljno) = >, f(x,y;), zovemo
marginalna funkcija vierojatnosti komponente X slucajnog vektora (X,Y).

Funkciju fo(y) = f(X = proizvoljno,Y = y) = >, f(xi,y) zovemo
marginalna funkcija vierojatnosti komponente Y slucajnog vektora (X,Y).

T1 b1 P12 - Pij ijlj
L2 D21 Da2j Zj P2j
T Di1 Dij Z]‘ Pij

fly) Dipa - > i Dij Db =1
PRIMJER 9.6 U prethodnim primjerima slucajnih vektora odredite marginalne
funkcije vierojatnosti komponenti X 1Y sluéajnog vektora (X,Y).

X/Y 0 1 fi(z)
1
SR
s 1o 1
Rjesenje: (a) 4 81 E
510 1
67
S B
Ly 5 5 1
1 2345 6 0 1
XN(;;;;;;) YN(é 2)
6 6 6 6 6 6 6 6
XY 1 2 3 filx
{ 111 f1é> X/Y 0 1 fi(z)
S o b
M) 2 0§ 5 @] ; 11 1
50005 w f(y)iii
L) & % & |1 I



XY 0 1 fi(x)
2 0 3 5
3 % 0 %
2 1 3

4 % % 3
5 5 0 g
6 4 1 5
(d) 7 36 0 36
g 4 1 %
36 36 36

9 % 0 g
10 £ 1L 3
36 36 36

1 £ 0 =
1 1

12 0 3 5
fz(y) % % 1

Definicija 9.10 (MARGINALNA FUNKCIJA DISTRIBUCIJE VJEROJAT-
NOSTI komponenti 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)-(marginal distribu-
tion)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim sluéajni vektor sa slikom
R(X.,Y)) = {(z5,y;),i = 1,55 = 1,...} i funkcijom distribucije vjerojat-
nosti F : R? — [0, 1]

Fz,y) =P(X <z,Y <y) = Zi::vigz Zj;ngy f(zi,y5)

Funkciju Fy(z) := F(xz,00) = P(X <x,—00 <Y < o0) =) . fi(u),
zovemo marginalna funkcija distribucije vierojatnosti komponente X slucajnog
vektora (X,Y).

Funkciju Fy(y) = F(oo,y) = P(—o00 < X < 00,Y <y) =3 ., [2(u)
zovemo marginalna funkcija distribucije vjerojatnosti komponente Y slucajnog
vektora (X,Y).

Definicija 9.11 (NEZAVISNE SLUCAJNE VARIJABLE 2-dim SLUCAJNOG
VEKTORA)-(independent variables)

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor sa funkcijom distribucije
vjerojatnosti F(x,y). Za sluéajne varijable X 'Y kaZemo da su nezavisne
ako je za svaki (x,y)

F(z,y) = Fi(z) - Fx(y).

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slu¢ajni vektor sa funkcijom
vjerojatnosti f(x,y). Za slucajne varijable X 1Y kaZemo da su nezavisne
ako je za svaki (x,y)

f(z.y) = fi(z) - f2(y).

Inace su X 1Y zavisne.



PRIMJER 9.7 U primjerima provjeri jesu li slucajne varijable u slucajnim
vektorima (X,Y) nezavisne.

Rjesenje:

)
f(471>:%7f1( ) 67f2(1
(b) nisu jer je npr. f(1,1) # f
P =3 A = 5(1) =

f( ) 36’f1( ) 367f2<1):%

Definicija 9.12 (OCEKIVANJE 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim sluc¢agni vektor i neka komponente X i Y
su sluéajne varijable koje imaju ocekivnje E(X) i E(Y) onda se matematicko
ocekivange slucajnog vektora definira s

E(X,Y) = (B(X), E(Y)).

Definicija 9.13 (OCEKIVANJE funkcije DISKRETNOG 2-dim SLUCAJNOG
VEKTORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom
R((X,Y)) = {(zs,y;),i = 1,.;5 = 1,...} i funkcijom vjerojatnosti f : R* —
[0,1]

flx,y) = { (];(X - xfnjc?éa) (z,y) = (zi,y;) € R((X,Y))

Neka je zadana funkcija h : R*> — R. KaZemo da je slucajna varijabla
hX,Y) funkcija od slucajnog vektora (X,Y) i za nju definiramo ocekivangje
ako red »°° Z;o 9(xi,y;) f(xi,y;) konvergira i oznacavamo

E(h(X,Y)) :Zzh(xiayj)f(xi;yj)'

PRIMJER 9.8 E(X -Y) =Y > a; - y; f (xi,y;)
za h(z,y) =x-y.
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PRIMJER 9.9 Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable onda je
EX-Y)=EX) -EY)

jer
B(X-Y)=37>""xiyf (i, ;)
=)0 ygfl(:vz) fa(y;)
= xzfl( ) >-5 yifalyy) = E(X) - E(Y)

PRIMJER 9.10 Ako je (X3, Xo, ..., X)) n-dim slucajni vektor i sve vari-
jable nezavisne onda

E(X1 Xy X)) = B(X1) - B(Xs) - ... - B(X,,)

PRIMJER 9.11 E(X +Y) = E(X) + E(Y)
za h(z,y) =z +y.

PRIMJER 9.12 Ako je (X1, Xs, ..., X,,) n-dim sluéajni vektor onda
EXi+Xo+..+X,)=EX))+ E(Xy)+ ...+ E(X,)

PRIMJER 9.13 Neka je (X,Y) diskretni 2-dim slucajni vektor takav da
Y ne poprima vrijednost 0. Odredi E(sin %)

Rjesenje:
g(x,y) = sin E

E(sin %) = Z 25 9@y fwiyy) = 2207 X257 sin o f (@i, y5)

Definicija 9.14 (KOVARIJANCA SLUCAJNOG VEKTORA )-(covariance
of X and Y)

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor. Kovarijanca sluc¢ajnog
vektora (X,Y) je

pxy = E(X = E(X))(Y — E(Y))) = E(X -Y) - E(X) - E(Y).
Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable onda je pxy = 0.

PRIMJER 9.14 (a) Var(X +Y) =Var(X) +Var(Y) + 2uxy
(b) Ako su X i Y nezavisne sluéajne varijable onda je

Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y).

11



Dokaz:

Ako je h(z,y) = z + y onda je Z = X 4+ Y slucajna varijabla, funkcija
slucajnog vektora (X,Y).

Var(Z) = E(Z?) — (E(Z))?
(X +Y)?) - (B(X +Y))?
X242X-Y+Y? — (E(X)+ E(Y))?
X2)42B(X V) + E(Y2)— ((B(X))2+2E(X)- B(Y) + (E(Y))?)
X2)— (B(X))?+ B(Y?) - (E(Y))? +2(E(X-Y) ~ E(X)- E(Y))
i Y nezavisne slucajne varijable onda je puyxyy = 0 pa tvrdnja

= E(
= E(
= E(
E(

Ako su X i
slijedi iz (a).

Definicija 9.15 (KOEFICIJENT KORELACIJE)-(regression coefficient)

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor Neka je pxy kovarijanca
slucajnih varijabli X i Y, a o1 i o9 njihove standardne devijacije. Koeficijent
korelacije komponenti X 1 Y slucajnog vektora je definiran s

PXYy =

SVOJSTVA KOEFICIJENTA KORELACIJE pxy :

(i) pxy = pyx,

(i) =1 < pxy <1,

(iii) pxy =1 ako je Y =aX + b,a > 0,

pxy = —lakojeY =aX +b,a <0,

(iv) puw = pxv,ako je U = aX +b,W =Y +d,a,c # 0.

Dokaz:

(i) Za slucajnu varijablu U = 05X — 01Y , odredimo varijancu:

Var() = E(U2) - (B(U))?

= FE(03X? — 20105 XY + 01Y?) — (02 E(X) — 01 E(Y))?

= 05 E(X?)—20100E(XY)+0iE(Y?) — (03(E(X))?*— 2010, E(X)E(Y) +
ot (E(Y))?)

= o3Var(X) + o?Var(Y) — 20109(E(XY) — E(X)E(Y))

=020+ 0202 — 201020xy

= 20% . 0% — 201090 xy -

Buduci je varijanca pozitivan broj zakljucujemo da je pxy < 0109,

pxy < 1.

Analogno, promatrajuci slucajnu varijablu U = 09X + 01Y dobit ¢emo
nejenakost

Hxy = —0102, pxy = —1.

12



i) iy = B(XY) — E(X)E(Y)
=E(X(aX +b) — E(X)E(aX +)

=aBE(X?) +bE(X) —a(E(X))? +bE(X)

=aVar(X

= ao?.

o5 =Var(Y) = V(QI’I"(CLX +b) = a*Var(X) = a*o}.
— BXYy e

PXy = o102 o1-oilal — Jal|”

Definicija 9.16 (NEKORELIRANE SLUCAJNE VARIJABLE)

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor Neka je pxy kovarijanca
slucagnih varijabli X i Y, a o1 @ 09 njihove standardne devijacije.

Za slucagne varijable X 1 Y kaZemo da su nekorelirane ako je koeficijent
korelacije pxy = 0.

Ako je pxy # 0 slucajne varijable su korelirane.

PRIMJER 9.15 (a) Ako su X i Y nezavisne sluéajne varijable onda su one
nekorelirane.

(b) Ako su X i Y nekorelirane slucajne varijable onda one ne moraju biti
nezauvisne.

Dokaz:

(a) X 1Y nezavisne = pxy = 0= pxy = 0= X 1Y nekorelirane.

(b) X 1Y nekorelirane = pxy = 0 ali ne moraju biti X i Y nezavisne
(mogu se naéi primjeri).

NAPOMENA 9.2 Regresijska analiza (regression analysis) je statisticka
metoda za odedivanje veze medslucajnim varijablama. Promatramo u slucajnom
vektoru (X,Y) jednu sluéajnu varijablu (npr. X) kao nezavisnu-kontroliranu
(njene vrijednosti zadajemo). Druga varijabla Y je sluc¢ajna varijabla i nas
zanima kako ona ovisi o X. Model pretpostavlja da je E(Y) dano pomocu for-
mule koja sadrzi neke nepoznate parametre, koeficijente regresije (regression
coefficient).

PRIMJER 9.16 Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor. Neka je
xy kovarijanca slucajnih varijabli X © Y, pxy koeficijent korelacije, o1 i 0
ngihove standardne devijacije, a 1, e njthova ocekivanja. Pretostavimo da
su X 1Y zavisne slucajne varijable takve da je Y = aX + b. Parametre a 1
b mozemo odrediti metodom najmangih kvadrata tako da E((Y — (aX +1))?)
ima minimalnu vrijednost.
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a=pxy: &= EXX je koeficijent regresije Y po X.
1

b:,uz—PXY'Z—flh = M2 — ”;%Y * M1

Yy—H2= “ffy(f—ﬂl) ) y_l/Q:PXY'Z_?(fE_,Ul)

je pravac regresije Y po X

Analogno, ako je X=aY+b

a = pxy - Z—; = BXx je koeficijent regresije X po Y
2

v = = (Y = o), @ — i = pxy - (Y — p2)

je pravac regresije X po Y.

Dokaz:

(metoda najmanjih kvadrata)

Oznacimo

K(a,b) = E(Y —aX — b)?)

=EB(Y — po — a(X — 1) = b+ pa — ap)?
= 05 +a’0} — 2apxy + (g2 — b — apm)?

K(a,b) je funkcija od 2 varijable i trazimo njen ekstrem. Nuzni uvjeti su

‘;—g =2a0? — 2uxy — 2(ps — b —apy) =0
TG = 22 —b—apy) = 0.
Rjesavanjem ovog sustava od 2 jed. s 2 nepoznanice dobit ¢emo
a = BXY

91

b= — apn = pg — 55 - .

NAPOMENA 9.3 Pravci regresije sijeku se u tocki (ui, pe) koja se zove
centar zajednicke distribucije X 1 Y.

Kut izmedu pravaca regresije tgp = % . %

Ako je pxy = lili — 1 pravci regresije se poklapaju i tada postoji potpuna
linearna zavisnost izmedu X 1 Y.

Ako je pxy = 0 onda su pravci regresije y = po,x = iy okpmiti, a ne
postoji linearna zavisnost slucajnih varijabli X i Y.

Definicija 9.17 ( REZIDUALNA DISPERZIJA Y u odnosu na X)
Rezidualna disperzija slucajne varijable Y u odnosu na slucajnu varyjablu
X je maksimalna vrijednost E((Y — aX — b)?) je velicina 03(1 — p%y ).
Rezidualna disperzija Y u odnosu na X je mjeri gresku aproksimacije kada
se Y zamijeni linearnom funkcijom aX + b.
Analogno je oi(1 — p%y) rezidualna disperzija sluc¢ajne varijable X u

odnosu na Y.
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Ako je pxy = lili — 1 rezidualna disperzija je jednaka 0, a X 1 Y su
povezani linearnom funkcijskom zavisnséu Y=aX+b ili X=aX+b.

PRIMJER 9.17 Za primjer sluc¢ajnog vektora (X,Y") nadite kovarijancu,
koeficijent korelacije i pravce regresije.

X/Y 1 2 3 file) Xypy @id Yipi

1 11 1 8 6 5

9 o ¢+ 1 ¥ 3 i

3 0o o0 1 £ 3 §

3 18 3 3

Ea:z-pij ? %_% % %

yjzxz‘pij 5 18 18 18
Nl:E(X):Zl’ifl(ﬂfi):l'%—i-Z %4—3'%:%
pe=E(Y)=3yifaly)) =1 55 +2 15 +3 15 =13
EX?)=Yalfilz)=1-%+4-5+9- =5
EY) =Y yifoly) =1 g +4-5+9 =1
Jf:Var(X):%—(i’—gy:%?
o3 =Var(Y)=12 — (2)? =1
Zyjpij:§
Z%pijzl—s

ZZIiyjPij = %
Kovarijanca je
pxy = B(XY) - E(X)E(Y) =% -30.4 _ 1

p ' 18 18 18 3
Pravac regresije Y po X je
— kXY

y—he =5 (e — )

1
_ 45 _ 3(p _ 36 1 3
18— g(x 5y =37 +3.

Pravac regresije X po Y je
— KXY
T = =5y = )
1
_ 36 _ 3 (45 — 12 4 =17, 1
x 18_%(?/ )T =FY Y =t - g

Pravci se sijeku u tocki (pi, p2) = (2, 2).

17 _ 1

— e 22
tg o= 14422 7 41

Kut izmedu pravaca regresije je ¢ = 28. 20,
Koeficijent korelacije je
1

pxy = £ = —5— =0.59409.
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