1 UVOD

TEOREM 1.1 AKSIOM MATEMATICKE INDUKCIJE (AMI)
Ako je M C N, N skup prirodnih brojeva i vrijedi:

(1) 1 € M,
(i) Vm eN), me M =m+1eM
onda je M = N.

Glavna primjena AMI je u dokazivanju opcéenite valjanosti odrdenih for-
mula koje sadrze varijablu n € N.

PRIMJER 1.1 Dokazi da vrijedi formula
S k=3n(n+1) Vn € N.
k=1

Rjesenje:

NekajeM:{nEN: Zk:%n(nJrl)}.
k=1

T: M=N.

D: Baza indukcije 1€ M:

1
S k=31(1+1)
k=1
1=1.
Pretpostavka indukcije (P.I.) meM:

> k=im(m+1).
k=1

Korak indukcije: Treba dokazati pomoéu (P.I.) m+1eM:
m+1

> k=3(m+1)(m+2).
k=1

Rac¢unamo:

m+1 m
Y>ok=>k+(m+1)
k=1 k=1

=PI
VIS -V:CULJAK-(radni materijal 2006.)
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=im(m+1)+ (m+1)
=s(m+1)(m+2).

Zakljucujemo prema AMI da je M=N.

Definicija 1.1 Definicija (FAKTORIJEL)
Za prirodan brojn € N, definiramo prirodan broj "n faktorijela”:
nl'=1-2-3-...-n
a dogovorno 0! =1 .
Definicija (BINOMNI KOEFICIJENT)
Neka sun,k € N, k < n. Binomni koeficijent je prirodni broj u oznaci
(%) ("n povrh k) definiran na slijedeéi nacin:

(n) _ nn—1)-...(n—k+1) __ n!
k) = 12k = Hn—k)’

a dogovorno: (3) =1, (8) =1.

NAPOMENA 1.1 Stirlingova formula
Za priblizno izracunavanje faktorijela velikih brojeva moZemo primijeniti
aproksimativnu Stirlingovu formulu:

n! =n"x e "\/2mn.

T: Svojstva binomnih koeficijenata:

Vi
@ () = (.20
(i) () + (1) = ()
D: (i) (k) - k(nn! B~ (n nk!)'k' = n— k)v(ﬁ(n o (nT—Lk)
(i) (i) + (1) = k'(n'k)' +' (k+1)'(n' )]

= oDk T R0 (n—k=1)!
_ nl(k+1)+nl(n—k)
TRELD (—k—1)(n—F)
_ nl(n+1)
T (k+1)(n—k)!
(n+1)!
(k+D)N((n+1)—(k+1))!
(n+1
k+1/"




TEOREM 1.2 TEOREM (BINOMNI TEOREM)
Neka su a,b e R, n € N.
Binomni teorem izraZava razvoj n-te potencije binoma formulom:

(a+b)" = i (7)akon*, Vn € N.

DOKAZ:

Tvrdnja se dokazuje pomoc¢u aksioma matematicke indukcije (AMI).
M = {n eEN:(a+b)"=> (Z)akb"k} :

T: M =N.

D: Baza indukcije 1€M:

(a+b)1 — i (llc)alblfk

a+b=>b+a.
Pretpostavka indukcije (P.I.) meM:

(a + b)m — Z (T;Z)akbmfk
k=0
Treba pokazati koriste¢i P.I. korak indukcije m+1€M:
m+1
(a+b)m+1 _ Z (ml:rl)akbm+1fk‘
k=0

(a+b)mtt = (§+ b)™(a + b)
=PI

=3 (P)aktm (a4 )

k=
( )ah+pmk i (™) apm+i-k
5=0

(k) k+1bm—k+ (z)am—&—lbo

I
3??‘
HOMSO

+
i

I
NE gg

) Obm+1 + i (Tg)akbm+1fk
(k 1) kbm+1 k+( ) m+1bO

) Obm+1 + kil (Tkn) akbm+1fk

Jatet 4 S31(7) + ()t
)

+
gs&

33 OS

(
+

k=

—_

m+1 bU



m+1 aObm+1+ i[(kﬂjl) + (Z"L)]akberlfk

k=1

Zakljucujemo prema AMI da je M=N.

1.1 ELEMENTI KOMBINATORIKE

KOMBINATORIKA- grana matematike -osnovna svojstva konac¢nih skupova.
Poznati kombinatorni problemi:
Problem izbora, problem Konugsberskih mostova, problem magi¢nih kvadrata,
problem 4 boje...

TEOREM 1.3 (PRINCIP SUME)

Neka konacéni skupovi imaju n; elemenata, n; € N, i =1,2, ..k, |S;| = n;
i neka su disjunktni za svaki izbor i # 7,50 S; = 0.

Ako je S =51 U S U...US ,

onda skup S ima n=ny + ng + ... + ni elemenata:

|S1U S U ... USk| = |S1] + [S2| + ... + | Skl

TEOREM 1.4 (PRINCIP PRODUKTA)

Neka koncni skupovi S; imaju n; elemenata, n; € N, i = 1,2, ...k, |S;| =
n;. Ako je

S =851 XSy x ... xSy (kartezijev produkt skupova),

onda skup S ima n=ny-ns-....ny elemenata (uredenih k-torki s=(s1,82, ...,S)):

|Sl X 52 X ..o X Sk| = ‘Sl| . ’Sg‘ Cat ’Sk|

PRIMJER 1.2 Bacamo dvije kockice razlicite boje.
(a) Kliko razlicitih ishoda ima ako bacamo jednu za drugom?
(b) Na koliko razli¢itih nacina mogu pasti ako ih bacamo zajedno?



Rjesenje:

S; ima n; =6 elemenata, S, ima ny =6 elemenata.

(a) S = S1USy, |S| = [S1] + |S2] = n1 +ny = 12.

(b) S = Sl X SQ, |S’ = |51’ . |SQ| = NNy = 36.

Princip produkta ili osnovni princip kombinatorike ima drugu interpretaciju
u teoremu o uzastopnom prebrojavanju.

TEOREM 1.5 ( TEOREM O UZASTOPNOM PREBROJAVABNJU)

Proucavamo uredene k-torke. Neka prvi element uredene k-torke mozZemo
1zabrati na ny nacina, a za vec izabrant prvi element, drugi mozZemo izabrati
na ng nacina i tako dalje do k-tog koji moZemo izabrati na ny nacina. Tada
uredenu k-torku moZemo izabrati na n=ning - ... - Ny nacina.

PRIMJER 1.3 U gradu ima 8 studentskih restorana ravnomgerno rasporedenih
u 4 gradske cetvrti. U okolini svakog restorana nalaze se dvije sportske dvo-
rane. Student Zeli unajmiti stan. Na koliko nacina moZe odabrati ceturt,
studentski restoran i sportsku dvoranu ako: a) nije bitno ni da studentski
restoran bude u istoj ¢etvrti niti dvorana; b) nije bitno da studentski restoran
bude u istoj cetvrti ali dvorana treba biti; ¢) sve bude u najblizoj okolini.

Rjesenje:

a) n=4-8-16=512,
b) n=4-8-4=128
c) n=4-2-2=16.

1.1.1 PERMUTACIJE

Skup S ima n razli¢itih elemenata.

Svaka uredena n-torka elemenata skupa S zove se permutacija skupa S.
Broj svih n-clanih permutacija je

P(n)= n! = n:(n-1)-(n-2)-...-2:1

Dokaz: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo
izabrati na n nac¢ina, drugi mozemo izabrati na (n-1) nacina, treéi na (n-2)
nacina itd.



PRIMJER 1.4 Koliko ima svih 4-znamenkastih brojeva sastavljenih od zna-
menki skupa S={1,2,3,4} takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:
4-znamenkasti broj je permutacija n=4-clanog skupa S.
Ima P(4)=4!=1-2-3-4=24 broja.

1.1.2 PERMUTACIJE S PONAVLJANJEM

Skup S ima n elemenata od kojih je n; jedne vrste, nodruge vrste, ... | ny
k-te vrste, n=n; + ns + ... + ng.

Uredena n-torka elemenata skupa S zove se n-clana permutacija s pon-
avljanjem. Broj n-¢lanih permutacija s ponavljanjem je

_ n!
Pn(nlan27 ank) T nilngllng!”

PRIMJER 1.5 Koliko ima svih 5-znamenkastih brojeva sastavijenih od zna-
menki skupa S={1,2,3,4} takvih da se znamenke ponavljaju i to znamenka 1
dva puta?

Rjesenje:
5-znamenkasti broj je H-¢lana permutacija s ponavljanjem elemenata iz

£:n1+n2+n3+n4_:2+1+1+1:5
Pn(nlan27"°ank) :P5(27171;1) - i = 60.

21111111

PRIMJER 1.6 U kutiji je 10 kuglica: 4 crne, 2 bijele, 2 crvene, 1 zelene
i 1 plava. Izvlac¢im ih jednu po jednu i slaZem po redu u niz. (zapisemo i
vratimo). Koliko mogucih nizova mozZemo napraviti?

Rjesenje:
E:n1+n2—|—n3+n4_+n5:4+2+2+1+1:10
Po(ny,ng,...,n) = P1p(4,2,2,1,1) = 1% = 37800.

a2l

PRIMJER 1.7 Koliko razlicitih rijeci se mozZe napraviti od slova u rijeci
VIVAMARIA?



Rjesenje:
Py(2,2,3).

PRIMJER 1.8 Uzorak s vraé¢anjem.

Skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, nodruge vrste, ... , ng
k-te vrste, n=ni + no + ... + ng.

Uredena r-torka tma r elemenata prve skupine, ro elemenata druge skupine,
..., elemenata k - te skupine r=ri+ry+... 413

Broj uredenih r-torki s vracanjem je:

Po(ri, 1o, .oy 1) (n1) ()2 o (g )"k

Isti broj koristimo u slucaju ponavljanja r eksperimenta koji imaju k
mogucih razlicitih rezultata ako se uvjeti eksperimenta ne mijenjaju.

Ako je m wveliki a r mali u odnosu na n mozZemo odrediti broj uredenih
r-torki s vracanjem:

Fr(rl, To, «ovy Tk).

PRIMJER 1.9 U wvelikoj kutiji su crvene, bijele i plave olovke. Na koliko
nacina mozZemo izabrati uzorak od 9 olovaka takav da su 2 crvene, 3 bijele i
4 plave olovke.

Rjesenje:

Koistimo formulu za uzorak s vra¢anjem (veliki n u odnosu na r).

Osnovni skup je velik n velik (nepoznat), a biramo uzorak uredenu r-
torku, r=9 (malo u odnosu na n). Uzorak je uredena r-torka sastavljena od
r=17y + 79 + 73 =2+34+4=9 olovaka.

Broj uzoraka je broj uzoraka s vracanjem:

Py(4,2,3).

1.1.3 VARIJACLJE

Skup S ima n razli¢itih elemenata.

Uredena r-torka (r < n) elemenata skupa S zove se varijacija r-tog razreda
od n elemenata. Broj svih varijacija r-tog razreda od n elemenata je

Vi =nn—1)n-2)..(n—r+1)= (nflr)!.

Vi = P(n) = n!




Dokaz: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo
izabrati na n nac¢ina, drugi mozemo izabrati na (n-1) nacina, treéi na (n-2)
nacina, r-ti na (n-r+1) nacin.

PRIMJER 1.10 Koliko ima 2-znamenkastih brojeva sastavijenih od zna-
menki iz skupa S={1,2,3,4} , takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:
2-znamenkasti broj je varijacija 2-og razreda od n=4-¢lanog skupa S.
Ima ‘/4(2) = (fz)! =12 brojeva.

PRIMJER 1.11 Koliko ima 4-znamenkastih brojeva sastavljenih od zna-
menki iz skupa S={0,1,2,5,7}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:
4-znamenkasti broj je varijacija 4-og razreda od n=>5-clanog skupa S.
Vi = 23 =120 broj

5 = ol = jeva.

Nula ne moze biti na prvom mjestu pa od V})(4) moramo oduzeti sve vari-
jacije 3-eg razreda od 4 elemenata {1,2,5,7}.

3 _ a4
ViU = (4—3)! =24.

1/5(4) _ 1/4(3) =120 — 24 = 96.

PRIMJER 1.12 Koliko ima 4-znamenkastih brojeva djeljivih s 5 sastavl-
jenih od znamenki iz skupa S={0,1,2,5,7}, takvih da se znamenke ne pon-
avljaju?

Rjesenje:

Broj je djeljiv s 5 ako mu je zadnja znamenka 0 ili 5.

Prvo, fiksiramo da zadnju znamenku 5.

3-znamenkasti broj je varijacija 3-og razreda od n=4-¢lanog skupa S={0, 1,2, 7}.

) _ 4

Nula ne moze biti na prvom mjestu pa od Vf’) moramo oduzeti sve vari-
jacije 2-eg razreda od 3 elemenata {1,2,7}.

2 _ 3 _
Vit = gt = 6

Vi —v® =24 -6=18




Zatim, fiksiramo da zadnju znamenku 0.
3-znamenkasti broj je varijacija 3-og razreda od n=4-¢lanog skupa S={1,2, 5, 7}.

B3 _ a4
ViU = a=3) — 24.

Ukupno ima V4(3) — ‘/})(2) + V4(3) =24 — 6 + 24 = 42 broja.

PRIMJER 1.13 Na koliko se nacina u razredu u kojem je 30 ucenika moze
odabrati glumacka druzina za ”Crvenkapicu”? Likovi su Crvenkapica, vuk,
baka 1 lovac.

Rjesenje:
4
Vao -

1.1.4 VARIJACIJE S PONAVLJANJEM

Skup S ima n razli¢itih elemenata.

Uredena r-torke elemenata n-clanog skupa S ali tako da se elementi mogu
i ponavljati (r moze biti i ve¢e od n) zove se varijacija s ponavljanjem r-tog
razreda od n elemenata. Broj varijacija s ponavljanjem r-tog razreda od n
elemenata je

V,(:) =n".

Dokaz: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo
izabrati na n nacina, drugi mozemo izabrati na n nacina, tre¢i na n nacina,itd.,

r-ti na n nacina jer je dozvoljeno ponavljanje elemenata iz skupa S.

PRIMJER 1.14 Koliko ima 2-znamenkastih brojeva sastavljenih od zna-
menki iz skupa S={1,2,3,4} | takvih da se znamenke ponavljaju?

Rjesenje:
2-znamenkasti broj je varijacija s ponavljanjem 2-og razreda od n=4-
¢lanog skupa S.

Ima V" = 42 =16 brojeva.

PRIMJER 1.15 Razdioba razlicitih predmeta.
Svaka razdioba r razlicitih predmeta na n razlicitih mjesta je varijacija $
ponavljanjem r -tog razreda od n elemenata.

Broj razdioba je:vg) .



PRIMJER 1.16 2 kuglice razlicitih boja rasporedujemo u 6 kutija. Koliko
razdioba mozemo dobiti?

Rjesenje:
Ve

PRIMJER 1.17 Uocimo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n ra-
2licitih kuglica s vra¢anjem u kutiju (a poredak je vazan), analogan rasporedu
r razlicitth kuglica u n razlicitih kutiya.

PRIMJER 1.18 %textitPRIMJER

1z kutije u kojoj je sest kuglica razlicitih boja 1zvlacimo tri kuglice jednu po
jednu s vracanjem ponovo u kutiju. Koliko razlicitih uzoraka moZemo dobiti
tim postupkom?

Rjesenje:
Ve

PRIMJER . 1.19 Lusti¢ sportske prognoze ima 10 parova. Svaki par moze
dobiti oznaku 0,1,ili 2 (poraz, nerijeSeno,pobjeda domacina). Koliko listi¢a
treba ispuniti da bi sigurno jedan listi¢ bio dobitni?

Rjesenje:
S={0,1,2} n=3.
Listi¢ je varijacija s ponavljanjem r=10 tog razreda od n=3 elementa.

V' = 310 — 59049.

1.1.5 KOMBINACIJE

Skup S ima n razli¢itih elemenata.

Svaki r-¢lani podskup (r< n) (redoslijed elemenata u skupu nije bitan)
n-¢lanog skupa S zove se kombinacija r-tog razreda od n elemenata. Broj
svih kombinacija r-tog razreda je

ol — (n) _ _

r rlx(n—r)!”
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o — v
LT
Dokaz: Budu¢i da u r-clanom skupu redoslijed nije bitan onda broj

uredenih r-torki od n elemenata moramo podijeliti s brojem permutacija
r-clanog skupa.

PRIMJER 1.20 Loto ima 39 brojeva. Izvlaci se slucajno 7 brojeva. Koliko
razlic¢itih listica s kombinacijama 7 brojeva treba ispuniti da se dobije jedan
siguran pogodak?

Rjesenje:
S={1,2,3,...,30}, n=39.
Listi¢ je komninacija 7-razreda (r=7) od 39 elemenata.

C?Eg) _ (379) _ 39*38*37*3%?*35*34*33 — 15380937.

Treba ispuniti 15380937 listica da bi bili sigurni da ¢emo imati jedan
dobitak.

PRIMJER 1.21 U ravnine je 5 tocaka od kojih nikoje 3 ne leZe na istom
pravcu.

a) Koliko pravaca odreduju te tocke?

b) Koliko trokuta odreduju te tocke?

Rjesenje:

S={1,2,3,4,5}, n=>.

a) Pravac je kombinacija 2-razreda (r=2) od 5 elemenata.
e = (5) = 24 = 10.

Tocke odreduju 10 pravaca.

b) Trokut je kombinacija 3-razreda (r=3) od 5 elemenata.
0(3) _ (5) — 53 1
5 h— h— h— .

3 3!
Tocke odreduju 10 trokuta.

PRIMJER 1.22 Uzorak bez vracanja.

Skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, nodruge vrste, ... , ny
k-te vrste, n=ni + no + ... + ng.

Uredena r-torka ima ry elemenata prve skupine, ro elemenata druge skupine,
..., elemenata k - te skupine r=ri+ry+... 413

Broj uredenih r-torki bez vracanjem je:

T (2. ("k
Cr.Crze Ok
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PRIMJER 1.23 Studenti dva turnusa biraju po tri predstavnika v Klub stu-
denata prve godine GF. Pruvi turnus ima 20 studenata, a drugi 30 studenata.
Koliko moguce je razlicitih sastava Kluba studenata?

Rjesenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja (koristimo teorem o uzastop-
nom prebrojavanju i broj kombinacija r;-razreda od n; elemenata).

n=n; + ny =20430, r=r; + o =3+43.

Ukupan broj nacina da se dobije 6-¢lani Klub je

CL- O = (%) - (%) = 4628400,
PRIMJER 1.24 U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Na koliko
nacina se moze dobiti uzorak koji se sastoji od 5 dobrih © 3 neispravna
proizvoda?

Rjesenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja (koristimo teorem o uzastop-
nom prebrojavanju i broj kombinacija r;-razreda od n; elemenata).

S=20T+7D, n = ny +np;nyr =20,np = 7.

uzorak=5T+3D, r=rp +rp;rr =5,rp = 3.

Broj trazenih uzoraka je 02(3) : C’§3) = (250) - (;) = 542640.

PRIMJER 1.25 Ako Zelimo ispitati kvalitetu 10 proizvoda od kojih je 6
ispravnih i 4 meispravna uzimamo uzorak od tri proizvoda. Koliko uzoraka
mma u kojima

a) nema neispravnih proizvoda

b) ima jedan neispravan proizvod

c) ima barem dva ispravna proizvoda?

Rjesenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja.

a) Osnovni skup ima n=10 elemenata; n=ny + np=6 +4. Uzorak

bez neispravnih proizvoda ima r=ry +1rp = 3 + 0.

Broj uzoraka koji nemaju neispravnih proizvoda je:

. ol =20.

b) Osnovni skup ima n=10 elemenata; n=ny + np=6 +4. Uzorak s
1 neispravnim proizvodom ima r=ry +1rp = 2 + 1.

Broj uzoraka koji imaju 1 neispravni proizvod je:
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c? . otV =60.

c) Osnovni skup ima n=10 elemenata; n=nr + np=6 +4.

Uzorak s bar dva ispravna proizvoda moze biti ako ima 1 ili 0 neispravna
proizvoda.

Broj uzoraka s bar 2 ispravna proizvoda je:

¢)=a)+b)=C¥ . ¢V + ¢V . ¥ =20460=80.

PRIMJER 1.26 U skladistu je 100 proizvoda, 70 proizvoda prve klase, 20
proizvoda druge klase © 10 proizvoda trece klase. Kontrlor testira tri proizvoda
1 daje pozitunu ocjenu ako su svi proizvodi proizvodi prve klase. Na osnovu
koliko posto svih uzoraka ce kontrolor dati pozitivnu ocjenu proizvoda?

Rjesenje:

Broj uzoraka veli¢ine r=3 od n=100 elemenata je

¢ =161700.

Koristimo formulu za uzorak bez vrac¢anja.

Osnovni skup ima n=100=n; + nay + n3=70+204+10.

Uzorak sa elementima prve klase ima r=3=r; +ro, +1r3 =3+ 0+ 0.

Broj "pozitivnih” uzoraka je: C'%) - Cég) : C’fg) =54740.

Kontrolor ée dati pozitivhu ocjenu u 54740/161700=0.3385 ili u 33,8%
slucajeva.

1.1.6 KOMBINACIJE S PONAVLJANJEM

Skup S ima n razli¢itih elemenata.

Svaki r-clani podskup (r € N), n-¢lanog skupa S gdje se elementi mogu
i ponavljati (redoslijed elemenata u r-torci nije bitan) zove se kombinacija s
ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata. Broj svih kombinacija s ponavl-
janjem r-tog razreda od n elemenata je

(i) U(T) _ O@rq _ (n+r71)'

(ii) O = Pryroi(n— 1,7) = &=l
Dokaz:

(i) Pokazat ¢emo na primjeru n=3, r=2 da formula vrijedi.

Neka je skup S={1,2,3}.

Sve kombinacije s ponavljanjem 2-og razreda od 3 elementa su (elemente
smo poredali po uzlaznim vrijednostima):
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{1,1} {1,2} {1,3} {2,2} {2,3} {3,3}.

Tih kombinacija ima 632 =6.

Definirajmo preslikavanje ¢e koje ovim podskupovima pridijeliti pod-
skupove dobivene tako da prvom c¢lanu podskupa dodamo 0, a drugom c¢lanu
1.

{1,1}—{1,2}

{1,2}—{1,3}

{1,3}—{1,4}

{2,2}—{2,3}

{3,3}—{3,4}.

Slike su kombinacije bez ponavljanja 2-og razreda od 4-¢lanog skupa
{1,2,3,4}. Preslikavanje je bijekcija izmedu skupa svih kombinacija s pon-
avljanjem 2-razreda od 3 elementa i kombinacija 2-razreda od 4 elemenata.
Bududi da postoji bijekcija, ti su skupovi jednakobrojni pa vrijedi 6;2) =
c? =6.

(ii) Uocimo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razli¢itih
kuglica s vracanjem u kutiju, analogan rasporedu r jednakih kuglica u n
razlicitih kutija. Svaki raspored kako se r kuglica moze rasporediti u n kutija
je kombinaciju s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata. Zamislimo da
imamo n kutija poredanih u niz i da u njih bacamo k kuglica.

Problem je sada kao da slazemo kuglice i pregrade izmedu njih. Jedan
raspored mozemo gledati kao uredenu n-1+r -torku gdje imamo n-1 izbor
pregrada i r izbora za kuglice. Svaki takav raspored je permutacija s pon-
avljanjem od n-14r elementata od kojih jedne vrste ima n-1, a druge r.
Ukupan broj takvih permutacija s ponavljanjem ima P,_;,(n —1,7).

PRIMJER 1.27 Zamislimo da tmamo n=5 kutija poredanih u niz i da u
njih bacamo r=9 kuglica.

Problem mozZemo razmatrati kao da slaZemo kuglice i pregrade medu kuti-
jama. Imamo n-1=4 jednake pregrade i =9 jednakih kuglica. Dakle, tmamo
permutacije n+r-1=13 elemenata od kojih su 4 jedne vrste i 9 druge vrste pa
je njihov broj:P13(9,4).

PRIMJER 1.28 Razdioba jednakih predmeta.
Svaka razdioba r jednakih predmeta na n razlicitih mjesta je kombinacija
s ponavljanjem r -tog razreda od n elemenata.

Broj razdioba je 6,(;).
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PRIMJER 1.29 3 kuglice iste boje rasporedujemo u 6 kutija. Koliko raz-
dioba mozemo dobiti?

Rjesenje:
.

PRIMJER 1.30 Uoc¢imo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je
n razlicitih kuglica s vraéanjem u kutiju ( redoslijed nije vazan), analogan
rasporedu r jednakih kuglica u n razlicitih kutija.

PRIMJER 1.31 Iz kutije kojoj je 6 kuglice razlic¢ite boje izvlacimo tri kuglice
jednu po jednu s vracanjem. Koliko uzoraka moZemo dobiti ako redoslijed nije
vazan?

Rjesenje:
.

PRIMJER 1.32 U prodavaonici se moze kupiti 5 vrsta ¢arapa. Koliko ra-
zli¢itih poklona moZe napraviti prodavac¢ ako je pakirao po 9 pari?

Rjesenje:
S={1,2,3,4,5}, n=>5 vrsta carapa.
Polkon je kombinacija s ponavljanjem 9-razreda (r=9) od 5 elemenata.

Broj poklona je 6;9) = (") =) = (V) =115

PRIMJER 1.33 Iz kutije u kojoj je Sest kuglica razlicitih boja izvlacimo
tri odjednom (bez vraéanja). Koliko takvih kombinacija mozemo dobiti ako
redoslijed nije vazan?

Rzieéenje:
i,

PRIMJER 1.34 Iz kutije kojoj je 6 kuglice razlicite boje izvlacimo tri kuglice
jednu po jednu s vracanjem. Koliko uzoraka mozZemo dobiti ako redoslijed nije
vazan?
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Rjesenje:
.

PRIMJER 1.35 PRIMJERI:

IZBOR BEZ VRACANJA

1.( poredak nije bitan)

U kutiji je 5 loptica ralicite boje. Koliko ima izbora 3 kuglice bez vracanja
ako poredak izabranih kuglica nije bitan?

n=>5r=3

O = ) = (3) = 243 _ 9,

2. (poredak bitan)

U kutiji je 5 loptica ralicite boje. Koliko ima izbora 3 kuglice bez vracanja
ako je poredak izabranih kuglica bitan (stavljamo ith u niz)?

‘nf( 357 T_Vé())
r 3 5! 5x4#3%2%1
no = V5 T (5-3) 1%2 60.

IZBOR S VRACANJEM

1. (poredak nije bitan)

U kutigi je 5 loptica ralicite boje. Koliko ima izbora 3 kuglice s vracanjem
ako poredak izabranih kuglica nije bitan?

n=a, r=3

0T = (1Y) = () = 285 = 35

2. (poredak bitan)

U kutigi je 5 loptica ralicite boje. Koliko ima izbora 3 kuglice s vracanjem
ako je poredak izabranih kuglica bitan (stavljamo ih u niz)?

n=o, r=3

VT 58 = 105,

n

RAZDIOBE (u svaku kutiju najvise 1 predmet)

1. (jednaki predmeti)

U kutiji su 3 loptica iste boje. Na koliko nacina moZemo razdijeliti loptice
u 5 razlicitih kutija ako je dozvoljeno da u svaku kutiju stavimo najvise 1

predmet?
niarfﬁ
r 3 5 5%4%3

2. (razliciti predmeti)
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U kutiji su 3 loptica ralicite boje. Na koliko nacina moZemo razdijelit
loptice u 5 razlicitih kutija ako je dozvoljeno da u svaku kutiju stavimo najvise

1 predmet?
n (——) 5,7 ——( )3,
T 3 5! 5#4x3%2x1
Vi # = V57 = G-a)l —  1x2 60.

RAZDIOBE (u svaku kutiju proizvoljno predmeta)

1. (jednaki predmeti)

U kutigi su 3 loptica iste boje. Na koliko nacina moZemo razdijeliti loptice
u & razlicitith kutija ako je dozvoljeno da u svaku kutiju stavimo proizvoljan
broj predmeta?

n=2>5,r=3,

o0 o - () () B - 35

2. (razliciti predmeti)

U kutigi su 3 loptica ralic¢ite boje. Na koliko nacina mozZemo razdijeliti lop-
tice u 5 razlicitih kutija ako je dozvoljeno da u svaku kutiju stavimo proizvol-
jan broj predmeta?

n=>5r=3,

v 7Y 53 = 195,
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NAPOMENA 1.2 IZBOR- s vracanjem

IZBOR: r-¢l. uzorka iz n-¢l. skupa razlicitih elemenata
nije vazan poredak US)
vazZan poredak V;T)

NAPOMENA 1.3 IZBOR- bez vracanja

IZBOR: r-¢l. uzoraka iz n-¢l. skupa razlicitih elemenata
nije vazan poredak o)
vazan poredak Vnr)

NAPOMENA 1.4 RAZDIOBE-proizvoljno predmeta u kutijama

RAZDIOBE: r predmeta u n razlicitih kutija
jednakih predmeta c,

razlicitih predmeta

NAPOMENA 1.5 RAZDIOBE-najvis po jedan predmet u kutiji

RAZDIOBE: r predmeta u n razlic¢itih kutija
jednakih predmeta o)
razli¢itih predmeta V)

NAPOMENA 1.6 UZORCI

UZORCI: veliciner =r14+1ro+ ..+ 17, | iz2n=n1 +no + .. + np-¢l. skupa

bez vraéanja ci . o) .ol

s vraéanjem Po(r1,79, k) - (01) (n2)"2 - .o (ng)"
s vraéanjem n > r P(ri,79, ..., %)
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