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Predgovor
Postovani citatelji,
nadam se da éete naci korisne informacije u ovom nastavnom tekstu.

Ruski matemati¢ar P.L. Cebisev (1821-1894) koji je unio nove ideje u
teoriju vjerojatnostiizrekao je tezu da je povijest matematike moguce podi-
jeliti na tri perioda:

+ prvi: kada su zadatke zadavali grcki bogovi npr. delski problemi:
nerjeSivi anticki geometrijski zadatak da se pomocu Sestara i ravnala kon-
struira kocka s obujmom dvostruko ve¢im od zadanog; problem kvadra-
ture kruga, problem trisekcije kuta;

+ drugi: kada su zadatke zadavali polubogovi npr. B. Pacal (1623-1662) i
P. Fermat (1601-1665);

+ tre¢i: kada zadatke zadaje praksa.

Veliki interes za teoriju vjerojatnosti i matematicku statistiku poceo u
drugoj polovici 20. stolje¢a potaknut eksperimentalnim istrazivanjima u
industriji, ekonomiji, psihologiji, biologiji, fizici.

Nova oblast teorije vjerojatnosti je teorija stohasti¢kih procesa koju je za-
snovao A. Kolmogorov (1903 -1987). Stohastic¢ki procesi su terorijski mod-
eli za npr. dinamicke sisteme u slucajevima kad se stanja sistema odreduju
s vjerojatnostima. Zahvaljujudi razvoju teorije vjerojatnosti razvile su se i
znanstvene discipline: teorija masovnog opsluzivanja, teorija informacija,
teorija pouzdanosti tehnickih sistema, teorija zaliha.

Matematicka statistika se razvija na temeljima teorije vjerojatnosti u
smjeru teorije procjena, teorije provjera statistickih hipoteza i teorije plani-
ranja eksperimenata.

Mozda u ovim uvodnim re¢enicama ¢itatelj nade motiv za pregled ovog
matematickog sadrZaja.

Ovaj nastavni materijal (skripta) je nastao kao radni materijal za preda-
vanja iz kolegija Vjerojatnost i statistika koji predajem od 2005. godine na
preddiplomskom studiju Gradvinskog fakulteta SveuciliSta u Zagrebu.



Cilj kolegija je da se studenti upoznaju s osnovnim elmentima matematicke

statistike kako bi u praksi mogli obraditi i interpertirati statisticke podatke
koje su dobili mjerenjem, testom ili anketom i kako bi uspjesno primijenili
elemente statistickog zaklju¢ivanja u strué¢nim kolegijima npr. Poznavanje
materijala, Hidrologija, Pouzdanost konstrukcija i dr.

Teorijski temelj matematicke statistike je teorija vjerojatnosti. To znanje
je podloga i za kolegij Stohasticki procesi koji se predaje na diplomskom
studiju Gradevinskog fakulteta.

Metodicki razlozi uvjetovali su organizaciju skripte u tri cjeline: Vjero-
jatnost, Slucajne varijable i Matematic¢ka statistika. Skripta, preko 15
poglavlja, prati 15 predavanja (po 2 sata tjedno).

Strogi matematicki sadrZzaj ublaZen je imenovanjem definicija i teorema,
izborom tema tko Zeli znati viSe i shematiziranom organizacijom svakog
poglavlja:

motivacijski primjer + definicija + primjer + teorem + primjer +
napomene + “Salabahter ” za ponavljanje gradiva.

Zbog opseznosti gradiva broj primjera i njihova teZina primjereni su pre-
davanjima.

PokusSala sam pripremiti skriptu u kojoj ¢e studenti nadi :
* osnovne informacije i tehnike rjeSavanja pojedinih tipova zadataka -
"kuharice”;
* svoju biljeznicu, tako da dopisuju komentare na isprintani primjerak
poglavlja;
* materijal u kojem ¢e, ako Zele znati vise, na¢i odgovore na pitanje ZASTO:
* zaSto je lozinka varijacija bez ili s ponavljanjem;
* zaSto kontolor kvalitete proizvoda u skladi$tu mora znati hipergeometri-
jsku razdiobu;
* zaSto je vazan Gaussov SeSir za odredjivanje ocekivane mase opeke ili
odredivanje maksimalnog opterecenja da je bi o¢ekivani broj slomljenih
ploc¢a bio najvise 5%;
* zasto su deformacija i Brinellova tvrdoca za neku vrstu celika jako kore-
lirane;

* zaSto u¢imo o slucajnim varijablama da bi odredili interval unutar kojeg
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¢e se kretati postotak glasova za nekog kandidata na izborima ili testi-
rali hipotezu da dva tipa betona imaju jednake tla¢ne ¢vrstoée uz razinu
znacajnosti 1%.

Ovo je radni materijal i bit ¢u zahvalna ako sve uocene greske i prijed-
loge kolegiceikolege studentii ¢itatelji poSalju na e-mail adresu vera@grad.hr.

Dodatni nastavni materijali na web stranici predmeta koji prate ovu
web skriptu odnose se na primjenu programskog paketa Mathematika
u statistici. Baza primjera kolokvija s teorijskim pitanjima obogacuje
se svake godine. Kolgice dr. sc. Tajana Slijepcevi¢-Manger, Martina
Benkovi¢ i kolege Bosko Kojundzi¢ i Nikola Sandri¢ pripremali su zadatke
za kolokvije i auditorne vjeZzbe.

Zahvaljujem se kolegici Martini Benkovi¢ na pomo¢i pri grafickoj obradi
teksta i izradi slika.
Zahvaljujem se kolegi Vladimiru Beni¢u koji je napravio web format skripte.

Zagreb, 1.7.2011. Vera Culjak

Radni materijal 4



Sadrzaj

Sadrzaj

I Vjerojatnost

1 ELEMENTI KOMBINATORIKE

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

1.6

UVOD . oo
PRINCIPI PREBROJAVANJA . . ... ...
PERMUTACIE BEZ PONAVLJANJA . . .
131 PERMUTACIE S PONAVLJANJEM
VARIJACIJE BEZ PONAVLJANJA . . . . .
141 VARIJACIE S PONAVLJANJEM . .
KOMBINACIJE BEZ PONAVLJANJA . . .

1.5.1 KOMBINACIJE SPONAVLJANJEM
tko Zeli znativise . . . . . . ... ...

Ponovimo . ........ ... .......

2 KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

2.1
2.2

2.3

24
2.5

PROSTOR ELEMNTARNIH DOGADAJA .

KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI (A PRIOR]) . . . . . . ..

KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI A POSTERIORI . . . ..

GEOMETRIJSKA VJEROJATNOST . . . ..
Ponovimo . ..................

AKSIOMATSKA DEFINICIJA

VJEROJATNOSTI

3.1

Ponovimo . ..................



4

UVJETNA VJEROJATNOST
41 Ponovimo . . ... ... ...

II Slucajne varijable

5

DISKRETNA SLUCA]NA VARIJABLA
5.1 DISKRETNA SLUCA]NA VARIJABLA .. ... ...
52 Ponovimo . .. .. ... ... ...

PRIMJERI DISKRETNIH
SLUCAJNIH VARIJABLI
6.1 Bernoullijeva shema. Binomna

distribucija (razdioba) . . ... .. ... .. ... ...
6.2 POISSONOVA DISTRIBUCIJA . .. ... ... ....
6.3 HIPERGEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA . . . . . . ..
6.4 GEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA . . . .. .. ... ..
6.5 Ponovimo . ... ... ... ...

KONTINUIRANA SLUCA]NA VARIJABLA
7.1 FUNKCIJA SLUCA]NE VARIJABLE . .........
72 Ponovimo ... ... ... ...

PRIMJERI KONTINUIRANIH SLUCA]NIH VARIJABLI
8.1 NORMALNA DISTRIBUCIJA . . . .. ... ... ...
8.2 UNIFORMNA DISTRIBUCIJA . .. ... .......
8.3 EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA . . . ... ...
84 GAMADISTRIBUCIJA . . . .. ... ... ... ....
8.5 HIKVADRAT DISTRIBUCIJA . . . . ... ... ....
8.6 STUDENTOVA DISTRIBUCIJA . . ... ........
8.7 Ponovimo . ... ... ... ... ...

DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR
9.1 DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNIVEKTOR . . . . ... ...
9.2 KONTINUIRANI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR
tko Zeli znativise . . . . . . .. . ... ... ... ....
9.3 KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE
94 Ponovimo . .. .. .. ... ...

Radni materijal 6

59
70

71

73
74
86

87

87
93
96
99
101

103
110
114

115
115
122
123
125
127
129
131

133



10

ZVB i CGT tko Zeli znati vise

10.1 CEBISEVLJEVA NEJEDNAKOST . . . ... ...
10.2 ZAKON VELIKIH BROJEVA . ... .......
10.3 CENTRALNI GRANICNITEOREM . . . . . ..
104 Ponovimo . . . .. . ... . ... .o

IIT Matematicka statistika

11

12

13

14

15

MATEMATICKA STATISTIKA

11.1 DESKRIPTIVNA STATISTIKA .. ... ... ..
11.2 Ponovimo . . . . . . . . . e

TEORIJA PROCJENA

12.1 TOCKASTEPROCJENE . . .. ... .......
12.2 REGRESIJSKA ANALIZA . ... .........
12.3 ML-PROCJENITEL]JI tko Zeli znati vise . . . . . .
124 Ponovimo . . . . . . ... ... ...

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVAN]JE

131 n—>o00 . .. e
13.2 NORMALNA ¢? POZNATO . . . . . . ... ...
13.3 NORMALNA ¢2 NEPOZNATO . . . . . ... ..
13.4 VJEROJATNOST BINOMNE ... ........
13,5 Ponovimo . ... ... . ... ... ........

INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

141 uPOZNATO . . . . . ... ... ... ...
142 pt NEPOZNATO . . . ... ... .. ... .. ...
14.3 Ponovimo . . . . . . . . . .. e

TESTIRANJE HIPOTEZA

15.1 ZA VJEROJATNOST .. ... ... ... .....
152 ZAOCEKIVANJEn >30 . . . . . . . . ... ...
15.3 ZA OCEKIVANJE normalne . . . . . .. ... ..
154 ZAVARIJANCU . ... ... ... ... .....
15.5 Ponovimo . .. .. ... ... ... ......

Radni materijal



Radni materijal



Dio |

Vjerojatnost






Poglavlje 1

ELEMENTI KOMBINATORIKE

KOMBINATORIKA je grana grana matematike koja se bavi osnovnim svojstvima
konac¢nih skupova i metodama prebrojavanja. Poznati kombinatorni problemi
su: problem izbora upravnog odbora, problem mostova u Konigsbergu, problem
magi¢nih kvadrata, problem 4 boje. Zadatak ovog poglavlja je da se upozanju
metode prebrojavanja koje ¢e se iskoristiti za ra¢unanje vjerojatnosti slucajnih
dogadaja.

1.1 UVOD

MOTIV 1.1 Izracunajte koeficijent uz x® u razvoju (1 + x°)!4,

Definicija 1.1 (FAKTORIJEL)
Za prirodan broj n € IN, definiramo prirodan broj “n faktorijela” u oznaci n! sa:

nl=1-2-3.-...-n,
a dogovorno 0! = 1.
(BINOMNI KOEFICIJENT)

Neka sun, k € N, k < n. Binomni koeficijent je prirodni broj u oznaci
(Z) ("n povrh k”) definiran na sljedec¢i nacin:

(n):n(n—l)-...-(n—k+1) n!

k 1-2-.. -k T K-k
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1.1. UVOD

a dogovorno: () =1, (§) =1.
PRIMJER 1.1 T: Svojstva binomnih koeficijenata:
0 (i) = (%)-
i) (1) + (1) = ()

RjeSenje:
D: tko Zeli znati vise

(@) (Z) = k!(r:l;k)! = (n—nlé)zkl = (n—k)!(;fi(n—k))! = (nik)‘
(ii)
(n) ( n ) n! n!
+ = +
k)T \k+1 K-k (k+1)(n—Fk—-1)!

n! n!
kKl(n—k—-1)(n—-k) " kK'(k+1)(n—k-1)!
nlk+1)+nl(n—-k)
k'(k+ 1)(n —k - 1)!(n —k)
nl(n +1)
(k+1)!(n—k)!
(n+1)!
k+DI((n+1) - (k+1))!

_ (n+1)
- \k+1/)

NAPOMENA 1.1 Stirlingova formula
Za priblizno izracunavanje faktorijela velikih brojeva moZemo primijeniti aproksima-
tivnu Stirlingovu formulu:

n —n

n'~n"-e 2nn.

PRIMJER 1.2 Izracunajte 5! pomoéu Stirlingove formule. Kolika je greska aproksi-
macije?
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

RjeSenje:
Pomo¢u Stirlingove formule ra¢unamo 5! ~ 5° - e™ V215 = 118.019. Kako je po
definiciji 5! = 1-2-3-4 -5 = 120 greska aproksimacije je 1.981.

Peti Peanov aksiom prirodnih brojeva je aksiom matemati¢cke indukcije koji

¢emo koristiti u dokazima formula za broj permutacija, varijacija i kombinacija.

TEOREM 1.1 AKSIOM MATEMATICKE INDUKCIJE (AMI)
Neka je IN skup prirodnih brojeva. Ako je M C IN, i vrijedi:

(i) 1eM,
(ii)) (¥meN), meM=>m+1eM

onda je M = IN.

AMI primijenjujemo pri dokazivanju opcenite valjanosti formula koje sadrze
varijablu n € IN.

TEOREM 1.2 (BINOMNI TEOREM)
Neka su a,b € R, n € IN. Binomni teorem izraZava razvoj n-te potencije binoma
formulom:

n

(a+b)" = Z (Z)akb”_k, VnelN
k=0

Dokaz: tko Zeli znati vise
Tvrdnja se dokazuje pomoc¢u aksioma matematicke indukcije (AMI). Neka je

M= {n EN:(@+b)" = i(:)akb”_k}.

k=0

Treba dokazati daje M = IN.

(BI)1eM:
Lo
(a+b)! = Z(k)albl‘k
k=0
a+b = b+a.
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1.1. UVOD

(PL)m € M:

(a+b)" = Zm: (?)akbm'k

k=0
(K.I.) Treba pokazati koriste¢i (P1.) dajem + 1 € M tj.

m+1
oyt = 3 (7 e
k=0
Racunamo
(@a+b)"™ = (@+b)"™a+b)
= PI.
= (m
= Z(k)akbm_k*(a+b)
k=0
_ Zm:( ) S pm- k+zm:( ) Jpm1k
k=0 k=0
m—1 m m m m
_ k+11,m—k m+11,0 071,m+1 k1m+1-k
= Ez(k)” b +(m)” l’+(0)”b +§:(k)”b
k=0 k=1
& m m m (M
_ kym+1-k m+11,0 07,m+1 k1,m+1-k
= Z:k—1yb +&)” b(oy”’ +§:(k%b

Zakljuc¢ujemo prema AMI daje M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.3 motiv
Izracunajte koeficijent uz x® u razvoju (1 + x°)14.
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

RjeSenje:

Prema binomnom teoremu raéunamo (1 + x3)!4 = ZZ:O (Z) 1k(3y—*. U razvoju
éemo odrediti k iz uvjeta da je (x®)"* = x°. Za n = 14 dobili smo da je k = 12.
Dvanaesti ¢lan u razvoju je x°, pa je njegov koeficijent ('Z) = (%3) = 91. TraZeni
koeficijent uz potenciju x° je 91.
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1.2. PRINCIPI PREBROJAVANJA

1.2 PRINCIPI PREBROJAVANJA

MOTIV 1.2 U gradu ima 8 studentskih restorana ravnomjerno rasporedenih u 4 gradske
etorti. U okolini svakog restorana nalaze se dvije sportske dvorane. Student Zeli unajmiti
stan. Na koliko nacina moZe odabrati Cetvrt, studentski restoran i sportsku dvoranu ako:
a) nije bitno ni da studentski restoran bude u istoj cetorti niti dvorana; b) nije bitno
da studentski restoran bude u istoj cetvrti ali dvorana treba biti; c) sve bude u najbliZoj

okolini.

TEOREM 1.3 (PRINCIP SUME)

Neka konacni skupovi imaju n; elemenata, n; € IN, i = 1,2, ..k, |S;| = n; i neka su
disjunktni za svaki izbor i # j, ;N S; = (.
AkojeS =S1USyU ..U Sy, onda skup S ima n=ny + np + ... + ny elemenata:

11U S2 U ... US| = IS1] + |Sa] + ... + [Si]-

TEOREM 1.4 (PRINCIP PRODUKTA)

Neka konacni skupovi S; imaju n; elemenata, n; e N, 1 =1,2, ..k,
|Sil = n;. Ako je S = S1 X Sy X ... X S (kartezijev produkt skupova), onda skup S ima
n=nq - Ny - ... - Ny elemenata (uredenih k-torki s=(s1,s, ...,S)):

|S1 X So X ... X Skl = [51] - |S2]| - ... - |Skl-

PRIMJER 1.4 Bacamo dvije igraée kocke razlicite boje.
(a) Koliko razlicitih ishoda ima ako bacamo jednu za drugom?
(b) Na koliko razlicitih nac¢ina mogu pasti ako ih bacamo zajedno?

Rjesenje:

S1 ima nq = 6 elemenata, S, ima n, = 6 elemenata.
(@) S=S51USy, IS]=151|+ 1Szl =ny +npy =12.

(b) S =51 X Sa, S| =151]+S2| = mina = 36.

Princip produkta ili osnovni princip kombinatorike ima drugu interpretaciju

u teoremu o uzastopnom prebrojavanju.

TEOREM 1.5 ( TEOREM O UZASTOPNOM PREBROJAVAN]U)

Proucavamo uredene k-torke. Neka prvi element uredene k-torke moZemo izabrati na
ny nacina, a za vec izabrani proi element, drugi moZemo izabrati na ny nacina i tako dalje
do k-tog koji moZemo izabrati na ny nacina. Tada uredenu k-torku moZemo izabrati na

n=nq - Ny - ... - N nacina.
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.5 motiv

U gradu ima 8 studentskih restorana ravnomjerno rasporedenih u 4 gradske cetvrti.
U okolini svakog restorana nalaze se dvije sportske dvorane. Student Zeli unajmiti stan.
Na koliko nac¢ina moZe odabrati Cetvrt, studentski restoran i sportsku dvoranu ako: a) nije
bitno ni da studentski restoran bude u istoj cetvrti niti dvorana; b) nije bitno da studentski
restoran bude u istoj cetvrti ali dvorana treba biti; c) sve bude u najbliZoj okolini.

RjeSenje:

a)n = 4-816=512,
b) n = 4-8-4=128
c)n =4-2-2=16.
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1.3. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJAN]JA

1.3 PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA

MOTIV 1.3 Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova)
i brojeva 11 5 ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova?

Definicija 1.2 Neka skup S ima n razlicitih elemenata. Svaka uredena n-torka elemenata

skupa S zove se permutacija skupa S.
T: Broj svih n-¢lanih permutacija je

Pm)y=nl=n-n-1)-n-2)-...-2-1;

D: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo izabrati
na 1 nacina, drugi moZemo izabrati na (1 — 1) nacina, tre¢i na (n — 2) nacina itd.

D: tko Zeli znati vise

Pomo¢u AMI pon:NekajeM = {n €N : P, =n!}.
(B.I) Provjeravamo je li 1 € M. Za n = 1 broj uredenih jednorki iz skupa koji ima
samo 1 element jednak P; = 1. Prema formulin! = 1! =1zan =1; Takoje1 € M.
(P.I) Pretpostavimo m € M,
tj. vrijedi formula V;, = m!.
(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M,
tj. treba pokazati da vrijedi Py,41 = (m + 1)!.
Skup svih permutacija od m + 1 element moZemo podijeliti na m + 1 podskupova
u kojima su permutacije s fiksnim prvim elementom npr. a;, sve permutacije s
fiksnim prvim elementom a; itd. Tako je

Puii=(m+1)-P,=CLL)=(m+1)-m!'=(m+1),

pa smo pokazalidajem +1 € M.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.6 motiv
Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 1
i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova.
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

RjeSenje:

Svaka lozinka je jedna permutacija bez ponavljanja n = 4-¢lanog skupa S =
{v,¢,1,5}). Ukupan broj permutacija bez ponavljanja je P(4) =4!=1-2-3-4 = 24.
Mozemo formirati 24 lozinke.

PRIMJER 1.7 Koliko ima svih Cetveroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki
skupa S={1,2,3,4} takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:
Svaki 4-znamenkasti broj je permutacija n = 4-¢lanog skupa S. Broj permutacija je
P(4)=4!'=1-2-3-4=24.

1.3.1 PERMUTACIJE S PONAVLJANJEM

MOTIV 1.4 Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova)
i brojeva 11 5, ako sa slovo v ponovi 2 puta?

MOTIV 1.5 Eksperiment koji ima k=3 ishoda ponavljamo n=7 puta. Koliko je mogucih
nizova eksperimenata takvih da se prvi ishod dogodi 1 put, drugi ishod 2 puta, a tre¢ ishod
4 puta?

Definicija 1.3 Neka skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, np druge vrste, ...
, Ny k-te vrste, n = ny + ny + ... + ng. Uredena n-torka elemenata skupa S zove se n-clana
permutacija s ponavljanjem.

T: Broj n-¢lanih permutacija s ponavljanjem je

— n!
Py(ny,ny, ..., ng) = —
nyinp:...ng:

D: tko Zeli znati vise

Pretpostavimo da su svi elementi u permutaciji sa ponavljanjem razli¢iti i da
imamo permutaciju bez ponavljanja od n = ny + ny + ... + n; elemenata. Uku-
pan broj tih permutacija je (11 + n2 + ... + ng)! . U permutaciji s ponavljanjem
moZemo zamijeniti mjesta na kojima su elementi prve vrste na n;! nac¢ina i pri
tom se permutacija nece promijeniti. Sli¢no zaklju¢ujemo i za elemnte druge, ...,
k-te vrste. Za svaku permutaciju s ponavljanjem postoji n1!ny!...n! permutacija
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1.3. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJAN]JA

bez ponavljanja u kojima se ne mijenja poredak razli¢itih elemnata skupa S. Mi-
jenjajuci poredak razli¢itih elemenata dobili bismo ukupan broj permutacija bez
ponavljanja od n = ny + np + ... + n; elemenata. Stoga je ukupan broj permutacija
bez ponavljanja jednak (11 + np + ... + ng)! = n1!n2!...nk!l_3n(n1,n2,..., ni). Otuda
slijedi da je ukupan broj permutacija s ponavanjem dan formulom

n!

Pn(nlanI“-/ nk) = n]!TlZ!...nk!.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.8 motiv
Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v (malo slovo) i brojeva 1 i
5, ako se slovo v ponovi 2 puta?

Rjesenje:

Lozinka je je 4-¢lana permutacija s ponavljanjem elemenata iz skupa S = {v, 9,1, 5},
takodajen = ny +ny +n3 =2+ 1+1 = 4. Broj permutacija s ponavljanjem je
I_J,Z(nl,nz, e, Ng) = 1_34(2, 1,1) = % = 12. MoZemo formirati 12 lozinki.

PRIMJER 1.9 Koliko ima peteroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz skupa
S ={1,2,3, 4y, takvih da se znamenke ponavljaju i to znamenka 1 dva puta?

Rjesenje:

Svaki 5-znamenkasti broj je 5-¢lana permutacija s ponavljanjem elemenata tako
dajen=mny;+ny+n3+ng =2+1+1+1=>5.Broj permutacija je Fn(nl, Ny, ..., Ng) =
P5(2,1,1,1) = 55— = 60.

PRIMJER 1.10 U kutiji je 10 kuglica: 4 crne, 2 bijele, 2 crvene, 1 zelene i 1 plava.
Izvlacim ih jednu po jednu i slaZem po redu u niz. (zapisemo i vratimo). Koliko mogucih
nizova mozemo napraviti?

RjeSenje:

Svaki niz duljine 10 je permutacija s ponavljanjem, tako dajen = ny +ny +nz +ng +
n5 =4 +2+2+1+1 = 10. Broj permutacija je P,(111, 12, ..., nx) = P10(4,2,2,1,1) =

PRIMJER 1.11 Koliko razli¢itih rijeci se moZe napraviti od slova u rijeci VIVAMARIA?
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Rjesenje: Py(2,2,3).

PRIMJER 1.12 Uzorak s vraanjem

Skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, nodruge vrste, ... , ny k-te vrste,
n=ny + ny + ... + ny. Uredena r-torka ima r elemenata prve skupine, r, elemenata druge
skupine, ...,r elemenata k - te skupine r=ry+ro+...+rx. Broj uredenih r-torki s vracanjem

je:

Py(r1,12, .., 1) - (11) 1 (12)" - ... - ()%

Ako je n veliki a r mali u odnosu na n moZemo odrediti broj uredenih r-torki s

vraéanjem:

Pr(rlf 12,y rk)'

PRIMJER 1.13 U velikoj kutiji su crvene, bijele i plave olovke. Na koliko nacina moZemo
izabrati uzorak od 9 olovaka takav da su 2 crvene, 3 bijele i 4 plave olovke.

RjeSenje:
Koristimo formulu za uzorak s vra¢anjem (veliki # u odnosu na 7).
Osnovni skup je velik n(nepoznat)). Uzorak je uredena r-torka sastavljena od
r =11+ ry + r3 =243+4=9 olovaka.
Broj uzoraka je broj uzoraka s vracanjem je Po(4,2,3).
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.14 motiv

Ponavljamo eksperiment koji ima k=3 ishoda n=7 puta a da se uvjeti eksperimenta
ne mijenjaju. Broj mogucih nizova eksperimenata takvih da se prvi ishod dogodi n; = 1
puta, np = 2 puta,... k-ti ishod ny = 4 puta je:

ﬁn(”lr n2, ..., nk)/
= 7!
P7(1/214): 1|.2|.4|'

jer je broj razlicitih nizova eksperimenata jednak broju uzoraka s vracanjem.
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14 VARIJACIJE BEZ PONAVLJANJA

MOTIV 1.6 (a) Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i c (mala
slova) i brojeva 1 i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova

(b) Koliko se lozinki duljine 3 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 1
i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova

Definicija 1.4 Nekaskup S iman razlicitih elemenata. Uredena r-torka (r < n) elemenata
skupa S zove se varijacija r-tog razreda od n elemenata.

T: Broj svih varijacija r-tog razreda od n elemenata je

n!

(n —'1’)!;

Vif)=”(”_1)(”—2)'-..~(n—r+1):

V" = p(n) = n!
D: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo izabrati
na #n nacina, drugi moZemo izabrati na (n — 1) nacina, tre¢i na (n — 2) nacina, r-ti
na (n —r + 1) nadin.

D: tko Zeli znati vise

Pomoc¢u AMI po n : Neka je M = {ne]N:V,(qr) = 1<r<n

- (n-n"

(B.I) Provjeravamojelil € M. Zan = 1 parametar 1 < r < n moZe poprimiti samo

vrijednost r = 1 pa je broj uredenih jednoorki iz skupa koji ima samo 1 element

jednak V;l) = 1. Prema formuli (H”T'r), = ﬁ =1zan=1;Takojel € M.

(P.I) Pretpostavimo m € M,

pa tada za svaki dani 1 < r < m vrijedi formula V,S? = (m"fr)!‘

(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M.

(i) Ako je r = 1 onda je ocito broj svih uredenih jeednorki iz skupa koji ima m + 1

element jednak ngrl = m+ 1. Prema formuli (n”T'r), = % =(m+1l)zan=m+1

ir=1
Takojem+1leMzar=1.

(ii) Akoje 2 < r <m + 1 treba pokazati da vrijedi Vf;)ﬂ = (,Sfri),!),-

Za svaki fiksni r moZemo skup svih varijacija podijeliti na m + 1 podskupove u

kojima su varijacije s fiksnim prvim elementom npr. a;, sve varijacije s fiksnim
prvim elementom a, itd. Tako je

m! _ (m+ 1)
m—-r+1)! (m+1-r!

" _ (1) _ _
VO = m+1)- Ve = (PL) = (m+1)-
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Tako smo pokazalidajem+1eMza2 <r<m+1.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.15 motiv

(a) Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva
115, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova
(b) Koliko se lozinki duljine 3 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 1

i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova

Rjesenje:

(a) Lozinka duljine 4 znaka je jedna varijacija 4.tog razreda od n = 4-¢lanog
skupa$S = {v,c, 1,5} tj. permutacija bez ponavljanja od 4 elementa. Broj varijacija
je Vf) = P(4) = 4! = 24. MoZemo formirati 24 lozinke. (b) Lozinka duljine 3 znaka
je jedna varijacija 3-eg razreda od n = 4-¢lanog skupa$ = {v, c, 1, 5}. Broj varijacija
je Vf) = ﬁ = 24. MoZemo formirati 24 lozinke.

PRIMJER 1.16 Koliko ima dvoznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz skupa
S={1,2, 3,4}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?

RjeSenje:
Svaki 2-znamenkasti broj je varijacija 2-og razreda od n = 4-¢lanog skupa S. Broj

varijacija je V) = i = 12.

PRIMJER 1.17 Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz

skupa S={0,1,2,5,7}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:

Svaki 4-znamenkasti broj je varijacija 4-og razreda od n = 5 elemeata. Broj vari-
jacija je V) = 2 = 120.

Nula ne moZe biti na prvom mjestu pa od Vé4) moramo oduzeti sve varijacije
3-eg razreda od 4 elementa Vf) = (4f—!3)! = 24. TraZenih brojeva ima Vé4) - Vf’) =

120 — 24 = 96.

PRIMJER 1.18 Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva djeljivih s 5 sastavljenih od
znamenki iz skupa S = {0,1,2,5,7}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?
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RjeSenje:

Broj je djeljiv s 5 ako mu je zadnja znamenka 0 ili 5.

Prvo, fiksiramo zadnju znamenku 5.

Svaki takav troznamenkasti broj je varijacija 3-eg razreda od n = 4-¢lanog skupa
S =1{0,1,2,7). Broj varijacijaje V{ = iy = 24

Nula ne moZze biti na prvom mjestu pa od Vf) moramo oduzeti sve varijacije 2-og
razreda od 3 elementa iz skupa {1, 2,7} Véz) = ﬁ =6.

Zatim, fiksiramo zadnju znamenku 0. Svaki takav 3-znamenkasti broj je varijacija
3-eg razreda od n = 4-¢lanog skupa

S =1{1,2,5,7), pa ih ukupno ima V{ = iy =24

Ukupan broj traZenih brojeva je Vf) - Véz) + Vf) =24—-6+24=42.

PRIMJER 1.19 Na koliko se nacina u razredu u kojem je 30 ucenika moZe odabrati
glumacka druzina za ”Crvenkapicu”? Likovi su Crvenkapica, vuk, baka i lovac.

RjeSenje: Vgé).

141 VARIJACIJE S PONAVLJANJEM

MOTIV 1.7 Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova)
i brojeva 115, ako je dozvoljeno ponavljanje znakova.

Definicija 1.5 Neka skup S ima n razliCitih elemenata. Uredena r-torka elemenata n-
¢lanog skupa S ali tako da se elementi mogu i ponavljati (v moZe biti i vece od n) zove se
varijacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata.

T: Broj varijacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata
—

Vf’l

D: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo izabrati
na 7 nacina, drugi moZemo izabrati na n nacina, tre¢i na n nacina, itd., r-ti na n

nacina jer je dozvoljeno ponavljanje elemenata iz skupa S.
D: tko Zeli znati vise
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Pomo¢u AMI por:NekajeM = {re N : V,(;) =n", n € N}
(B.I) Provjeravamo je li 1 € M. Za r = 1 broj uredenih jednorki iz skupa koji ima

—(1
samo 1 element jednak V;) = n. Prema formuli n" = n!

=nzar=1,pajel € M.
(PI) Pretpostavimo da je m € M,
tj. vrijedi formula 1_/;? =n".
(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M.
tj. treba pokazati da vrijedi 1_/:”“) = n"*L,
Skup svih varijacija s ponavljanjem moZemo podijeliti na n podskupova u kojima
su varijacije s ponavljanjem s fiksnim prvim elementom npr. a, sve varijacije s
fiksnim prvim elementom a; itd. Tako je

V;mﬂ) =n- ‘—/;m) =(PL)y=n-n"=n""
Pokazalidajem+1€ Mzan € N.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.20 motiv

(a) Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva
11 5, ako je dozvoljeno ponavljanje znakova. (b) Koliko se lozinki duljine 3 znaka moze
formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 11 5, ako je dozvoljeno ponavljanje znakova.
Rjesenje:
(a) Lozinka je varijacija s ponavljanjem 4-tog razreda od n = 4-¢lanog skupa
S =7v,¢,1,5. Broj varijacija je fo = 4* = 256. MoZemo formirati 256 lozinki.
(b) Lozinka je varijacija s ponavljanjem 3-tog razreda od n = 4-¢lanog skupa

=
S =v,¢,1,5. Broj varijacija je Vi) = 4% = 64. MoZemo formirati 256 lozinki.

PRIMJER 1.21 Koliko ima dvoznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz skupa
S =1{1,2,3,4}, takvih da se znamenke ponavljaju?

Rjesenje:
Svaki takav dvoznamenkasti broj je varijacija s ponavljanjem 2-og razreda od

n = 4-¢lanog skupa S. Broj varijacija je 712) =42 =16.

PRIMJER 1.22 Razdioba razli¢itih predmeta
Svaka razdioba r razli¢itih predmeta na n razlic¢itih mjesta je varijacija s ponavljanjem

r-tog razreda od n elemenata. Broj razdioba je: VS).
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PRIMJER 1.23 3 kuglice razlicitih boja rasporedujemo u 6 kutija. Koliko razdioba

mozZemo dobiti?
—@3
RjeSenje: V(6 :

PRIMJER 1.24 Uocimo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razlicitih kuglica
s vraéanjem u kutiju (a poredak je vaZan), analogan rasporedu v razlicitih kuglica u n
razlicitih kutija.

PRIMJER 1.25 Iz kutije u kojoj je Sest kuglica razlicitih boja izvlacimo tri kuglice jednu
po jednu s vraéanjem ponovo u kutiju. Koliko razlicitih uzoraka moZemo dobiti tim

postupkom?
=3
RjeSenje: V(G .

PRIMJER 1.26 Listi¢ sportske prognoze ima 10 parova. Svaki par moZe dobiti oznaku
0,1 ili 2 (poraz, nerijeseno,pobjeda domacina). Koliko listica treba ispuniti da bi sigurno
jedan listi¢ bio dobitni?

Rjesenje: S ={0,1,2}, n = 3.
Listi¢ je varijacija s ponavljanjem r = 10-og razreda od n = 3 elementa. Broj
varijacija je Vs = 310 = 59049.
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1.5 KOMBINACIJE BEZ PONAVLJANJA

MOTIV 1.8 U skladistu je 100 proizvoda, 70 proizvoda prve klase, 20 proizvoda druge
klase i 10 proizvoda trece klase. Kontrolor testira tri proizvoda i daje pozitvnu ocjenu
ako su svi proizvodi prve klase. Na osnovu koliko posto svih uzoraka ée kontrolor dati
pozitivnu ocjenu proizvoda?

Definicija 1.6 Neka skup S ima n razlicitih elemenata. Svaki r-Clani podskup (r < n)
(redoslijed elemenata u skupu nije bitan) n-¢lanog skupa S zove se kombinacija r-tog

razreda od n elemenata.

T: Broj svih kombinacija r-tog razreda je od n elemenata je

) ¢ =(7) = i

vy
e

(i) C =

D: (i) Buduéi da u r-¢lanom skupu redoslijed nije bitan onda broj uredenih r-torki
od n elemenata moramo podijeliti s brojem permutacija r-¢lanog skupa.

(ii) Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element moZemo izabrati
na n nacina, drugi moZemo izabrati na (n — 1) nacina, tre¢i na (n — 2) nacina, r-ti

na (n —r + 1) nadin.

D: tko Zeli znati vise

Pomocu AMI pon :
Nekaje M = {nEIN:Cg) = (n_”—r'),r,, 1<r<n}
(B.I) Provjeravamo je li 1 € M. Za n = 1 parametar 1 < r < n moZe poprimiti

samo vrijednost r = 1 pa je broj jednoc¢lanih podskupova iz skupa koji ima samo

1 element jednak C(ll) = 1. Prema formuli (n_’;!)!.r! = (1_%!‘1! =1zan =1; Tako je
leM.

(PI) Pretpostavimo m € M,

pa tada za svaki dani 1 < r < m vrijedi formula Cf,? = (m_Lr'),r,

(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M.
(*) Ako je r = 1 onda je oito broj svih jednoc¢lanih podskupova iz skupa koji ima
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(m+1)!

m + 1 element jednak Cf;ll = m + 1. Prema formuli (n_"r!)!,r! = = = (m+1)za
n=m+1lir=1.
Pokazalismodajem+1leMzar=1.

(r  _ _ (m+l)

(++) Akoje 2 < r <m+ 1 treba pokazati da vrijedi C ', = 7=
Za svaki fiksni r moZemo skup svih kombinacija podijeliti na dva podskupa
u kojima su kombinacije bez ponavljanja koje sadrze fiksni element npr. a4, i
podskup u kojem su kombinacije bez ponavljanja koje ne sadrze fiksni element

a1. Tako je

m! m! m+ 1!

(m—r+1).'(r—1)! S TS

c” =chV+ ) = (PL) =

Tako smo pokazalidajem+1leMza2<r<m+1.
(¢**) Akojer = m+1 onda je o¢ito broj svih m +1 -¢lanih podskupova iz skupa koji

. . (m+1 _ (m+1)! _
ima m + 1 element jednak C = =)o) — 1

) = 1. Prema formuli (n_”y!)!lr!
zan=m+1lir=m+1.
Vrijedim+1eMzar=m+ 1.

Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

PRIMJER 1.27 Loto ima 39 brojeva. Izvlaci se slucajno 7 brojeva. Koliko razlicitih
listiéa s kombinacijama 7 brojeva treba ispuniti da se dobije jedan siguran pogodak?

Rjesenje: S ={1,2,3,...,39}, n = 39.

Listi¢ je kombinacija 7-og razreda (r = 7) od 39 elemenata. Broj kombinacija je
Cy) = (%) = 2383736353458 15380937 Treba ispuniti 15380937 listica da bi bili
sigurni da ¢emo imati jedan dobitak.

PRIMJER 1.28 U ravnini je 5 tocaka od kojih 3 nikada ne leZe na istom pravcu.
a) Koliko pravaca odreduju te tocke?
b) Koliko trokuta odreduju te tocke?

Rjesenje: S ={1,2,3,4,5},n = 5.

a) Pravac je kombinacija 2-og razreda (r = 2) od 5 elemenata. Broj kombinacija je
Céz) = (g) = 3 = 10. To¢ke odreduju 10 pravaca.

b) Trokut je kombinacija 3-eg razreda (r = 3) od 5 elemenata. Broj kombinacija je

Cé?’) = (g) = 55# = 10. To¢ke odreduju 10 trokuta.
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PRIMJER 1.29 Uzorak bez vraéanjem

Skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, nodruge vrste, ... , ny k-te vrste,
n=ny + ny + ... + ny. Uredena r-torka ima ry elemenata prve skupine, r, elemenata druge
skupine, ...,rx elemenata k - te skupine r=ri+ro+... 471y

Broj uredenih r-torki bez vracanja je: C;\ -Cj2- ... -Cjf.

PRIMJER 1.30 Studenti dva turnusa biraju po tri predstavnika u Klub studenata proe
godine GE. Prvi turnus ima 20 studenata, a drugi 30 studenata. Koliko moguce je
razlicitih sastava Kluba studenata?

RjeSenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja (koristimo teorem o uzastopnom pre-
brojavanju i broj kombinacija r;-razreda od n; elemenata).

n=mny+ny, =20+30,r = r + 1, =3+3.

Ukupan broj nacina da se dobije 6-¢lani Klub je

Co - Coo = (F) - (%) = 4628400.

PRIMJER 1.31 U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Na koliko nacina se moZe
dobiti uzorak koji se sastoji od 5 dobrih i 3 neispravna proizvoda?

Rjesenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vrac¢anja (koristimo teorem o uzastopnom pre-
brojavanju i broj kombinacija 7;-razreda od n; elemenata).
S=20T+7D,n=nr+np;, nt=20, np=7.

Uzorakr=5T+3D, r=rr+rp; rr =5, rp = 3.

Broj traZenih uzoraka je Cé%) . C(73) = (250) . (g) = 542640.

PRIMJER 1.32 Ako Zelimo ispitati kvalitetu 10 proizvoda od kojih je 6 ispravnih i 4
neispravna uzimamo uzorak od tri proizvoda. Koliko uzoraka ima u kojima

a) nema neispravnih proizvoda

b) ima jedan neispravan proizvod

c) ima barem dva ispravna proizvoda?
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RjeSenje: Koristimo formulu za uzorak bez vraéanja.

a) Osnovniskupiman = 10 elemenata; n = nt+np = 6+4. Uzorak bez neispravnih
proizvodaimar =rr+rp =3 +0.

Broj uzoraka koji nemaju neispravnih proizvoda je: CS) . CA(LO) =20.

b) Osnovni skup iman = 10 elemenata; n = nt+np = 6+4. Uzorak s 1 neispravnim
proizvodomimar=rr+rp=2+1.

Broj uzoraka koji imaju 1 neispravni proizvod je: Céz) . Cfll) =60.

¢) Osnovni skup ima n = 10 elemenata; n = ny + np = 6 + 4. Uzorak s bar dva
ispravna proizvoda moZe biti ako ima 1 ili 0 neispravna proizvoda.

Broj uzoraka s bar 2 ispravna proizvoda je:

A=a)+b)=C.cV+c?.clV =20+60=80.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.33 motiv

U skladistu je 100 proizvoda, 70 proizvoda prve klase, 20 proizvoda druge klase i 10
proizvoda trece klase. Kontrolor testira tri proizvoda i daje pozitvnu ocjenu ako su svi
proizvodi prve klase. Na osnovu koliko posto svih uzoraka ée kontrolor dati pozitivnu
ocjenu proizvoda?

Rjesenje:

Broj uzoraka velitine = 3 od 1 = 100 elemenata je C{)) =161700.
Koristimo formulu za uzorak bez vra¢anja.

Osnovni skup ima n = 100 = 11 + np + n3 = 70 + 20 + 10 proizvoda
Uzorak prve klase imar =r; + rp + 73 =3 + 0+ 0 = 3 proizvoda.
Broj uzoraka prve klase je: C%) . C(Z%) . Cg%) =54740.

Kontrolor ¢e dati pozitivnu ocjenu u % = 0.3385 ili u 33, 8% slucajeva.

1.5.1 KOMBINACIJE S PONAVLJANJEM
tko Zeli znati vise

MOTIV 1.9 Na koliko nacina moZmo rasporediti 3 bagera (jednaki) na 6 gradilista?

Definicija 1.7 Neka skup S ima n razli¢itih elemenata. Svaki r-clani podskup (r € IN),
n-¢lanog skupa S gdje se elementi mogu i ponavljati (redoslijed elemenata u r-torci nije
bitan) zove se kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata.
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T: Broj svih kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata je

@ G = (")

i) c =

n+r—17

ey =0 =
(iii) Cy = Prasr(n— 1,7).

D: tko Zeli znati vise

(i) Pomo¢u AMIpos=n+r—1:
NekajeM={s=n+r-1 eN:C" = (””_1),71,7611\1}-

n - r
(B.I) Provjeravamojeli1l € M.
Zas=1t. n+r =1, parametari sur = 1, n = 1. Broj 1-¢l. podskupova iz skupa

n+r—1) 1!

—@
koji ima samo 1 element jednak je c§ ' = 1. Prema formuli ( y )= @oom = 1za

s=1,pajes=1€M.
(PI) Pretpostavimo das =m € M,

tj. zan +r—1 = m vrijedi formula Eff) = (”+r_1) :

,
(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazatidajes=m+1e€M
n+r—1) )

ti. dazan+r—1=m+1 vrijedi formula Eff) = ( .

(*) Ako je r = 1 onda je o¢ito broj svih 1-¢lanih podskupova s ponavljanjem iz

n+r—1)
r

skupa koji ima n = m + 1 element jednak 6211 = m + 1. Prema formuli (
(mlﬂ):(m+1)zan:m+1ir:1.

Pokazalismodajes=m+1eMzar=1.

(#*) Akoje n = 1 onda je ocito broj svih m + 1-¢lanih podskupova s ponavljanjem iz
skupa koji ima n = 1 elementjednak E§m+1 = 1. Prema formuli (”+:_1) = (Ziﬁ) =1
zan=1lir=m+1.

Takojes=m+1eMzan=1.

(¢ * x) U ostalim sluc¢ajevima, skup svih kombinacija s ponavljanjem moZemo
podijeliti na dva podskupa u kojima su kombinacije sa ponavljanjem koje sadrze
fiksni element npr. a1, i kombinacije sa ponavljanjem koje ne sadrze fiksni element

ai.
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Zato je

E(r)_E(r 1) Ezrzlz(n:f12)+(n+r—2)

Pokazalismodajes=m+1€Mza2<ri2<n.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

(ii) Pokazat ¢emo na primjeru n = 3, r = 2 da formula vrijedi.

Neka je skup S = {1,2,3}. Sve kombinacije s ponavljanjem 2-og razreda od 3
elementa su (elemente smo poredali po uzlaznim vrijednostima):

{1,1} {1,2} {1,3} 2,2} {2,3} {3,3}.

Tih kombinacija ima 632 =6.

Definirajmo preslikavanje koje ¢e ovim podskupovima pridijeliti podskupove
dobivene tako da prvom ¢lanu podskupa dodamo 0, a drugom ¢lanu 1.

{1,1}—{1,2}

{1,2}—-{1,3}
{1,3}—{1,4}
{2,2}-{2,3}

{2,3}—>{2,4}

{3,31—{3,4}.

Slike su kombinacije bez ponavljanja 2-og razreda od 4-¢lanog skupa {1,2,3,4}.
Preslikavanje je bijekcija izmedu skupa svih kombinacija s ponavljanjem 2-razreda
od 3 elementa i kombinacija 2-razreda od 4 elementa. Budu¢i da postoji bijekcija,

ti su skupovi jednakobrojni pa vrijedi 6(32) = Cf) = 6.

(ii) Uo¢imo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razli¢itih kuglica s
vra¢anjem u kutiju, analogan rasporedu r jednakih kuglica u n razlic¢itih kutija.
Svaki raspored kako se r kuglica moZe rasporediti u n kutija je kombinaciju s pon-
avljanjem r-tog razreda od n elemenata. Zamislimo da imamo # kutija poredanih
u niz i da u njih bacamo k kuglica.

Problem je sada kao da slazemo kuglice i pregrade izmedu njih. Jedan raspored
mozemo gledati kao uredenu n — 1 + r -torku gdje imamo n — 1 izbor pregrada
i r izbora za kuglice. Svaki takav raspored je permutacija s ponavljanjem od
n —1+r elementata od kojih jedne vrste ima n — 1, a druge r. Ukupan broj takvih
permutacija s ponavljanjem ima 1_3n_1+r(n -1,7).

Radni materijal 32



1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

PRIMJER 1.34 Zamislimo da imamo n=>5 kutija poredanih u niz i da u njih bacamo r=9
kuglica.

Problem moZemo razmatrati kao da slaZemo kuglice i pregrade medu kutijama. Imamo
n-1=4 jednake pregrade i r=9 jednakih kuglica. Dakle, imamo permutacije n+r-1=13
elemenata od kojih su 4 jedne vrste i 9 druge vrste pa je njihov broj: P13(4,9).

PRIMJER 1.35 Razdioba jednakih predmeta
Svaka razdioba v jednakih predmeta na n razlicitih mjesta je kombinacija s ponavljan-
jem r -tog razreda od n elemenata.

Broj razdioba je E,(;).
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.36 motiv
Na koliko nacina mozZmo rasporediti 3 bagera (jednaki) na 6 gradilista?

Rjesenje: Bagere moZemo rasporediti na 6(63) = (”‘L:_l) = (6+§_1) = (g) = 56

nacina.

PRIMJER 1.37 3 kuglice iste boje rasporedujemo u 6 kutija. Koliko razdioba moZemo
dobiti?

RjeSenje: 6(63).
PRIMJER 1.38 Uocimo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razlicitih kuglica

s vracanjem u kutiju ( redoslijed nije vaZan), analogan rasporedu r jednakih kuglica u n
razlicitih kutija.

PRIMJER 1.39 Iz kutije u kojoj je 6 kuglica razli¢ite boje izvlacimo tri kuglice jednu po
jednu s vratanjem. Koliko uzoraka moZemo dobiti ako redoslijed nije vazan?

-3
RjeSenje: C(6 ).
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PRIMJER 1.40 U prodavaonici se moZe kupiti 5 vrsta carapa. Koliko razlicitih poklona

moZe napraviti prodava¢ ako je pakirao po 9 pari?

RjeSenje: S = {1,2,3,4,5}, n = 5 vrsta ¢arapa.
Poklon je kombinacija s ponavljanjem 9-razreda (r = 9) od 5 elemenata.
Broj poklona je Eég) = (””_1) = (5+g_1) = (193) =715.

r

PRIMJER 1.41 Iz kutije u kojoj je Sest kuglica razlicitih boja izvlacimo tri odjednom (bez
vraéanja). Koliko takvih kombinacija moZemo dobiti ako redoslijed nije vazan?

Rjesenje: C(63).

PRIMJER 1.42 Iz kutije u kojoj je 6 kuglica razli¢itih boja izvlacimo tri kuglice jednu po
jednu s vracanjem. Koliko uzoraka moZemo dobiti ako redoslijed nije vaZan?

-3
RjeSenje: C(6 ).
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1.6 Ponovimo

BEZ PONAVLJANJA

broj permutacija od n elemenata

P(n) =n!

broj varijacija r—tog razreda od n elemenata

= (n-n!

broj kombinacija r—tog razreda od n elemenata C(,f) = (’;) T (Z'_r),
S PONAVLJANJEM

br. permutacija s pon. od n el. Py(ny,n, ..., nx) = m

br. varijacija s pon. r—tog raz. od n el. V(r)

br. kombinacija s pon. r—tog raz. od n el. _(r) =
IZBOR - s vra¢anjem

IZBOR: r-¢l. uzorka iz n-¢l. skupa razli¢itih elemenata

nije vazan poredak E)(; )

vazan poredak V](:)
IZBOR - bez vracanja

IZBOR: r-¢l. uzoraka iz n-¢l. skupa razli¢itih elemenata

nije vazan poredak c

vaZzan poredak V;(f)

RAZDIOBE - proizvoljno predmeta u kutijama

RAZDIOBE: r predmeta u n razli¢itih kutija

=0

jednakih predmeta C,
razli¢itih predmeta Vir)
RAZDIOBE - najvise po jedan predmet u kutiji
RAZDIOBE: r predmeta u n razli¢itih kutija
jednakih predmeta c
razli¢itih predmeta %l

35
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UZORCI
UZORCIL: veli¢iner =1 + 12 + ..+ 14 | izn =ny +np + .. + ;=€L. skupa
bez vracanja C,(fll) . C,(f;) . -C,(fkk)
s vradanjem Pu(r1, 12, oo 1) - (117)1(12)"2 - ... - (1)
s vracanjem n > r Z_Jr(rl, 72, ey ¥k)
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Poglavlje 2

KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

Teorija vjerojatnosti je matematicka disciplina ¢iji je zadatak formirati i proucavati
matematic¢ki model slu¢ajnog pokusa. U 17. stoljec¢u, inspirirani kockarskim igra-
mam matematicari B. Pascal i P. Fermat su se prvi bavili vjerojatnosnim prob-

lemima.

21 PROSTOR ELEMNTARNIH DOGADAJA

Pokus (eksperiment) je definiran odnosom uzroka i posljedica. Pretpostavke za
realizaciju pokusa su: ponavljanje pokusa proizvoljno kona¢no mnogo puta i poz-
navanje moguc ih ishoda.

Ishodi pokusa su jedini objekti za izgradnju matemati¢kog modela pokusa.

U deterministickom pokusu ishod je jednozna¢no odreden uvjetima pokusa, a u

slu¢ajnom pokusu ishod nije jednozna¢no odeden uvjetima pokusa.

Osnovna pretpostavka slu¢ajnog pokusa je da svako vrsenje pokusa mora dati
ishod (dogadaj) koji odgovara jednom i samo jednom elementarnom dogadaju.

MOTIV 2.1 (a) Bacamo igracu kocku. Koji su ishodi sluc¢ajnog pokusa?
(b) Bacamo istovremeno dvije igrace kocke. Koji su ishodi sluc¢ajnog pokusa?
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2.1. PROSTOR ELEMNTARNIH DOGADAJA

Definicija 2.1 (ELEMENTARNIDOGADA].PROSTOR ELEMENTARNIH DOGADAJA)
Slucajni pokus je definiran svojim osnovnim ishodima koji se medusobno iskljucuju i

zovu se elementarni dogadaji. Oznacavaju se malim grckim slovima wy, w2, ..

Skup Q = {w; : w; =elementarni dogadaji, i = 1,..,n,...} je neprazan skup i zove se

prostor elementarnih dogadaja.

PRIMJER 2.1 Slucajni pokus= bacanje novcica;
elementarni dogadaji: w1, wy; w1 = "palo pismo”, wo = "pala glava”;
Prostor elementarnih dogadaja QO = {w1, wz}.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 2.2 motiv
(a) Slucajni pokus= bacanje kocke;
elementarni dogadaji: w1, ..., we; w1 = "pao broj 17, .....,omegae = "pao broj 6”;
Prostor elementarnih dogadaja Q) = {wy, ..., we}
(b) Slucajni pokus= bacanje istovremeno dvije kocke;
elementarni dogadaji: @, ..., w3s; @1 = (1,1),... w36 = (6,6).
Prostor elementarnih dogadaja Q) = {w;, ..., W36}

PRIMJER 2.3 Slucajni pokus (eksperiment)= vrijeme trajanja tri sijalice;
elementarni dogadaj: w = (x,y,z) € R3: x> 0,y > 0,z > 0; Prostor elementarnih
dogadaja Q = {w = (x,y,z) e R¥: x>0,y > 0,z > 0}

PRIMJER 2.4 Slucajni pokus (eksperiment)= dnevna kolicina padalina i maksimalna
dnevna temperatura u Zagrebu;

elementarni dogadaj: w = (x,y) : x < 0,-30 < y < 50; Prostor elementarnih dogadaja
Q={w=(x,y) € R*:x<0,-30 < y <50}

Definicija 2.2 (SLUCAJNI DOGAPA])

Slucajni dogada je podskup prostora elementarnih dogadaja . Slucajni dogadaji
oznacavaju se velikim tiskanim slovima latinice A,B,...; A € Q.
(SIGURAN DOGADA])

Cijeli prostor elementarnih dogadaja C je siguran dogadaj koji se mora dogoditi u

svakom vrsenju pokusa.
(NEMOGUC DOGAPAJ)
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Prazan skup 0 je nemogu¢ dogadaj koji se nikad nece dogoditi.
(POVOLJAN DOGADA])

Elementarni dogadaj koji pripada dogadaju A zove se povoljan za dogadaj A ako
pojavljivanje tog elementarnog dogadaja u pokusu povlacda se dogodio dogadaj A.

PRIMJER 2.5 Slucajni pokus=bacanje igrace kocke;

elementarni dogadaji: wy, = "pala 1”,..., we = "pala 6”;

Prostor elementarnih dogadaja: Q = {w1, w2, ..., we} = 1{1,2,3,4,5,6};
A="pao je paran broj”; A={w,, w4, we} = (2,4, 6}.

Elementarni dogadaji w;, w4, we su povoljni za dogadaj A.

OPERACIJE SA SKUPOVIMA

Slu¢ajni dogadaji su podskupovi od . Operacije sa dogadajima definiramo
pomocu operacija sa skupovima.

Podskup dogadaja: A C B : (dogodi se A = dogodi se B);

Razlika dogadaja: A\B : (dogadaj A\B se dogodi ako se dogodi A i ne dogodi B);
Suprotan dogadaj: A° = Q\A : (A° se dogodi & A ne dogodi);

Presjek dogadaja : A N B : (dogadaj A N B se dogodi & dogode se i A i B);
Unija dogadaja:A U B : (dogadaj A U B se dogodi & dogodi seili A ili B);

. AUB

T: Vrijede de Morganova pravila:
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(LkJ Ag) = QAC;
(Q ApF = LkJA;.

Definicija 2.3 (DOGAPAJI SE ISKLJUCUJU)
Za dogadaje A i B kaZemo da se medusobno iskljucuju ako je njihov presjek jednak @ .

Definicija 2.4 (POTPUN SISTEM DOGADAJA)
Skupovi A1Ay, ..., Ay Cine potpun sistem dogadaja ako se svi medusobno iskljucuju i
ako im je unija cijeli prostor elementarnih dogadaja:

n

ANAj=0Yi#ji=1.n| Ja=0Q
i=1

PRIMJER 2.6 Iz skupa jednoznamenkastih brojeva izabiremo jedan broj. Neka je dogadaj
A="broj je djeljivs 2" , dogadaj B="broj je djeljiv s 3".

Naci izraze za dogadaje C:

(a) C="broj djeljivis2is 3”;

(b) C="broj djeljiv ilis 2 ilis 3”;

(c) C="broj paran a nije djeljiv s 3”;

(d) C="broj nije paran a djeljiv s 3”;

(e) C="broj nije ni paran ni djeljiv s 3”.

Rjesenje: A = {2,4,6,8}, B = {3,6,9}
(a) C=ANB = {6};
(b)C=AUB=1{2,3,4,6,8,9};
(c)C=A\B =1{2,4,8};

(d) C=B\A = {3,9};

(e)C=(AUB) =A“NB°={1,5,7}.

PRIMJER 2.7 Iz tablice slucajnih brojeva izabran je jedan broj. Dogadaj A="broj je
djeljiv s dva”, dogadaj B="zadnja znamenka je 0”. Sto oznacava dogadaj C:

(1) C=ANB;

(b) C=A°NB;

(c)C=AUB;

RjeSenje:

(a) C="broj je paran i zadnja znamenka je 0”;

(b) C=0 nemogu¢ dogadaj;

(c) C=A ="broj je paran”.
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PRIMJER 2.8 Slucajni pokus je gadanje u metu. Pokus se ponavlja 3 puta. Promatraju
sedogadaji A, B, C koji znace pogadanje mete u proom, drugom i trecem pokusaju. Pomocu
tih dogadaja opisati slijedece dogadaje:

(a) "sva tri pogotka”;

(b) "tri promasaja”;

(c) "bar jedan pogodak”;

(d) "bar jedan promasaj”;

(e) "najvise dva pogotka”;

(f) "najvise jedan pogodak”;

(g) "bar dva pogotka”;

(h) "do treceg gadanja nije bilo pogodaka”.

Rjesenje:

@ANBNCGC;

(b) ANB°NC*=AUBUCQC),

() AUBUC;

(d)A°UB°UC =(ANBNC),

() AAUANBYUANBNCY) =A“UB°UC%=(d)

A NB NCHYUANB NCHYUANB NC)U(A°NBNC;
8ANBNCUMANBUANCUBNC);

(h) A°N B = (AU B)“.

PRIMJER 2.9 Za koje dogadaje vrijedi:
(@) AUB = A;

(b) ANB = A;

(c) ANB=AUB;

(d) ANB = A°

(e) AUB = A°.

RjeSenje:
(@) BC A;
(b) A CB;
(c)A=B;
(d)A=Q,B=0;
(e)A=0,B=0Q.
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2.2 KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI (A PRIORI)

Francuski matematicar P. S. Laplace (1749.-1827.) objavio je 1812. djelo “Theorie
analitique des probabilities” u kojem uvodi pojam elemntarnih dogadaja i pojam
vjerojatnosti a priori i a posteriori. Vjerojatnost dogadaja a priori odreduje preko
omjera koji ovisi o prirodi dogadaja. Za homogeni nov¢i¢ prije bacanja moze
se odrediti da je vjerojatnost (a priori) da ¢e pasti pismo jednaka 1. Vjerojatnost
dogadaja a posteriori odreduje nakon velikog broja ponavljanja eksperimenta kao
omjer broja pojavljivanja dogadaja i ukupnog broja ponavljanja.

MOTIV 2.2 U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Kolika je vjerojatnost da izaber-
emo uzorak koji se sastoji od 5 dobrih i 3 neispravna proizvoda?

Definicija 2.5 (KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI A PRIORI)

Neka je prostor elementarnih dogadaja konacan skup |Q| = n, Q = {ws, ..., wn}.
Neka su svi elementarni dogadaji jednako moguci. Neka dogadaj A ima m povoljnih
elementarnih dogadaja, A C Q),|A| =
Vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja je P(w) = ﬁ

Vierojatnost dogadaja A definira se kao broj:

1Al

P(A) = aQr

T: SVOJSTVA:
D P =1,
(2) P(A%) =1 = P(A),

(3) P(0) =

4)0<PA<1,

(5) Ac B = P(A) < P(B),

(6) ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B),
(7) P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

D.

MPQ=2=1,

(2) P(A°) = 22t = 1 — 11 = | _ P(A),

(3) P©0) = P(Q“)—()=1—P(Q)=(1)=1—1=0,
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4)AcCcQO0<|Al<n=0<PA) <1, prema(l)i(3)=0<PA) <L
1Al B
(5) IAl < Bl = £ < B = P(A) < P(B),
(6) |AUB| = |A| + |B| =
_ |AUB| _ |AI+IBl _ A | [Bl _
P(AuB) =22 = BHE = B4 Bl = p(4) + P(B),

(7)JAUB|=|A|+|B|-|ANB| =
_ |AUB| _ |AI+IBI-IANB] _ |Al | Bl _ |ANB| _
P(AuB) =2 = ¥ =4+ B Y8 = P(A) + P(B) - P(AN B).

n

SLABOSTI:

-restriktivna jer se moZe primijeniti samo na slucajne pokuse s kona¢no mnogo
elementarnih dogadaja;

-kruZna jer se u definiciji vjerojatnosti koristi formulacija “jednako moguci” tj.
”jednako vjerojatni”.

PRIMJER 2.10 Slucajni pokus: bacanje igrace kocke. Kolika je vjerojatnost (klasicna
apriori) dogadaja A="pao broj veci ili jednak 3”?

RjeSenje:
Q=1{1,2,3,4,56}, n=[Q| =6.
A=1{3,4,56} |Al =4
_ Al _ 4 _
P(A) = 5} = £ = 0.666.

PRIMJER 2.11 U kutiji je pet kuglica: dvije bijele i 3 crne. Iz kutije slucajno izvucemo
jednu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da e izvucena kuglica biti crna?

Rjesenje:

Slu¢ajni pokus: izvla¢imo kuglicu iz kutije u kojoj su 2 b i 3 ¢ kuglice; QO =
{b,b,c,c,c}, n=[Q| =5.

A="kuglicaje crna”; A = {c,c,c}, |A| =3,

P(A) =14l = ¢,

PRIMJER 2.12 U kutiji je n olovaka jedne vrste od kojih je nt ispravnih, a np = n —nr
neispravnih. Uzmemo slucajni uzorak od r olovaka. Kolika je vjerojatnost da je medu
njima rr ispravnih (0 < rr < r)i rp neispravnih?
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RjeSenje:

Sluéajni pokus: izbor od r elemenata (bez vrac¢anja) iz skupa koji ima n elemenata
n=nr+mnp, ¥ =rr+rp.

Q = {svi uzorci veli¢ine r iz n-¢l. skupa}, [Q| = (7);

Dogadaj A="uzorak ima rr ispravnih i rp neispravnih”;

|A| = Broj svih uzoraka veli¢ine r iz n-¢l. skupa bez vracanja koji imaju rt is-
pravnih i rp neispravnih:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja (koristimo teorem o uzastopnom pre-
brojavanju i broj kombinacija r;-razreda od n; elemenata).

lar=ciy- i’ = () - () = () - (=)

IAI n;,‘- [ n—nT
_ _\r r=rp
r

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 2.13 motiv
U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Kolika je vjerojatnost da izaberemo uzorak
koji se sastoji od 5 dobrih i 3 neispravna proizvoda?

Rjesenje:

Sluéajni pokus: izbor od r elemenata (bez vrac¢anja) iz skupa koji ima n elemenata
n=mnr+np,r=rr+r1p.

n=27,r=8nr=20,np=7,rr =5, rp =3.

Q ={svi uzorci veli¢ine r = 8 iz n = 27-¢l. skupa};

10l = (1) = (¥) = 2220075;

Dogadaj A="uzorak ima r7 = 5 ispravnih i rp =3 neispravnih”;

|A| =Broj svih uzoraka veli¢inerizn-cl. skupa bez vra¢anja kojiimaju rr ispravnih
od nr irp neispravnih od np:

A= () () = (37)-(7=7) = (3) - (5) = 542640

_JAl _ 542640 _
P(A)=ll = 32640 = 024442,
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

2.3 KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI A POSTERIORI

MOTIV 2.3 Kolika je vjerojatnost sestice kod bacanja igrace kocke? Bacili smo kocku
1000 puta i 170 puta je pala Sestica.

Definicija 2.6 (KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI
A POSTERIORI)

Neka se slucajni pokus ponavlja n puta, n € N, i neka dogadaj A nastupi ny puta. Ako
slucajni pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija, tj. 7}1_{20 A=
p, onda se vjerojatnost a posteriori dogadaja A definira kao broj:

P(A) = hm”f:p, 0<PA) <1
n—oo
Cesto se P(A) zove STATISTICKA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI.

T: SVOJSTVA:

w1 = 0 = "nije se dogodio A”;

wy =1 ="dogodio se A”;

Q=1{0,1} x... x {0, 1}, n puta;

(1) P(Q) = lim "2 = lim 2 =1,

2) P(AY) =1 = P(A),

(3) P0) =0,

4)0<PA <1,

(5) A c B= P(A) < P(B),

(6) ANB=0= P(AUB) =P(A) + P(B),
(7) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B).

D: analogno kao klasi¢na definicija vjerojatnosti a priori.

SLABOSTI:

P(A)=lim 2,

Ye > 0,dny € N,¥Yn > ng = |P(A) — ’%l < €, ali ng ovisi o realizaciji slucajnog
pokusa.

Za konkretan slucajni pokus tesko provijeriti ima li svojstvo stabilnosti relativnih

frekvencija!

Prisjetimo se motivacijskog primjera:
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2.3. KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI A POSTERIORI

PRIMJER 2.14 motiv
Kolika je vjerojatnost Sestice kod bacanja igrace kocke? Bacili smo kocku 1000 puta i
170 puta je pala Sestica.

RjeSenje: Slucajni pokus: bacanje kocke.

w1 =1 =" palabroj1”; ws = 6 = "pao broj 6”;

Q={12,.,6}x..x{1,2,.,6},n = 1000 puta;

Pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija ako jekocka

homogena.

P(w1)=1lim n:l’l =p = £ (iskustvo),...,
n—oo

P(we)=lim n% =p= % (iskustvo).

A = ws, Ny, =170

P(A) = " = 170 — 0.1705.

PRIMJER 2.15 Bacamo novci¢ n=24000 puta. Kolika je vjerojatnost a posteriori dogadaja
A="palo pismo” ako je pismo palo 12012 puta.

RjeSenje: Slucajni pokus: bacanje novcica.

w1 = 0 = "nije palo pismo”; w, = 1 = “palo pismo”;

Q={0,1} x ... x {0, 1}, n = 24000 puta;

Pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija ako je ho-

mogen.

P(w1)=1lim 2 = p = 1 (iskustvo),
n—oo

P(w2)=lim %2 = p =1 (iskustvo).

A = w), Ny, = 12012
P(A) = =2 = 12012 _ (1 5005.

n
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

24 GEOMETRIJSKA VJEROJATNOST

MOTIV 2.4 Miadi¢ i djevojka su dogovorili sastanak na trqu u 12 sati. Cekat Ce se
najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su oboje dosli
na trg od 12 do 13 sati?

Definicija 2.7 Neka se slucajni pokus sastoji u slucajnom izboru tocke u skupu Q0 € R"
za koji vrijedi u(CQQ) > 0, gdje je u geometrijska mjera skupa:

o n =1 duljina;
e 1 =2 povrsina;
e 1 = 3 obujam.

Neka je dogadaj A C Q) izbor tocke iz skupa A. Geometrijska vjerojatnost dogadaja A tj.
vjerojatnost da je izabrana tocka iz skupa A je broj

o)
u(Q)’

PRIMJER 2.16 U kvadratu stranice a slucajno je izabrana jedna tocka. Kolika je vjero-

P(A)

jatnost da je tocka s dijagonale kvadrata?

\*i

Rjesenje:
Slucajni pokus: slucajni izbor tocke u skupu Q = [0,a] X [0, a].
A=dijagonala kvadrata, A C Q, A ={(x,y) € Q:x =y}.

w(Q) = a?, u(A) =0, P(A) = 5% —0.

PRIMJER 2.17 U kvadratu stranice a slucajno je izabrana jedna tocka. Kolika je vjero-
jatnost da je tocka unutar upisanog kruga?
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2.4. GEOMETRIJSKA VJEROJATNOST

[
N

Slucajni pokus: slucajni izbor tocke u skupu Q = [0, a] X [0, a].
A=upisani krug u kvadrat, A c Q, A ={(x,y) € Q: x> + > = (%)%}

A) (52
B = @, w(A) = (P, P(A) = 14 - =

X

RjeSenje:

PRIMJER 2.18 Kolika je vjerojatnost da zbir dva slucajno izabrana broja unutar seg-
menta [0,1] bude manji od 1, a da njihov produkt bude manji od 2/9?

0

wl—
|

Rjesenje: Q =[0,1] X [0,1];A Cc Q,
A={x1y)eQ:0<x<1/3,0<y<1-x}jU
1 2
- <x< <y< —
{(x,y) €Q %_x_Z/B,O_y_gx}U
{(x,y)eQ:§$xsl,OSysl—x}.

A
1(Q) =1, u(A) =%+§ln2,P(A) = % =%+%1n2-

PRIMJER 2.19 Na brojevnom pravcu odaberem slucajno tocke a i b tako da je a €
[0,3],b € [-2,0]. Odredite vjerojatnost da je udaljenost tocaka a i b veéa od 3?
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

Rjesenje: ()= toc¢ka je unutar pravokutnika [0, 3] x [-2,0].

A = tocka je unutar trokuta {(x,y) € Q:x -y >3, x>1, y > -2}.
A

p@Q) =6, u(A) =2, P(A) = Ky =5 =1

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 2.20 motiv Mladi¢ i djevojka su se dogovorili sastanak na trqu u 12 sati i
ekat ¢e se najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su
oboje dosli na trg od 12 do 13 sati?

Rjesenje: Susret je unutar vremenskog razmaka od 60 minuta pa je Q = [0, 60] X
[0,60]. Treba odrediti vjerojatnost dogadaja A=par se susreo={(x,y) € Q: [x—y| <
20}.

_ HA) _ 5
P(A) = Q) = o
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2.5. Ponovimo

2.5 Ponovimo

Prostor elemntarnih dogadaja

Q= {a)ll ceer a)n}

Dogadaj A C Q

|A| broj povoljnih elem. dog. za A

Klasi¢na vjerojatnost a priori

P(A) = &

Klasi¢na vjerojatnost a posteriori

PA) = fim %

Geometrijska vjerojatnost

A
PA) = iy

Radni materijal
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Poglavlje 3

AKSIOMATSKA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

Klasi¢na definicija a priori i klasi¢na definicija a posteriri imaju nedostatke. Ruski
matemti¢ar A. Kolmogorov(1903.-1987.) smatra se ocem moderne terorije vjerojat-
nostiion uvodi aksiomatsku definiciju vjerojatnosti u monografiji Osnovni pojmovi
teorije vjerojantosti(1933.).

MOTIV 3.1 Vjerojatnost da jedna vrsta gume ima rok trajanja veci od 10000 km je 0.95.
Kolika je vjerojatnost da ce na autu

(a) sve gume trajati duZe od 10000 km?

(b) barem jedna guma puknuti prije predenih 10000 km?

MOTIV 3.2 (a) Tri bagerista su slucajno uzimali kljuceve svojih strojeva iz kutije. Ko-
lika je vjerojatnost da je bar jedan izabrao kljuceve svog vozila?

tko Zeli znati vise
(b)Ako je bilo n bagerista kolika je vjerojatnost da je bar jedan sjeo u svoj bager?

Definicija 3.1 (SKUP SVIH MOGUCIH DOGAPAJA SLUCAJNOG POKUSA)
Neka je Q) prostor elementarnih dogadaja. Partitivni skup ili skup svih podskupova

od Q, P(Q) zovemo skup svih moguéih dogadaja slucajnog pokusa.

Podskup ACP(Q) zovemo familija dogadaja iz €.

Definicija 3.2 (SIGMA ALGEBRA DOGADAJA)
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Neka familija dogadaja F CP(L2) ima svojstva:
D0eF
(i) ACF=ACF .
(iii) Ako je A; € F,i € N = UAi eEF
Takvu familiju skupova F zovem(l)_sligma algebra dogadaja (o-algebra).
Ako je Q) konacan skup onda je i svaka o-algebra ACP(QY) konacna i naziva se algebra

dogadaja.

PRIMJER 3.1 Familija skupova Fo = {0, Q3} je o-algebra (minimalna).
Familija skupova ¥ = P(Q) je o-algebra (maksimalna).

T: SVOJSTVA:
@Qe7F,
(b) Akoje A; € F,ie N = ﬁlAi eF.
D.
(a) Prema definiciji (i), (11) Q= (Z)C eF.
(b) Prema definiciji (iii) ﬂ A= (U A eF.

Definicija 3.3 (AKSIOMATSKA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI)
Neka je Q) prostor elementarnih dogadaja slucajnog pokusa. neka je ¥ o-algebra
skupova na Q) . Funkcija P:F — R zove se vjerojatnost na ¥ ako vrijedi:
(P1) P(A) > 0,A C F (svojstvo nenegativnosti);
(P2) P(Q) = 1 (svojstvo normiranosti);
(P3) Ai e F,ie NNANA =0,i # ] = P(iQAi) = g P(A;) (svojstvo prebrojive

aditivnosti).

Definicija 3.4 (VJEROJATNOSNI PROSTOR)

Vijerojatnosni prostor zovemo uredenu trojku (Q, F, P), gdje je F o-algebra na (), a
P vjerojatnost na F .

Ako je Q prebrojiv ili konacan skup elementarnih dogadaja onda (Q, ¥, P) zovemo
diskretni vjerojatnosni prostor.

Ako je () konacan skup elementarnih dogadaja, |Q)| = n, onda (Q2, P(C2), P) zovemo n
dimenzionalni diskretni vjerojatnosni prostor.

Definicija 3.5 (DOGADA])
Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor. Dogadaj A je element od F .
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3. AKSIOMATSKA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

TEOREM 3.1 (svojstva funkcije P)

Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor. Tada za funkciju vjerojatnosti P vrijedi:
(a) P(D) = 0;
(b) A€ Frie (1, .,nl, AN A;=0,i % j = P(U A) = T, P(A)

(svojstvo konacne aditivnosti); = =
(c)A,BeF,ACB= P(A) < P(B) (svojstvo monotonosti);
(d)AeF = P(A°) =1-P(A);
(e) A,BeF = P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).

Dokaz:
(a) Neka je A1 = Q,A; = 0,i > 2. Prema definiciji vjerojatnosti (P2)

(o] [o0]

P _JAa) =) P@Aa) = P@Q =P+ ) PO)=1=1+) P@)= P@)=0.
i=1 =2

i=1 i=2
(b) Neka su A; = 0,i > n. Prema svojstvu (a) P(A;) = 0. Koriste¢i definiciju
vijerojatnosti (P2)

[oe]

P _Jay = i P(A) = P(CJ A = Z P(A)).
i=1

i=1 i=1 i=1
(c)ACB= B=AU(B\A). Prema svojstvu (b)

P(A U (B\A)) = P(A) + P(B\A) = P(B) = P(A) + P(B\A).

Prema definiciji vjerojatnosti (P1) P(B\A) > 0 = P(B) > P(A).
(d)Q=AUA=1=PAUA") =P(A) + P(A°).
(e) Uo¢imo slijedece relacije AU B = AU (B\A), B= (AN B) U (B\A).
Prema svojstvu (b) ra¢cunamo:
P(AUB) =P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A), i
P(B) = P((AN B)U(B\A)) = P(AN B) + P(B\A).
Zaklju¢ujemo da je P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

NAPOMENA 3.1 Vjerojatnost je funkcija P : ¥ — [0, 1].

NAPOMENA 3.2 vazZno
T: Ako je € konacan i ako su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni onda je vjerojat-
nost dogadaja A prema aksiomatskoj definiciji jednaka vjerojatnosti a priori:

A
P(A) = H
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D:
Neka je Q = {w1, w2, ..., w,} konaéan skup elementarnih dogadaja koji su svi jednako
vjerojatni, a (Q, P(QQ), P) vjerojatnosni prostor. Prema svojstvu normiranosti i zahtjevu
da je vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja jednaka:
1

P =1=n-Plw}) =1= P(a}) = .
Neka je dogadaj A = {wi1, wip, ..., wix}. Koristeéi svojstvo konacne aditivnosti vjerojatnost
dogadaja A C P(Q) je onda jednaka

P(A) = Z P({wlk}) =k- P({a)lk}) =k- % — g

wik€EA

Uocimo da je P(A)= klasi¢noj definiciji vjerojatnosti a priori.

PRIMJER 3.2 Bacamo dvije kocke. Kolika je vjerojatnost da Ce pasti jednaki brojevi ili
paran produkt?

RjeSenje: Prema svojstvu (e) A,B € ¥ = P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), za
dogadaj A =pali jednaki brojevi i dogadaj B = produkt brojeva koji su pali je paran

broj ratunamo vjerojatnost P(A U B) = = + % - % %.

PRIMJER 3.3 PokaZite da vrijedi

Cw

3
A eF,iell,2,3}, i) = ZP(Ai)—P(A1UA2)—P(A1ﬂA3)—P(AzﬂA3)+P(A1ﬂAzﬂA3).
i=1

:1
RjeSenje:
tko Zeli znati vise
Koristimo svojstvo vjerojatnosti (e) A, B € ¥ = P(AUB) = P(A)+P(B)—-P(ANB)
zaA=A1, B=AyUAsj.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 3.4 motiv
(a) Tri bagerista su slucajno uzimali kljuceve svojih strojeva iz kutije. Kolika je vjero-
jatnost da je bar jedan izabrao kljuceve svog vozila?

tko Zeli znati vise
(b)Ako je bilo n bagerista kolika je vjerojatnost da je bar jedan sjeo u svoj bager?
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3. AKSIOMATSKA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

RjeSenje: (a) Dogadaj A; =i-ti bagerist je izabrao kljuceve svog vozila, i = 1,2, 3.
Dogadaj B =bar jedan bagerist je izabrao kljuceve svog vozila; tj. B = A UA,UA3.

3
P(B) = P(A]UA2UA3) = ¥ P(A;)~P(A1NA2)—P(A1NA3)~P(A2NA3)+P(A1NANA3).
i=1

tko Zeli znati vise ® o
(b) P(A1 U ... UAy) =1 - 52K + sty —
P(B)=1-¢!%~0.68,zan > 10.

Vjerojatnost je ista 0.68 ako je 11 bagerista ili ako je npr. 100 bagerista.

ot (c1yla)

n!

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 3.5 motiv
Ako je vjerojatnost da jedne vrsta gume ima rok trajanja veci od 10000 km jednaka
0.95, kolika je vjerojatnost da ¢e na autu
(a) sve gume trajati duZe od 10000 km?
(b) barem jedna guma puknuti prije prdenih 10 000 km?

RjeSenje:

Dogadaj A =jedna guma je presla 10000 km; dogadaj B = sve Cetiri su presle 10000
km, dogadaj C = bar jedna guma je pukla prije 10000 km; tj. C = B°.

(a) P(A) = 0.95P(B) = P(A)*%;

(b) P(C) =1-P(B) =1-0.95

NAPOMENA 3.3 tko Zeli znati vie
T: Svojstva funkcije vjerojatnosti P :

n
HDAeF,nelN, AycAyC..CAL A =UA,
i=1

= P(lim A,) = P(U A;) = lim P(A,);
n—o00 i=1 n—o00
(svojstvo neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastuci niz);

n
(g9 AneF,meNA, CAp1 C... CALA = (A
i=1

n
= P(lim A,) = P(() A;) = lim P(A,),
n—oo l:1 n—o00
(svojstvo neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na padajuci niz);

D: tko Zeli znati vise
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n

(f) Za niz dogadaja A1 C Ay C ... C Ay, Ay = U A,, definiramo pomocni niz dogadaja
i=1

B, € ¥,n € N na slijed¢i nacin:

By = A1,By = A)\Ay, ..., By = Ay\Ap1.

n
Lako se provjeri da se dogadaji iskljucuju B; N B; = 0,i # j,a A, = U Bi.
i=1

Definirajmo A = lim A, = | By.
n—oo

n=1
Prema definiciji vjerojatnosti (P2) P(\J Byn) = ). P(By),
n=1 n=1

00 n n
= P(lim A = ) PBy) = Jim, ), P(B) = &) = Jimy P( ] B) = limy P40
n= 1= 1=

n

(g) Za niz dogadaja A, C Ap—1 C ... C A1, An = () Aj, definiramo pomoéni niz dogadaja
i=1

Cn € F,n € N na slijedeci nacin:

Ci=A1\A1=0,C = A1\Ay, ..., C, = A1\Ay.

Lako se provjeri da je dobiven monotono rastuci nizCy C Ca C ... C Cy, C Cyyq... i vrijedi

n n
UCi=A\Ap.iza A, = (A, A= lim A,

i=1 i=1 n—00

= |J C,=A]\A.

n=1
Prema definiciji (P2) i svojstou (d) vrijedi: P(A1\A) = P(U Cy),
n=1
P(A1) — P(A) = lim P(C,) = lim P(A1\A;) = P(A1) — lim P(A,),
= P(A) = lim P(A,).
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3. AKSIOMATSKA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

3.1 Ponovimo

ALGEBRA DOGADAJA
Skup svih mogucih dogadaja | P((2)
Familija dogadaja F CPQ)
sigma algebra dogadaja ¥ sa svojsvima
0eF
AcCF=ACcTF
sadrzi prebrojive unije dogadaja iz ¥
algebra dogadaja ¥ ako je Q) konacan

AKSIOMATSKA definicija VJEROJATNOSTI

aksiomi vjerojatnosti

P(A)>0,ACF
PQ) =1

svojstvo prebrojive aditivnosti

vjerojatnost P:¥ —1[0,1]

vjerojatnosni prostor | (QQ, ¥, P)
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3.1. Ponovimo
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Poglavlje 4

UVJETNA VJEROJATNOST

Thomas Bayes (1702 — 1762) uvodi pojam uvjetne vjerojatnosti: vjerojatnost da se
dogodi dogadaj B ako se dogodio dogadaj A jednaka je kvocijentu vjerojatnosti
da se dogode dogadajii A i B i vjerojatnosti dogadaja A.

MOTIV 4.1 Kontolor u tvornici daje nakon vizualnog pregleda tri tipa odluke: 1)
proizvod je defektan i salje se na daljnje pretrage 2) sumnja se da je proizvod defek-
tan i Salje se na daljnje pretrage 3) proizvod je ispravan. Pokazalo se dosada da je kontolor
bio u pravu kad je odlucio: o neispravnosti u 80% slucajeva, o sumnji na neispravnost u
50% slucajeva, a o ispravnosti proizvoda a u 90% slucajeva.

U toku jednog dana kontrolor donosi prou odluku kod 50%, drugu kod 20% i trecu
dijagnozu kod 30% proizvoda. (a) Odredite vjerojatnost neispravnosti proizvoda. (b)
Odredite vjerojatnost pogresne odluke tj. odluke kontolora da je proizvod ispravan a on
je zaista neispravan. (c) Odredite vjerojatnost nepotrebnih troskova ili slanja na daljnje
pretrage proizvoda ako je zaista ispravan.

Definicija 4.1 (UVJETNA VJEROJATNOST)
Neka je (Q3, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A € ¥ takav da je P(A) > 0. Tada
funkciju Pa : F — [0, 1] zovemo uvjetna vjerojatnost a definiramo ¥ B € F kao

P(BN A)

Pa(B) = P(B/A) = PA)

vjerojatnost od B uz uvjet da se dogodio A.

P(A) = 0 = PA(B) = P(B).
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tko Zeli znati vise

TEOREM 4.1 Uvjetna vjerojatnost je vjerojatnost. Zadovoljava uvjete

(UP1) P4(B) > 0,B C F (svojstvo nenegativnosti);

(UP2) P4(€Y) =1 (svojstvo normiranosti);

(UP3) A e F, ic N, AinAj=0,i#%] = Pa(JA)= Y Pa(A)
(svojstvo prebrojive aditivnosti). - -

Dokaz: (UP3) A; € F,ie N, AiNA;=0,i+#]

= ANAeF,ieN, (AiNANANA)=0,i#]

P(UANA) PUANA) Y PANA)
i=1 =l i=1

s = = =
 PAINA) v
. P(A) ; PA(AI

NAPOMENA 4.1 vazZno
T: Ako je ) konacan i ako su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni onda je uvjetna
vjerojatnost dogadaja B uz uvjet da se dogodio dogadaj A prema aksiomatskoj definiciji

jednaka vjerojatnosti a priori:
|A N B

Pa(B) = Al

D:

Neka je (QQ,P(Q), P) diskretni vjerojatnosni prostor, gdje je () konacan prostor el-
ementarnih dogadaja i P({w;}) = +,1 = {1,..,n}. Neka je A € P(Q), |Al =m > 0i
P(A) = 7. Za B € P(Q) tako da je |A N B| = r, uvjetna vjerojatnost P4 : P(Q) — [0,1]
je definirana na slijede¢i nacin

PBNA) 5
P(A) I

PA(B) = =

r
e

PRIMJER 4.1 Bacamo kocku. Kolika je vjerojatnost da e “pasti” paran broj pod uvjetom
da je je "pao” broj manji od 4?
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4. UVJETNA VJEROJATNOST

Rjesenje: Q = {wy, ..., we) = {1,2,3,4,5,6}, P({w}) = £.

A=1{1,2,3}, P(A)>0, P(A) =2 B={2,4,6}, Pa(B)=?

P(BNA) _P({2}) _
P(A) P(A)

PA(B) =

W |
QR

PRIMJER 4.2 Izabiremo slucajno dva broja izmedu brojeva od 1 do 9. Ako je njihov
zbroj paran broj kolika je vjerojatnost da su oba neparna?

Rjesenje:
Q = {{wj, )} : 0 # @), @1, ..., w9 €1{1,2,3,4,5,6,7,8,9)}, P({wi}) = 1.
AcCQ, A=|w,,w;}, v +w;, =paran,

2 2
G+ D+ 434543

@ B 9-8 72

4
9

B cQ, B ={w;,w,}, w;,w;, =neparni, P4(B) =?

c? 9 PBnA) ¥ 5
PBNA)= — ==— P4yB)= — 2 =72 _ =
9 9

TEOREM 4.2 (FORMULA PRODUKTA VJEROJATNOSTI)
Vjerojatnost produkta (presjeka) dva dogadaja (ANB) jednaka je produktu vjerojatnosti
jednog od njih i uvjetne vjerojatnosti drugog, pod uvjetom da se prvi dogodio.

P(ANB) = P(A)- Pa(B), P(ANB)=P(B)- Pg(A).

Dokaz:

Ako je P(A) > 0, prema definiciji uvjetne vjerojatnosti Py :
P(ANB)

P4(B) = PA) = P(ANB)=P(A)-Pa(B).

Akoje P(A) =0 = P4(B) = P(B) = P(ANB) = P(A)-P(B) = 0.

TEOREM 4.3 (FORMULA PRODUKTA VJEROJATNOSTIY)
Vjerojatnost produkta (presjeka) n dogadaja (A1 N Az N ... N Ay) jednaka je

P(()A) = P(A1)-Pa(A2) Plasnay(A) P (Ar)
=1 =1
n-1

P(Ary) - P(Aa/Ar) - P(A3/A1 N Ag) - .- P(Au] [ ) A).
i=1
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Dokaz:Pomoéu AMI.

PRIMJER 4.3 Iz spila karata (52 karte) izvlacimo jednu za drugom dvije karte. Kolika
je vjerojatnost da obe karte budu pik?

RjeSenje: A="obje karte su pik”

Ai1="prvaje pik”, P(A;) = %

Ax="drugaje pik”, P(A2/A1) = %

A=A NA;.

Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti:

P(A) = P(A1 N Ay) = P(A1) - P(A2/A) = 8- £ = L.

Ili direktno (pomocu formule za uzorak bez vracanja):
@ . 0 ~0) ~0

P(A; Ay = 2 13 C1 G _13-12 1

e @ 52.51 17

PRIMJER 4.4 U kutiji se nalazi 10 kuglica: 6 bijelih i 4 crne. Izvlacimo 3 kuglice jednu
za drugom. Kolika je vjerojatnost da ¢e bar jedna od njih biti bijela?

RjeSenje: A="izvucena bar jedna bijela”, A°="izvucene sve crne”,
Ai="prvaizvucena crna”, P(A;) = %

Az="druga izvucena crna”, P(A1/Az) = %,

Asz="treta izvucena crna”, P(A3/A1 NAp) = %.

Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti

P(A) = P(A1) - P(Ao /A1) - P(As /A1 N Ag) = &5 - 3 - 3 = &

Ili direktno (pomocu formule za uzorak bez vracanja):

4y (6
e _ QL6 _ 432 _ 1
@ (D) T 1098730

P(A%) = P(A; N Ay N Az) =

P(A)=1-P(A°) = %.

PRIMJER 4.5 U kutiji se nalazi 50 proizvoda: 20% neispravnih. Kontrolor izvlaci 5
proizvoda sukcesivno (bez vracanja). Kolika je vjerojatnost da ée ocjena kontrolora biti
pozitivna (svi proizvodi u uzorku ispravni)?

RjeSenje: A="izvuceni svi ispravni predmeti”,
A1="prviizvuceni ispravan”, P(A;) = é—g
Ap="drugi izvuleni ispravan”, P(A;/A1) = %,
Asz="tre¢i izvuceni ispravan”, P(A3/A1 N A) = %.
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4. UVJETNA VJEROJATNOST

Ay="Cetvrti izvuceni ispravan”, P(A4/A1 N Ay N A3) = 2—;,
As="peti izvuleni ispravan”, P(As/A1 N Ay NA3NAy) = i—g
Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti

P(A) P(A1) - P(A2/A1) - P(A3/A1 N Az)

P(A4/A1 N Ay N Az) - P(As/A1 N Ax N Az N Ag)

Ili direktno (pomoc¢u formule za uzorak bez vraéanja):

c® . cO 40y 20
P(A) = P(A1NAxNA3NAsNAs) = 2 20 =(5) ()
G ®

B 40-39-38-37-36_031
© 50-49-48-47-46

Definicija 4.2 (NEZAVISNI DOGADA]I)
Neka je (QQ, ', P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F. Za dogadaje A i B kaZemo
da su nezavisni ako vrijedi

P(A N B) = P(A) - P(B).

Definicija 4.3 (FAMILIJA NEZAVISNIH DOGADAJA)

Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A; € F,i € I familija dogadaja.
KaZemo da je to nezavisna familija dogadaja ako za svaki konacni podskup razlicitih
indeksa {iy, ..., i} € I vrijedi

PRIMJER 4.6 Ako su A i B nezavisni dogadaji, takvi da P(A) > 0, P(B) > 0 onda vrijedi
P(B/A) = P(B) = Pa(B), P(A/B) = P(A) = Pp(A).

P(BNA) _P(A) - P(B)

PAB) = P(BJA) = —p 7= = =

= P(B).

PRIMJER 4.7 (a) Proizvoljan dogadaj A i siguran dogadaj su nezavisni.
(b) Proizvoljan dogadaj A i nemogu¢ dogadaj uvijek su nezavisni.
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RjeSenje:
(@QnA=A, PQ)=1, P(QNA)=P(A)=P(A)-1=P(A)-PQ).
b)0NA=0, P@) =0, P(ONA)=P@®)=P(@0)-PA) =0.

PRIMJER 4.8 Ako su A i B nezavisni dogadaji onda su nezavisni dogadaji:
(a) A°i B,
(b) Ai B,
(c) A®i B,

Rjesenje:
(@ A°NB)NANB)=0, (ANB)U(ANB)=B
= P(B) = P(A°N B) + P(AN B)

= P(A°NB) P(B) - P(AN B) = P(B) — P(A) - P(B)

P(B) - (1 - P(A)) = P(A°) - P(B).

(b) (ANBYN(ANB) =0, (ANB)U(ANB) =4,
= P(A) = P(AN B) + P(A N B),

= P(ANBY) = P(A)-P(ANB)=P(A) - P(A) - P(B)
= P(A)-(1-P(B)) = P(A) - P(B).
(c) (A°N BY) = (AU B)",
= P(A°NB°) = P((AUB))=1-P(AUB)
= 1-(P(A)+P(B)-PANB))
= 1-(P(A)+P(B) - P(A) - P(B))
= (1-P(A)-(1-P(B)) = P(A") - P(B).

PRIMJER 4.9 Motor pokrece elektricni generator. Vjerojatnost otkazivanja motora u
roku jednog mjeseca je 0.08, a generatora 0.04. Kolika je vjerojatnost da éemo morati

popravljati cijeli uredaj tijekom tog mjeseca?
RjeSenje: Prema svojstvu (e) vjerojatnosti
A,BeF = P(AUB) =P(A)+ P(B) - P(ANB)

za dogadaj A =pokvario se motor i dogadaj B = pokvario se generator, racunamo
vjerojatnost P(A U B). Budud¢i su dogadaji A i B nezavisni onda je

P(A N B) = P(A) - P(B).
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Vjerojatnost otkazivanja cijelog uredaja je
P(AUB) =0.08 + 0.04 — 0.08 - 0.04 = 0.1168.
Vjerojatnost da ce trebati popravak je 11.68

PRIMJER 4.10 Ako su A i B nezavisni dogadaji pozitivnih vjerojatnosti onda se dogadaji
ne iskljucuju.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno: AN B = 0.

A i B su nezavisni i pozitivnih vjerojatnosti = P(A N B) = P(A) - P(B) > 0, §tojeu
kontradikciji s P(A N B) = P(0) =

Zaklju¢ujemo da je pretpostavka kriva: = A N B # 0, dogadaji se ne iskljucuju.

TEOREM 4.4 (FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI)
Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, Hy, ..., H, € ¥ ¢ine potpun
sistem dogadaja. Tada

VAeF = P(A)= Z P(H;) - P(A/H.).
i=1
Dokaz:
Skupovi Hy, Hy, ..., H,, € 7—' ¢ine potpun sistem (familiju) dogadaja:

HiNnH;j=0, i#], UH Q, ZP(H)—l
i=1 i=1
Prema teoremu o vjerojatnosti produkta (presjeka) dogadaja:

P(ANH;) = P(H)) - P(A/H;).
AeF, (ANH)N(ANH)) =0.

P(A) = PANQ) =PAN(_JH) =P( JAnH)
i=1 i=1

z”: P(ANH;) = Zn: P(H;) - P(A/H;).

i=1 i=1

TEOREM 4.5 (BAYESOVA FORMULA)
Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, Hy, ..., H, € ¥ ¢ine potpun
sistem dogadaja. Neka dogadaj A € F ima pozitivnu vjerojatnost P(A) > 0. Tada je Vi

P(H;) - P(A/H,) _ P(H))-P(A/H;)

P(Hi/A) = =5, PUHIA) =

n

'21 P(H;) - P(A/Hj)
pu
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Dokaz:
Definicija uvjetne vjerojatnosti i formula produkta vjerojatnosti povlaci da vrijedi:
o PHiNA) _ P(H;) - P(A/H)
P(H;/A) = PA) bA)
Prema formuli potpune vjerojatnosti dobivamo:

P(H;) - P(A/H,)

P(H;/A) =

n

Zl P(H;) - P(A/Hj)
=

NAPOMENA 4.2 Bayesovu formulu koristimo kad Zelimo naci istinitu hipotezu iz
skupa od n postavljenih hipoteza H;,i = 1,...,n, ako znamo da se dogodio dogadaj A. Za
svako i =1,...,n, ratunamo P(H;/A). Hipoteza Hjo za koju je P(Hjy/A) = 1, uzima se da
je ispravna.

PRIMJER 4.11 Na nasem fakultetu je 4% studenata i 1% studentica koji nisu drZavljani
RH. Omjer studenata i studentica upisanih na fakultet je 40:60. Ako je slucajno izabrana
jedna osoba upisana na nas fakultet koja je strani drZavljanin kolika je vjerojatnost da je
to studentica?

Rjesenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:
H; ="izabrana osoba je studentica”, P(H;) = %.
H;, ="izabrana osoba je student”, P(H) = %.
HiNnHy=0, HHUH; =Q.
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Dogadaj A koji se dogodio: A="izabrana osoba je strani drzavljanin”.
Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet jedne i druge hipoteze:

P(A/H1) = 155, P(A/H>) = 135. Trebamo odrediti P(H; /A) =?

Koristimo Bayesovu formulu:

P(H))-P(A/H)) _ 6 * 106

P(H1/A) = "~ P(H,) - P(A/H4) + P(H,) - P(A/Ha)

2
'21 P(H)) - P(A/Hj))
]:

60 1
w w03,
60 1 40 4 - et
B 55+ T8 * 165 220 11

PRIMJER 4.12 Tri stroja S1, S2 i S3 ucestvuju u ukupnoj proizvodnji u omjeru 60 :
30 : 10. Stroj S1 proizvodi 2%, stroj S2 3% i stroj S3 4% neispravnih proizvoda. Ako se
slucajno izabere jedan proizvod koji je neispravan, kolika je vjerojatnost da je bio napravljen
na stroju S3?

Rjesenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:

H; ="izabrani predmet je sa stroja S1”, P(H;) = %.

Hj, ="izabrani predmet je sa stroja S2”, P(H;) = %.%.

H3 ="izabrani predmet je sa stroja S3”, P(Hz) = 1%0()

HiﬂH]‘ =0,i# J, HiUH; UH3 = Q.

Dogadaj A koji se dogodio: A="izabrani proizvod je neispravan”.
Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet pojedine hipoteze:
P(A/Hy) = 15, P(A/Ha) = 135, P(A/H3) = 135

Trbamo odrediti P(H3/A) =?

Koristimo Bayesovu formulu:

P(Hs) - P(A/H3)

P(H3/A) = =
'21 P(H;) - P(A/H})
]:
10 4
— 100 100
P(Hy) - P(A/Hy) + P(H,) - P(A/H3) + P(H3) - P(A/H3)
10 4
- 100_100 -2 016
60 2 30 3 10 4 e
00150t 100 100 T 106 105 2

Prisjetimo se motivacijskog primjera:
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PRIMJER 4.13 motiv

Kontolor u tvornici daje nakon vizualnog pregleda tri tipa odluke: 1) proizvod je
defektan i Salje se na daljnje pretrage 2) sumnja se da je proizvod defektan i Salje se na
daljnje pretrage 3) proizvod je ispravan. Pokazalo se dosada da je kontolor bio u pravu kad
je odlucio: o neispravnosti u 80% slucajeva, o sumnji na neispravnost u 50% slucajeva,
a o ispravnosti proizvoda a u 90% sluCajeva.

U toku jednog dana kontrolor donosi prou odluku kod 50%, drugu kod 20% i trecu
dijagnozu kod 30% proizvoda. (a) Odredite vjerojatnost neispravnosti proizvoda. (b)
Odredite vjerojatnost pogresne odluke tj. odluke kontolora da je proizvod ispravan a on
je zaista neispravan. (c) Odredite vjerojatnost nepotrebnih troskova ili slanja na daljnje
pretrage proizvoda ako je zaista ispravan.

RjeSenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:

H; ="prva odluka -proizvod je neispravan”, P(H;) = 0.5;

H, ="druga odluka - sumnja se da je proizvod neispravan ”, P(H;) = 0.2;
H3 ="tre¢a odluka- proizvod je ispravan”, P(H3z) = 0.3.

HiﬂH]‘ :Q,iij, H{UH, UH; =Q.

Dogadaj A = “proizvod je neispravan”.

Dogadaj A® ="proizvod je ispravan”.

Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet pojedine hipoteze:
P(A/Hy) =038, P(A/H;)=0.5 P(A/H3) =0.1.
(a) Trebamo odrediti P(A)
(b) Trbamo odrediti P(H3/A) =?
(c) Trebamo odrediti P(H; U Hy/A°)

(a) Koristimo formulu potpune vjerojatnosti:

3
P(A) = Z P(H;) - P(A/H,)
j=1

P(A)=05-0.8+0.2-0.5+0.3-0.1=0.53

P(AS) = 0.47.
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(b)Koristimo Bayesovu formulu:

P(H3/A)

(c) Koristimo Bayesovu formulu:

P(Hy, U Hy/A)

P(H3) - P(A/H3)
3

‘21 P(H;) - P(A/H;)
=

0.3-0.1

0.53
0.056.

P(Hy) - P(A°/Hy) + P(H,) - P(A®/H))

P(AY)

05-02+0.2-0.50

0.425.

0.47
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4.1. Ponovimo

41 Ponovimo

UVJETNA VJEROJATNOST

Uvjetna vjerojatnost od B uz uvjet da se dogodio A | P4(B) = P(B/A)

ako P(A) > 0 PA(B) = “iir

ako P(A) =0 PA(B) = P(B)

formula produkta vjerojatnosti P(ANB) =P(A)-Pa(B)

nezavisni dogadaji A i B P(ANB) =P(A) - P(B)

n

formula potpune vjerojatnosti P(A) = ;l P(H;) - P(A/H;))

Bayesova formula P(H;/A) = M
Y. P(H,) P(A/H)
=
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Poglavlje 5

DISKRETNA SLUCAJNA
VARIJABLA

MOTIV 5.1 U agenciji za nekretnine prema pokazateljima prodaje u proslom razdoblju
zarada po prodanom jednosobnom stanu je 3000 eura. Kolika je ocekivana mjesecna
zarada na jednosobnim stanovima ako je prema zadnjim pokazateljima vjerojatnost prodaje
nijednog stana 0.1, 1 stana 0.3, 2 stana 0.4, a vjerojatnost prodaje 3 stana 0.2 .

Opisna definicija pojama slucajne varijable: to je funkcija koja elementarnim
dogadajima nekog slucajnog pokusa pridruZuje realan broj.

Ako je pokus takav da slucajna varijabla predstavlja prebrajanje onda ¢emo
govoriti o diskretnoj slucajnoj varijabli.

Ako je pokus takav da slucajna varijabla uklju¢uje mjerenje (temperatura,
tlak, vrijeme, postotak) onda ¢emo govoriti o kontinuiranoj slu¢ajnoj varijabli jer
se vrijednosti mjerenja prikazuju intervalima.

Diskretna slu¢ajna varijabla se zadaje vrijednostima koje su pridruzene ishodima
pokusa i vjerojatnostima dogadaja da slucajna varijabla poprimi te vrijednosti.

Kontinuirana slu¢ajna varijabla zadaje se vjerojatnostima da poprimi vrijed-
nosti unutar pojedinog intervala. Vjerojatnost da kontinuirana slucajna varijabla
poprimi pojedinu vrijednost unutar intervala je nula.

PRIMJER 5.1 Neka je slucajni pokus bacanje dvije kocke istovremeno. Elemntarnim
dogadajima moZemo pridruZiti realan broj koji odgovara sumi palih brojeva. To pridruZivanje
je funkcija X sa vrijednostima u skupu {2, 3, 4, ..., 12} koje ovise o ishodu slucajnog pokusa,
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5.1. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

pa to opravdava naziv slucajna varijabla X =suma brojeva koji su pali. To je diskretna
slucajna varijabla.

PRIMJER 5.2 Neka je slucajni pokus godisnje poslovanje jednog poduzeéa. Kontinuirana
slucajna varijabla X se moZe definirati kao omjer prodaje i profita u jednoj godini.

51 DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

MOTIV 5.2 Promatramo slucajan pokus bacanje 2 igrace kocke i slucajnu varijablu X =
suma brojeva koji su pali. Izracunajte vjerojatnost da je zbroj brojeva koji su pali veéi od
3 a manji ili jednak 6, tj. P(3 < X < 6)?

Definicija 5.1 (DiSKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

Neka je (QQ, P(Q), P) diskretni vjerojatnosni prostor. Funkciju X : ) — R zovemo
diskretna slucajna varijabla ako je slika R(X) = {X(w1), X(@2), ..., X(wp), ...} diskretan
(konacan ili prebrojiv) skup.

PRIMJER 5.3 Neka je (Q, P(Q), P) diskretni vjerojatnosni prostor gdje je QO = {w1, wy}.
X : Q — R je diskretna sluc¢ajna varijabla definirana na sljede¢i nacin:

X(aw1) = 0, X(ws) = 1.

Definicija 5.2 Za diskretnu slucajnu varijablu X na vjerojatnosnom prostoru (€3, P, P)
definiramo vjerojatnost da poprimi vrijednost a € R

P(X =) = P({w € Q : X(w) = a)).

PRIMJER 5.4 Nekaje (Q, P, P) diskretnivjerojatnosniprostor gdjeje Q) = {w1, w2, w3, w4},
a vjerojatnost P({w;}) = 1,i = 1, ..,4. Neka je X : Q — R slucajna varijabla definirana
na sljedeci nacin: X(w1) = X(wz) =0, X(wz) = X(wyg) = 1.

Izracunajte vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi vrijednost 1 tj. izracunajte
P(X =1).

Rjesenje:

Vjerojatnost da slu¢ajna varijabla poprimi vrijednost 1 iznosi:

P(X =1)

Pw € Q: X(w) =1}

Pllash) + Pllor)) = 3.
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Definicija 5.3 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI SLUCAJNE VARIJABLE,
engl. probability function of X)

Neka je X : QQ — R diskretna slucajna varijabla sa slikom R(X) = {x1,x2,...}.
Funkciju f : R — R definiranu na sljedeci nacin:

) = { P(X=x), x=x €RX)

0, inace.

zovemo funkcija vjerojatnosti diskretne slucajne varijable X.

T: SVOJSTVA funkcije vjerojatnosti slucajne varijable X.
() 0<flx) <1,
(i) X2 flx) = 1.
D:
(i) Zal={xi}, P(X = x;) = P({fw : X(w) = xi}) = 0< f(x) < 1.

(i) Zax; # x; = {w: X(w) = xi} Nw : X(w) = xj} = 0, svojstvo (ii) slijedi prema
svojstvu (P3), prebrojive aditivnosti funkcije P :

if(xi) = i P(X =x) =P(Q) =1.
i=1

i=1

NAPOMENA 5.1 vazno
Diskretna slucajna varijabla je zadana sa svojom slikom R(X) = {x1,x2,x3,.., Xn, ..} i
funkcijom vjerojatnosti slucajne varijable f. Zapis slucajne varijable X kao uredene sheme:

XN[xl X2 X3 ... Xp ... ],
p1 PZ p3 Pn ..

gdjesup; = f(x;), i=1,2,...

PRIMJER 5.5 Nekaje(Q, P(Q2), P)diskretnivjerojatnosni prostor gdjeje Q) = {w1, w2, w3, w4},
P({wi}) = %, i=1,.,4. Neka je X : QO — R slucajna varijabla definirana na sljedeci
nacin: X(w1) =7, X(wz) = 8, X(w3z) = 9, X(ws) = 10. Odredite funkciju vjerojatnosti
slucajne varijable X .

RjeSenje: Slika slucajne varijable X je R(X) = {7,8,9,10}.. Funkcija vjerojatnosti
slu¢ajne varijable Xje f : R —» R
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5.1. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

, x=x;€1{7,8,9,10}
, inace.

Slucajnu varijablu X moZemo zadati shemom X ~ (

INE

10
1|
1

PRIMJER 5.6 Neka je (Q2,P(Q2), P) diskretni vjerojatnosni prostor slucajnog pokusa
bacanja igrace kocke. QQ = {w1, w2, ws, ..., we}, a vjerojatnost P({w;}) = %, i=1,..,6.

INENEN
o]
N ]

Neka je X : QO — R slucajna varijabla definirana na sljedeci nacin: X = broj koji je
pao.

Odpredite funkciju vjerojatnosti slucajne varijable X.

RjeSenje: Slika slucajne varijable je skup R(X) = {1,2,3,4,5, 6}.

1

PX=i)=Plad)=¢, i=1,.,6

Funkcija vjerojatnosti slu¢ajne varijable X je f : R — R

1
6’ X=X € {1/2/3/4/5/6}
X) =
&) {O, inace.

).

PRIMJER 5.7 Promatramo slucajan pokus gadanja u metu 3 puta. U svakom gadanju

Slucajnu varijablu X moZemo zadati s X ~ (

= W
o) [ NTN
= O\

= =
= N
o= Q1

vjerojatnost pogotka mete je 3. Neka je slucajna varijabla X = broj pogodaka u metu.
Nadite funkciju vjerojatnosti slucajne varijable X.

o= W
N———

RjeSenje: Slucajnu varijablu X moZemo zadati s X ~ (

o= O
[ (SR
®lw N

Definicija 5.4 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE DIS. SL. VARIJABLE,
engl. distribution function)

Neka je X : Q) — R diskretna sluc¢ajna varijabla sa slikom
R(X) = {x1,x2, ...}. Funkciju F : R — R definiranu na sljedec¢i nacin:

F):=P(X<2)= Y fx)

;<X
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5. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

zovemo funkcija distribucije diskretne slucajne varijable X.
Veza funkcije vjerojatnosti i funkcije distribucije diskretne slucajne varijable je:

f(xi) = F(x;) — F(x;—),

gdje je F(x;-) = lim F(v).

F(x)
F()=1 -

F(xn1) —

Fx,) —
F(x) —

Slika 5.1: Graf funkcije distribucije F(x) diskretne slucajne varijable X.

T: SVOJSTVA FUNKCIJE DISTRIBUCIJE diskretne slucajne varijable:
(F1) lim F(x) = F(-0) = 0
(F2) lim F(x) = F(c0) =1
(F3) 0<F(x)<1
(F4) F je neprekinuta zdesna, F(x) = F(x+), F(x—) = P(X < x)
(F5) P(a< X <b)=F(b)-F@),a,beR, a<b
(F6) F je rastuca funkcija.

D:
(F1) Kako je dogadaj X < —co nemogu¢ dogadaj, slijedi
F(~c0) := P(X < ~c0) = P(D) = .
(F2) Kako je dogadaj X < oo siguran dogadaj slijedi
F(00) := P(X < 00) = P(QQ) = 1.
(F3) tvrdnja slijedi iz svojstava (F1) i (F2).
(F4) 1z definicije funkcije distribucije F(x) = P(X < x) u to¢kama prekida
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5.1. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

x; F je neprekinuta zdesna jer F(x) = F(x+), F(x—) = P(X < x)
(F5) Neka sua,b € R, a < b. Ratcunamo

F) = P(X<b)=P(X<a)U(@<X<b)

P(X<a)+P@a<X<b)=F@a)+Pa<X<b),

otkuda slijedi P(a < X < b) = F(b) — F(a)
(F6) Nekasua,b € R, a <b. 1z svojstva (F5) slijedi da je F(b) < F(a), pa je funkcija

F rastuca.

PRIMJER 5.8 Za funkciju distribucije diskretne slucajne varijable
F(x) = P(X < x) vrijede i slijedece relacije:

(a) Pa<X<b)=F0b-)-F@), a,beR, a<b,
(b) P@a<X<b)=F0b)-F@-), a,beR, a<b,

(c) Pla<X<b)=Fb-)-F@-), a,beR, a<bh.

RjeSenje:
(@) Fb-) = PX<b)=P(X<a)U@<X<Db)
= P(X<a)+Pla<X<b)=F@)+Pa<X<b).
(b) F(b) = PX<b)=P(X<a)U@<X<Dh)
= PX<a)+Pa@<X<b)=F@a-)+Pa<X<bh).
(c) Fb-) = PX<b)=P(X<a)U(@<X<b))

P(X <a) + P(a < X < b) = F(a=) + P(a < X < b).

PRIMJER 5.9 Za slucajnu varijablu X iz primjera zadanu s

8 9 10
4 4

napisite funkciju distribucije. Izracunajte vjerojatnost da slucajna varijabla poprimi

A= N

4

vrijednosti vece od 8 i manje ili jednako 107
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5. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

F(x)

A=

Slika 5.2: Graf funkcije distribucije F(x) diskretne slucajne varijable X iz
primjera (5.9).

Rjesenje:
0, x<7
}1, 7<x<8
F)=P(X<x)= ) f)=13 8<x<9
i <x %, 9<x<10
1 10<x.

Koristimo formulu

Pa<X<b)=Fb)-Fa)= Y f(),

ia<x;<b

PB<X<10)= Y f0x)=fO)+f(10)=+1=2,

:8<x;<10

ili odmah uvrstimo vrijednosti F(b), F(a) :

2 1
P(8 <X <10)=F(10)~F(§) =1~ = 5.

PRIMJER 5.10 Za slucajnu varijablu X iz primjera zadanu s

X~

6
napisite funkciju distribucije. Izracunajte

—
= N
= W
N[N
o= Ul
A= N

(@) P2 <X <5)

(b) P2 <X <b)
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RjeSenje:
0, x<1
i, 1<x<2
%, 2<x<3
F)=P(X<x)= ) f)=1 32, 3<x<4
i <x %/ 4<x<5
2, 5<x<6
1, 6<ux.
(a) Koristimo formulu
P(a < X < b) = F(b) - F(a) = Z f(xi),
ia<x;<b
1 1 1 3
PR<X<5)= Y fa)=fO+f@+fE) = ++o=",
i22<x;<5
ili odmah uvrstimo vrijednosti F(b), F(a) :
5 2 3
PR < X< F F2)==---=-
@<X<5=FE)-FQ)=7-Z=>

(b) Koristimo formulu

P(a < X < b) = F(b-) — F(a) = Z F(xi),

i:a<x;<b

1 1
PR<X<85)= ) fi)=f@+f@=+-=7,
i2<x;<5
ili odmah uvrstimo vrijednosti F(b—), F(a) :
4 2 2

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 5.11 motiv

Promatramo slucajan pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X = suma
brojeva koji su pali. Nadite funkciju vjerojatnosti i funkciju distribucije slucajne varijable
X. Izra¢unajte vjerojatnost da je zbroj brojeva koji su pali veci od 3 a manji ili jednak 6?

Radni materijal 80



5. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

RjeSenje:
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X~l'1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Funkcija distribucije slu¢ajne varijable X je

0, x<2

%, 2<x<3
3 3<x<4
6 4<x<5
0 5<x<6
L 6<x<7
2l 7<x<8
26 8<x<9
N 9<x<10
B 10<x<11
B 11<x<12
1, 12<x.

Z:f@&

i:a<x;<b

F(x):

Koristimo formulu P(a < X < b)

3 4 5 12

PB<X<6)= ) fx)=f@+fO)+f(O)= o+ +50 =7,
1:3<x;<6

ili odmah uvrstimo vrijednosti F(b), F(a):
15 3 12
< = — = - — =,
P(3 <X <6)=F(6)-F(3) %36 3¢
PRIMJER 5.12 Promatramo sluc¢ajan pokus gadanja u metu 3 puta. U svakom gadanju
vjerojatnost pogotka mete je 3. Neka je slucajna varijabla X = broj pogodaka u metu.

Nadite funkciju vjerojatnosti i funkciju distribucije slucajne varijable X.

Rjesenje: Slucajnu varijablu X mozemo zadati s X ~ (

owol—= W
N—

o= O
@I =
®lw N

Funkcija distribucije slucajne varijable X je

=

x<0
0<x<1
1<x<?2
2<x<3
3<x.

~

F(x) :=

~

= 00|\ QOI#~ QO|—
~ ~

0]
—_
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5.1. DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

Definicija 5.5 (OCEKIVANJE DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE, engl. mean ili
mathematical expectation)

Neka je X : QO — R diskretna slucajna varijabla sa slikom
R(X) = {x1,x2, ...} i funkcijom vjerojatnosti f : R — [0, 1]

= { P(XO: ), x =€ R(X)
} inace.

Kazemo da diskretna slucajna varijabla X ima ocekivanje ako red Z x; f (x;) konvergira i
i=1
oznacavamo

[o0]

E(X) = ) xif ().

i=1
Ako je X diskretna slucajna varijabla s konacnom slikom R(X) onda ona ima ocekivanje

n

E(X):= ) xif(x).

i=1

Ocekivanje slucajne varijable predstavlja ocekivanu vrijednost slucajne varijable.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 5.13 motiv

U agenciji za nekretnine prema pokazateljima prodaje u proslom razdoblju zarada
po prodanom jednosobnom stanu je 3000 eura. Kolika je ocekivana tjedna zarada na
jednosobnim stanovima ako je prema zadnjim pokazateljima vjerojatnost prodaje nijednog
stana 0.1, 1 stana 0.3, 2 stana 0.4, a vjerojatnost prodaje 3 stana 0.2 .

RjeSenje: Slucajnu varijablu X = broj prodanih jednosobnih stanova, mozemo

0123)

1 3 4 2

zadatisX~(
10 10 10 10

E(X)

Il
K2
-
—~~
&
N

113,432
107101077 10

Il
= O

Ocekivani broj prodanih jednosobnih stanova je 1.7. Ocekivana tjedna zarada je
5100 eura.
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NAPOMENA 5.2 PRAVEDNA IGRA

U teoriji igara matematicko ocekivanje nekog kladenja je E(X) = p - a, gdje je a =
ocekivani dobitak kad se dogodi dogadaj s vjerojatnoscu p. Ako je E(X) < 0 onda je igra¢
na gubitku, ako E(X) > 0 onda je na dobitku, a ako je E(X) = 0 onda je igra pravedna.
Ako je uloZen novac u iznosu ulog, onda je ukupno matematicko ocekivanje ulog - E(X).

PRIMJER 5.14 (a) U igri s novcicem prvi igrac se kladi u 1 kunu. Kad proi igra¢ izgubi
plati kunu protivniku, a kad protivnik izgubi plati 1 kunu proom igracu. Izracunajte
matematicko ocekivanje? Ako je prvi igrac uloZio 1000 kuna koliki je ocekivani dobitak ili
gubitak?

(b) U igri s novcicem proi igrac se kladi u 1 kunu. Kad proi igrac izgubi plati kunu
protivniku, a kad protivnik izgubi plati 90 lipa prvom igracu. Izracunajte matematicko
ocekivanje? Ako je prvi igrac uloZio 1000 kuna koliki je ocekivani dobitak ili gubitak?

Rjesenje:

(a) Matematicko ocekivanje je E(X) = 1 - % +(-1) - % = 0. Igra je pravedna.
Bududi je prvi igra¢ uloZio 1000 kn njegov dobitak (gubitak) je 1000 - 0 = 0 tj.
nema niti gubitka niti dobitka jer je o¢ekivani iznos jedank ulogu.

(b)Matemati¢ko ocekivanje je E(X) = 0.90 - 2 + (-1) - 1 = —0.05. Igrac je na
gubitku jer je E(X) < 0. Bududi je prvi igra¢ ulozio 1000 kn njegov ocekivani
gubitak je 1000 - (—0.05) = =50 kn.

Definicija 5.6 (VARIJANCA ILI DISPERZIJA DIS. SL. VARIJABLE,
engl. variance)

Neka X : Q — Rdiskretna slucajna varijabla sa slikom R(X) = {x1,x2, ...} i funkcijom
vjerojatnosti f : R — [0, 1] ima ocekivanje E(X). KaZemo da diskretna slucajna varijabla
X ima varijancu ako red Y2, (x; — E(X))? f(x;) konvergira i oznacavamo

Var(X i — E(X))*f(x)).

i=1

Ako je X diskretna slucajna varijabla s konacnom slikom R(X) onda ona ima varijancu

n

Var(X) = ) (xi = EX)Y*f(x).

i=1
Varijanca predstavlja srednje kvadratno odstupanje od ocCekivane vrijednosti slucajne
varijable.
Varijancu moZemo racunati i pomocu relacije
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n

Var(X) := Z 22 - f(x) - (E(X)).

i=1

(Dokaz vidi kasnije - o¢ekivanje funkcije slucajne varijable).

Definicija 5.7 (STANDARDNA DEVIJACIJA, engl. standard deviation)

Standardna devijacija slucajne varijable X definira se kao

o(X) := /Var(X).

PRIMJER 5.15 Promatramo slucajan pokus bacanje 2 igrace kocke i slucajnu varijablu
X = suma brojeva koji su pali. Nadite ocekivanje i varijancu diskretne slucajne varijable

X.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Rjesenje: X~ ,  , 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
EX) = xi f(x;)
i=1
1 2 3 4 5 6 5 4
= il il L . 7. L= -
2363 3T 35230 3T 38 357 39
3 2 1
+10- —+11- —+12.- —
035 36 36
= 7
n
Var(X) = Y a2 f(x) - (E(X))?
i
1 2 3 4 5 6 5

_ 2. — 2 L& 2 L2 2 i 2 L 2 L 2 L
= 2t gt et g T gt 3 T8 5

4 3 2 1
2 2 2 2 2
+92. = 4+10%- = +112- = 4+ 122. —_7
? 36 0 36 36 36

= 5.83.

PRIMJER 5.16 Promatramo sluc¢ajan pokus gadanja u metu 3 puta. U svakom gadanju
vjerojatnost pogotka mete je 3. Neka je slucajna varijabla X = broj pogodaka u metu.

Izracunajte oCekivanje i varijancu.
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1 2 3
RjeSenje: Slucajna varijabla X jeX~[l 3 3 1 ]
8§ 8 8 8
n
1 3 3 1 3
E(X):;xif(xi):o-§+1-§+2-§+3-§—5.
- 1 3 3 1 3
Var(X) = i:1xf'f(xi)—(E(X))2:02-§+12~§+22'§+32'§—(§)2
_ 3
= 7
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5.2. Ponovimo

5.2 Ponovimo

DISKRETNA SLUCAJNA VARIJABLA

diskretna slucajna varijabla

X: Q- R

slika diskretne slucajne varijable

R(X) = {x1,x2, ey Xy, -}

vjerojatnost da sl. var. poprimi vrijednost x;

P(X = x;) = P({w : X(w) = xi})

funkcija vjerojatnosti dis. sl. var. X

f(x) = P(X =x;), x =x; € R(X)

funkcija distribucije dis. sl. var. X

F(x) := P(X < %) = Xjycx f (%)

ocekivanje dis. sl. var. X

E(X) == X2y xif (xi)

varijanca dis. sl. var. X

Var(X) := Y2, (xi = E(X))*f(x))
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Poglavlje 6

PRIMJERI DISKRETNIH
SLUCAJNIH VARIJABLI

U ovom poglavlju istaknut ¢emo diskretne slucajne varijable koje se pojavljuju
u odredenim ”scenarijima” i njihove funkcije vjerojatnosti definirat ée se kao
specifi¢ne distribucije (razdiobe): binomna, Poissonova, hipergeometrijska, ge-
ometrijska. Binomna distribucija vezana je uz scenario Bernoullijeve sheme,
Poissonova je grani¢ni slucaj binomne, hipergeometrijska distribucija odgovara
uzorku bez vradanja, a scenario u kome se broje pokusaji dok se ne dogodi Zeljeni

dogadaj prati geometrijska distribucija.

6.1 Bernoullijeva shema. Binomna

distribucija (razdioba)

MOTIV 6.1 U velikoj kutiji nalazi se p = 10% neispravnih proizvoda. Ako uzmemo
uzorak od r = 5 proizvoda iz kutije (s vracanjem), slucajna varijabla X = broj neispravnih
proizvoda u uzorku ima binomnu distribuciju X ~ B(r, p). Izracunajte vjerojatnost

(a) da se ne pojavi niti jedan neispravni proizvod,

(b) da se pojavi jedan neispravni proizvod u uzorku,

(c) da se pojavi bar jedan neispravni proizvod u uzorku.

Jacob Bernoulli (1654-1705) je bio jedan od najpoznatih ¢lanova Svicarske

matematicke obitelji Bernoulli.
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6.1. Bernoullijeva shema. Binomna
distribucija (razdioba)

Definicija 6.1 (Bernoullijeva shema)

U m nezavisnih pokusa, vjerojatnost da se dogodi dogadaj A u svakom od njih je
jednaka i P(A) = p. Takvu shemu dogadaja zovemo Bernoullijeva shema.
(Pretpostavljamo da su pokusi nezavisni, tj. da vjerojatnost pojave dogadaja A u svakom
od pokusa ne ovisi od toga da li se on dogodio ili nije u nekom drugom pokusu.)

Definicija 6.2 (Binomna slucajna varijabla)

Slu¢ajnu varijablu X = broj pojavljivanja dogadaja A u m € IN pokusa u Bernoulli-
jevoj shemi s vjerojatnoséu p, p € (0, 1) zovemo Binomna slucajna varijabla.
Specijalno, slucaju samo jednog pokusa m = 1 slucajnu varijablu zovemo Bernoullijeva.
Slika Binomne slucajne varijable je R(X) = {0,1, ..., m}.
Funbkcija vjerojatnosti Binomne slucajne varijable je

= = (Mpk . _ p\m—k _
f(x)::{P(X_k)_(k)p (I-p)"™*, x=keR(X)

0, inace.

Funbkcija distribucije Binomne slucajne varijable je

0, x<0
F(x) := z:&whﬂ—pw*,OSx<m
k:k<x
1, m < x.

Definicija 6.3 (BINOMNA DISTRIBUCIJA)
Za sve slucajne varijable koje imaju sliku R(X) = {0, 1,2, ..., m} i funkciju vjerojatnosti

f@) =G A =p)", x e R(X)
kazemo da imaju BINOMNU DISTRIBUCIJU (RAZDIOBU) s parametrima m i p i

0znacaovamo
X ~ B(m,p).

PRIMJER 6.1 Funkcija f(x) = (7)p*(1 — p)" ™ je funkcija vjerojatnosti.
Prisjetimo se Binomnog teorema i iskoristimo za racunanje

Y, Gpt-a-pr= Y (Pt a-pnt

0<x<m 0<x<m 0<k<m

p+A-p)" =1

g
=
o)

I

PRIMJER 6.2 Ocekivanje diskretne slucajne varijable koja ima binomnu distribuciju
X ~ B(m,p) je
EX)=m-p
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SLUCAJNIH VARIJABLI

RjeSenje:

EX) =

[

x- () = ix(’f)px A -p

0<x<m x=0
m " B
= Yk} a-p
k=1

S m—1Y\ 1) (k—
- MPZ(k_l)rJ“-(l—P)‘ D=1
k=1
= mp-A—-1-p)" ' =mp-1=mp.

PRIMJER 6.3 Varijanca diskretne slucajne varijable koja ima binomnu distribuciju X ~

B(m,p) je
Var(X)=m-p-(1-p)

RjeSenje: (pokusajte sami)
NAPOMENA 6.1 Ako je p = 1/2 binomna distribucija je simetricna.

PRIMJER 6.4 Promatramo slucajan pokus gadanja u metu 3 puta. U svakom gadanju
vjerojatnost pogotka mete je 3. Neka je slucajna varijabla X = broj pogodaka u metu.
Nadite funkciju vjerojatnosti i funkciju distribucije slucajne varijable X, ocekivanje i

varijancu.

Rjesenje:
To je Bernoullijeva shema dogadaja s m = 3 nezavisna pokusa (ili ponavljamo isti
pokus 3 puta nezavisno). Promatramo dogad aj A = pogodak u metu.
P(A) = = p u svakom nezavisnom ponavljanju.
Slucajna varijabla
X = broj pojavljivanja dogadaja A (broj uspjeha) ima binomnu distribuciju X ~
B(m,p) = B3, %)
Funkcija vjerojatnosti je

B inace.

o = {P<X=k>=(£)(<)%>k-<1—§>3—k, x=ke(0,1,2,3)

_ 3P, x=ke(0,1,23)
0, inace.
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distribucija (razdioba)

Funkcija distribucije je:

0, x<0
Fx) = Z()( ) - H, 0<x<3
kik<x
1, 3<x
0, x<0
- Z()( P, 0<x<3
kk<x
]-/ 3<a.
1_3 11 3
EX)=mp=3-5 =3, Var(X)=mp(l-p)=3-5-5=7.

(Do ovih rezultata dosli smo i kad smo razmatrali taj primjer slu¢ajne varijable u

prethodnom poglavlju.)

PRIMJER 6.5 Bacamo kocku 4 puta. Neka je slucajna varijabla X = broj Sestica. Da
li je to slucajna varijabla koja ima binomnu distribuciju? Nadite funkciju vjerojatnosti i
funkciju distribucije slucajne varijable X, oekivanje i varijancu. Izracunajte vjerojatnost

da su pale bar dvije sestice?

Rjesenje:

To je Bernoullijeva shema dogadaja s m = 4 nezavisna pokusa (ili ponavljamo isti
pokus 4 puta nezavisno). Promatramo dogadaj A = “pala je 6”. P(A) = z =p
u svakom nezavisnom ponavljanju. Slucajna varijabla X = broj Sestica ]e broj
pojavljivanja A (broj uspjeha) i ona ima binomnu distribuciju X ~ B(m, p) = B(4, %).

Funkcija vjerojatnosti je

0, inace.

fx) = { (;t)(%)k(%)zl_k, x=kel0,1,2,3,4)

Funkcija distribucije je:

x<0
F(x) = 2(4) )k )4k, 0<x<4
k:k<x
1, 4 < x.
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6. PRIMJERI DISKRETNIH

SLUCAJNIH VARIJABLI

1 4 15 20

E(X):mp:4-6:6, Var(X):mp(l—p):ALE-g:%.
Trebamo odrediti P(X > 2).

P(X>2) = 1-P(X<2)=1-FQ2-)=1- Z £(x)
1x; <2
= 1= (O +f) =1 - (O + OO

!
1296

PRIMJER 6.6 tko Zeli znati vise
Oznacimo vrijednost funkcije vjerojatnosti f binomne distribucije s parametrima m i

ps f(m,p;k),k €{0,1,...,m}. Tada vrijedi rekurzivna relacija

m—-k p )
kel 1op P

fm,p;k+1) =

Dokaz: Racunamo

fon,pik+1) _nt-p*'A—p)"*t al pfA-p)" Tt m—k p
f(m,p; k) k+D!m—-k-1)! " kl(m—k)! k+1 1-p

NAPOMENA 6.2 Prisjetimo se primjera za uzorak s vraéanjem.

Slucajni pokus: izbor od r elemenata (s vraéanjem) iz skupa koji ima n elemenata n =
nrt +np, r=rr +rp.

Q =svi uzorci veli¢ine r iz n-¢l. skupa, vazan poredak

0=V, =w;

Dogadaj A="uzorak ima rr ispravnih i rp neispravnih”;

|A| =Broj svih uzoraka velicine r iz n -¢l. skupa s vraéanjem koji imaju rr ispravnih i rp

neispravnih:
Koristimo formulu za uzorak s vraéanjem |A| = ([T) ~(nr)'T - (n — ny)rT),
r —
(nr)'T - (n—ng)T
py= 4 o) =(])-Eyra- Eyem,
(@] n’ rT n n

Promatramo slucajnu varijablu

X = broj ispravnih predmeta u v ¢lanom uzorku iz skupa koji ima n elemenata, od toga nr
ispravnih

Ako s p = =k oznacimo postotak tocnih (ispravnih) proizvoda ukupno, onda slucajna
varijabla X = broj ispravnih predmeta u r ¢lanom uzorku iz skupa koji ima postotak p
ispravnih elemenata ima binomnu distribuciju s parametrimarip, X ~ B(r, p). (Analogno
za neispravne elemente)
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6.1. Bernoullijeva shema. Binomna
distribucija (razdioba)

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 6.7 motiv

U velikoj kutiji nalazi se p = 10% neispravnih proizvoda. Ako uzmemo uzorak od
r = 5 proizvoda iz kutije (s vracanjem), sluc¢ajna varijabla X = broj neispravnih proizvoda
u uzorku ima binomnu distribuciju X ~ B(r, p). Izracunajte vjerojatnost
(a) da se ne pojavi niti jedan neispravni proizvod,
(b) da se pojavi jedan neispravni proizvod u uzorku,
(c) da se pojavi bar jedan neispravni proizvod u uzorku.

Rjesenje:
() P(X = 0) = f(0) = £(5, 15:0) = (3) (75)°(1 = 15)° = 0.59049.
(b) MoZemo ra¢unati direktno

I T TR =) P O SR _
PX=1)= f(1) = f6,35:1) = (1)(10)(1 )" = 15 0.6561 = 0.32805.

Drugi nacin je da koristimo rekurzivnu formulu:tko Zeli znati vise

-k
fepke 1) = 1 T pih)
-0
P =1)= f0p) = gy Ty P 0 = i f i)
Zar=5ip= %
1 1 1 5
P(X=1) = (5, 15:1) = 55 f(5,75:0) = 5 0.59049 = 0.32805.
©
PX>1) = 1-PX<1)=1-P(X=0)=1-f0)=1-(1-p)"

10 5 9.5 ~
1= (1= 155)° = 1= (35)° = 1 - 0.59049 = 0.4095.

NAPOMENA 6.3 Ako m — oo binomna distribucija teZi normalnoj distribuciji (vidi
kasnije - Moivre Laplace teorem).

NAPOMENA 6.4 Akop — 0im — oo binomna distribucija teZi Poissonovoj (vidi
Poissonova distribucija).
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6. PRIMJERI DISKRETNIH
SLUCAJNIH VARIJABLI

6.2 POISSONOVA DISTRIBUCIJA

MOTIV 6.2 Kroz naplatnu kucicu produ prosjecno u minuti 2 automobila. Kolika je
vjerojatnost da ¢e u toku bilo koje minute proci

(a) jedan automobil,

(b) barem 3 automobila?

Francuski matemati ¢ar Simeon D. Poisson (1781-1840) je 1838 objavio rad u
kojem je promatrao slucajne varijable koje broje dolaske na neko mjesto u vre-
menskom intervalu odredene duljine.

Definicija 6.4 (POISSONOVA DISTRIBUCIJA)
Za diskretnu slucajnu varijablu X koja ima sliku R(X) = {0,1,2, ..} i funkciju vjero-

jatnosti
X
flx) = —l e, x e RX)

kazZemo da ima Poissonovu distribuciju s parametrom A i oznacavamo

X ~ Po(A).

X

A
PRIMJER 6.8 Funkcija f(x) = pl -e~" je funkcija vjerojatnosti. Prisjetimo se razvoja

eksponencijalne funkcije u McLaurinov red e* = —.

Y, fl=) i—fe_A:eA~e_A:1.

0<k<co 0<k<co

Racunamo

PRIMJER 6.9 Ocekivanje diskretne slucajne varijable koja ima Poissonovu distribuciju
X ~ Po(A) je

EXX) =
RjeSenje:
sl Ak Ak-1
EX)= ) ke fly=) kg /\Z(k e =
0<k<oco x=0

PRIMJER 6.10 Varijanca diskretne slucajne varijable koja ima Poissonovu distribuciju
X ~ Po(A) je
Var(X) =
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6.2. POISSONOVA DISTRIBUCIJA

RjeSenje: (PokusSajte sami).

PRIMJER 6.11 Ako u Bernoullijevoj shemi broj m nezavisnih pokusa teZi oo (jako velik)
a vjerojatnost dogadaja A kojeg promatramo u svakom pokusu teZi O (jako mala) onda
slucajna varijabla X = broj pojavljivanja dogadaja A ima binomnu distribuciju koju
moZemo dobro aproksimirati s Poissonovom distribucijom s parametrom A = mp, tj.
X ~ Po(mp).

Dokaz: tko Zeli znati visr
Neka je X ~ B(m, p), s parametrimam — oo, p = 0, m-p — A.
Rac¢unamo grani¢nu vrijednost funkcije vjerojatnosti binomne distribucije:

tim () p

m—o0, p—0, mp—A

- i " &k- _im—k
= F}er%(k)(m) (1 m)
)\k
= G lim = 1) DR Ay
k

Dobili smo funkciju vjerojatnosti Poissonove distribucije za A = mp.

lim £(k)

PRIMJER 6.12 U velikoj kutiji nalazi se p = 1% neispravnih proizvoda. Ako uzmemo
uzorak od r = 100 proizvoda iz kutije, slucajna varijabla X = broj neispravnih proizvoda
u uzorku ima binomnu distribuciju X ~ B(r,p). Buduéi je r veliki u odnosu na mali
pir-p =1 slucajnu varijablu X moZemo aproksimirati Poissonovom distribucijom
X ~ Po(rp). Izracunajte vjerojatnost da se pojavi bar jedan neispravni proizvod u uzorku.
Rjesenje:
Rac¢unamo po Poissonovoj distribuciji: X ~ Po(A), A =r-p=1,

0

P(le):1—P(X<1):1—P(X:0):1—f(0):1—%-e_A =0.6321

Ako bi ra¢unali po binomnoj distribuciji: X ~ B(r,p), r = 100, p = 11—0,

PX>1) = 1-P(X<1)=1-P(X=0)=1- £(0)

1
1- ( 80) (99/100)'% = 1 — 0.3660 = 0.63396

Usporedimo li rezultate dobivene vidimo da greska nije velika.
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6. PRIMJERI DISKRETNIH
SLUCAJNIH VARIJABLI

PRIMJER 6.13 Promatramo broj automobila koji produ kroz kontrolnu tocku u interval-
ima od 1 minute. Neka je p konstantna vjerojatnost da ¢e auto pro¢i u svakom kratkom
intervalu unutar 1 minute ( i pretpostavimo nezavisnost o drugim dogadajima u tom
kratkom vremenu). Slucajna varijabla X = broj automobila koji produ kroz kontrolnu
tocku ima Poissonovu distribuciju s parametrom A = 60 - % = p = prosjecan broj
automobila koji produ kontrolnu tocku u 1 minuti, X ~ Po(A).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 6.14 motiv
Kroz naplatnu kuéicu produ prosjecno u minuti 2 automobila. Kolika je vjerojatnost
da ¢e u toku bilo koje minute proci
(a) jedan automobil,
(b) barem 3 automobila?

Rjesenje: Broj automobila koji produ naplatnu kuéicu u jednoj minuti ima Pois-
sonovu distribuciju X ~ Po(A), A =2

@P(X=1)= f(1) = 4 -e =272 = 0.27067

(b)

P(X = 3) 1-P(X <3)=1-(f(0)+ f(1) + f(2))
1- (e—Z(?)—(; + % + i—j)) =1-(0.6766) = 0.3232.

NAPOMENA 6.5 Poissonova distribucija primjenjuje se u demografiji, biologiji, fizici,
prometu i dr.
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6.3 HIPERGEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA

MOTIV 6.3 U velikom pakovanju od 100 cigli distributer garantira da je najvise p =
10% ostecenih. Kontrolor prihvaéa posiljku samo ako u uzorku od 10 proizvoda iz pako-
vanja (bez vracanja) nema ostecenih. Kolika je vjerojatnost da ¢ée kontrolor odbiti posiljku?

NAPOMENA 6.6 Prisjetimo se primjera za uzorak bez vraéanja. Slucajni pokus: izbor
od r elemenata (bez vracanja) iz skupa koji ima n elemenata n = nt + np, r = rr + 1p.
Q ={svi uzorci velicine r iz n-¢l. skupa}, |Q| = (});

Dogadaj A="uzorak ima rr ispravnih i rp neispravnih”;

|A| =Broj svih uzoraka veli¢ine r iz n -¢l. skupa bez vracéanja koji imaju rr ispravnih i rp
neispravnih.

Koristimo formulu za uzorak bez vratanja:

Al = C;rTT) ) ng) _ (TZT)'(TID) _ (nT) ' (n - nT).

rr D rr r—rr
nr\, (n-n
by A (J)é)r-rf).

Promatramo sluc¢ajnu varijablu X = broj ispravnih predmeta u r-clanom uzorku iz skupa
koji ima n elemenata od toga nt ispravnih.

Definicija 6.5 (HIPERGEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA)
Slucajne varijable X koje imaju sliku R(X) = {0, 1,2, .., nt} i funkciju vjerojatnosti

(%) (")
(")

gdjesunt <n, r <n, n, nt, r € N kaZemo da imaju Hipergeometrijsku distribuciju s

f) = , x € R(X)

parametrima n, r, nt i oznacavamo X ~ Hip (n,r, nt).

(%) (")

PRIMJER 6.15 Funkcija f(x) = o)

, x € R(X) je funkcija vjerojatnosti.
RjeSenje: Koristimo kombinatorni identitet

L ()070=0)

0<x<nr
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PRIMJER 6.16 Slucajnu varijablu X ~ Hip(n,r, nt) ima ocekivanje

nr
EX)=r-—;
X)=r-—

i varijancu
r-nr-(m-—mnr)-(n—r)
nz2-n-1)

Var(X) =

PRIMJER 6.17 Slucajni pokus: izbor od r = 3 elemenata (bez vratanja) iz skupa koji
ima n = 10 elemenata od kojih je nt = 7.

Promatramo slucajnu varijablu X = broj ispravnih predmeta u r ¢lanom uzorku iz skupa
koji ima n elemenata, od toga nt ispravnih (bez vracanja).

(a) Izra¢unajte vjerojatnost da su u uzorku dva ispravna elementa (to¢no)?

(b) Izracunajte vjerojatnost da su dva ispravna, ako je uzorak s vraéanjem?

Rjesenje:

(a) Uzorak bez vra¢anja pa X = broj ispravnih predmeta u r ¢lanom uzorku
iz skupa koji ima n elementata od toga nr ispravnih (bez vracanja) ima hiperge-
ometrijsku distribuciju X ~ Hip(n,r,nt). Zan =10, r =3, nt =7,X ~ Hip(10,3,7)

(7)-() _(2)-(5%) _(2)3
() (5) ()

(b) Uzorak s vracanjem pa X = broj ispravnih predmeta u r ¢lanom uzorku iz

P(X=2)=f@2) = = 0.525.

skupa koji ima n elementata od toga nr ispravnih (s Vraéanjem) ima binomnu

distribuciju X ~ B(r,p = —) Zan=10,r=3, nr =7,X ~ B(3, % il

" 2. 2 3)12_ A
PX=2) = f@) = ()P0 -py 2 = (5 (o) - (1= 29° 2 = 0441,
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 6.18 motiv

U velikom pakovanju od 100 cigli distributer garantira da je najvise p = 10%
ostecenih. Kontrolor prihvaéa posiljku samo ako u uzorku od 10 proizvoda iz pakovanja
(bez vraéanja) nema ostecenih. Kolika je vjerojatnost da ée kontrolor odbiti posiljku?

Rjesenje:
Uzorak bez vrac¢anja pa X = brojneispravnih predmeta u r ¢lanom uzorku iz skupa
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kojiima n elementata od toga np neispravnih (bez vrac¢anja) ima hipergeometrijsku
distribuciju X ~ Hip(n,r,np). Zan = 100, r = 10, np = 10, X ~ Hip (100,10, 10)

(%)-(7)
()

P(X >1)

1-P(X<1)=1-P(X=0)=1-f0)=1-

(9)- (%)
(11000)

= 1-

Il
—_
|

Il
I
o
N

Vjerojatnost da ¢e kontolor odbiti posiljku je 0.67.

NAPOMENA 6.7 Ako jen, nt, n—nr veliki u odnosu na r onda nije vazno je li uzorak
s vracanjem ili bez vraéanja i Hip (n, v, nt) distribucija tezi B(r,p = °L).

Ako je uzorak iz nepoznato velike populacije moZemo opet koristiti binomnu distribuciju
bez obzira na vraéanje.
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6.4 GEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA

MOTIV 6.4 Student izlazi na ispit dok ga ne poloZi. Ako je vjerojatnost polaganja ispita
svaki put jednaka p = %, (jer je student naucio petinu gradiva) kolika je vjerojatnost da ce
student 4 puta izlaziti na ispit dok ga ne poloZi?

Definicija 6.6 (Geometrijska slucajna varijabla)
Slucajnu varijablu X = broj ponavljanja pokusa (nezavisnih) dok se ne dogodi dogadaj
A cija je vjerojatnost p € (0, 1), zovemo geometrijska slucajna varijabla.
Slika geometrijske slucajne varijable je R(X) = {1,2,...}.
Funkcija vjerojatnosti Binomne slucajne varijable je

0, inace.

£ ::{ PX=K=01-pf'p, x=keRX)

Definicija 6.7 (GEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA)
Za sve slucajne varijable koje imaju sliku R(X) = {1,2, ...} i funkciju vjerojatnosti

f@)=1-p*tp, xeRX)

kazemo da imaju GEOMETRIJSKU DISTRIBUCIJU (RAZDIOBU)
s parametrom p i oznacavamo
X~ G(p).

PRIMJER 6.19 Funkcija f(x) = (1 — p)*~' - p je funkcija vjerojatnosti.
Prisjetimo se sume geometrijskog reda i iskoristimo za racunanje

Y f@= ) a-pp=p Y @ =p %=P%=1

1<k<oc0 1<k<o0 1<k<o0

PRIMJER 6.20 Ocekivanje diskretne slucajne varijable koja ima geometrijsku distribu-
ciju X ~ G(p) je
1
E(X) = -
p

Rjesenje:
Prisjetimo se da konvergentan red (npr. geometrijski) mozemo derivirati ¢lan po
¢lan, pa vrijedi

- 1 1
kk—l: r_ )
; 7 (1—61) (1-q)?
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[ee] [e¢]

B0 = Y ke fR=Y Ki-pfp=p Y kT =p
1<k<oo k=1 k=1 (1-4q)
= l:l
"

PRIMJER 6.21 Varijanca diskretne slucajne varijable koja ima geometrijsku distribuciju
X ~ G(p) je

]
=

Var(X) =

RjeSenje: (pokusajte sami)
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 6.22 motiv
Student izlazi na ispit dok ga ne poloZi. Ako je vjerojatnost polaganja ispita svaki put
jednaka p = £, kolika je vjerojatnost da e student 4 puta izlaziti na ispit dok ga ne polozi?

Rjesenje: X ~ G(p),p =0.2,

____4—1‘__3__ﬂ_
PX=4)=f@)=01-p" -p=0-p)p= 7z =0102
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SLUCAJNIH VARIJABLI

6.5 Ponovimo

BINOMNA DISTRIBUCIJA (RAZDIOBA)

binomna distribucija

X ~ B(m, p)

slika binomne sl. var.

R(X) =1{0,1,2,...,m}

funkcija vjerojatnosti

f)=(Cp* —py"™

ocekivanje

E(X)=mp

varijanca

Var(X) = mp(1 —p)

POISOONOVA DISTRIBUCIJA

Poissonova distribucija | X ~ Po(A)

slika Poissonove sl. var. | R(X) ={0,1,2,...}
funkcija vjerojatnosti flx) = }JLC—,Y e
ocekivanje EX)=A
varijanca Var(X) = A

HIPERGEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA

hipergeometrijska distribucija | X ~ Hip (n,r, nr)

slika Poissonove sl. var. R(X)=1{0,1,2,.., n7}
funkcija vjerojatnosti flx) = %
ocekivanje EX)=r- %Tr

varijanca Var(X) = _r.nT.i(’;EZE)llgn_r)

GEOMETRIJSKA DISTRIBUCIJA

geometrijska distribucija | X ~ G(p)

slika Poissonove sl. var.

RX) = {1,2,...

funkcija vjerojatnosti

f)=Q1-p-p

ocekivanje

EX) =1

varijanca

I [=1

Var(X)

Ip
PZ
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Poglavlje 7

KONTINUIRANA SLUCAJNA
VARIJABLA

MOTIV 7.1 Neka je omjer prodaje i profita slucajna varijabla X = ;%})it' Neka je

poslovanje takvo da je nemoguée da ée profit biti veci ili jednak 50% , a sigurno Ce profit
biti veci ili jednak 33.3%. Neka je vjerojatnost da ée omjer X poprimiti vrijednost manju

ili jednaku x zadan sa funkcijom F(x) = (XZS—_4)

izmedu 40% i 20%? Koliki je ocekivani profit?

. Kolika je vjerojatnost da Ce profit biti

MOTIV 7.2 Vrijeme trajanja sijalica je slucajna varijabla X. Uzimamo uzorak i 5%
sijalica traje do 100 sati. Kolika je vjerojatnost da ée nova sijalica trajati duze od 200 sati
tji. P(X > 200)?

Definicija 7.1 KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor. Za funkciju X : QO — R kaZemo da je
kontinuirana sluc¢ajna varijabla ako je slika R(X) interval I C IR, ako slika ne sadrZi
izolirane tocke i ako za svaki interval I C R praslika {w € Q : X(w) € 1} je familija
skupova u F .

Definicija 7.2 Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : QO — R definiramo vjerojatnost

da poprimi vrijednosti iz intervala I C R :
P(Xel)=P(lw € Q: X(w) €1});

P(X =a) = 0 za bilo kojia € R.
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Definicija 7.3 (FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI SL. VAR.
engl. probability density function)

Neka je X : Q — R kontinuirana slucajna varijabla sa slikom R(X). Funkciju
f : R — R definiranu na sljedeci nacin:

P(x < X < x+ Ax)
AX

f(x):= Alaiglo , x € R(X)

zovemo funkcija gustoée vjerojatnosti kontinuirane slucajne varijable X.
Za funkciju gustoce vjerojatnosti slucajne varijable vrijedi

b
f f(x)dx = P(a < X < b).

NAPOMENA 7.1 Geometrijsku interpretaciju funkcije gustoce f dobijemo pomocu ge-
ometrijske interpretacije odredenog integrala funkcije f
P(a < X <b) je povrsina ispod krivulje gustoce vjerojatnosti f na segmentu [a, b].

T: SVOJSTVA funkcije gustoce vjerojatnosti slu¢ajne varijable X.
(i) f(x) >0, x € R(X)
(i) [ fx)dx =1.
D:
P(x < X < x+ Ax)

i - = li >
(i) Zax e R(X), x€eICR, f(x) Al}l{lllo ~ >0,

(ii) Za R(X) = R svojstvo (ii) slijedi iz ekvivalentne definicije od f i svojstva
(P2), normiranosti funkcije P: f_ O:o f(x)dx =P(X € R)=P(Q) =1.

NAPOMENA 7.2 Buduci da slika kontinuirane slucajne varijable ne sadrZi izolirane
tocke

P(X = a) = 0 onda vrijedi (za razliku od diskretnih slucajnih varijabli):
Pa@a<X<b)y=Pa<X<b=Pa<X<b)=Pla<X<b).

NAPOMENA 7.3 tko Zeli znati vise
Svojstvo fa ’ f(x)dx = P(a < X < b) ekvivalentno je definiciji od f.
Promatramo segment [a, b] i gledamo subdivizije

Aa=x0<x1<..<x,=b, xjj1=x;+A7x;, i=1,.,n.
Postoji t; € [x;, x; + Ax;] tako da P(x; < X < x; + Ax) = f(t;) - Ax;,
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

YiPi < X <xj+ Ax;) = ) f(H) - Ax;.
Ako promatramo limay, o po svim subdivizijama, na desnoj strani prepoznajemo
definiciju odredenog integrala funkcije f na segmentu [a, b], pa slijedi

Pa@a<X<bh= f f(x)dx.

PRIMJER 7.1 Kontinuirana slucajna varijabla je zadana sa svojom slikom R(X) € R.
Zadana je funkcija f:
a-x, 0<x<5

f(x).—{ 0, x<0,x>b5.
(a) Odredite konstantu a tako da funkcija f bude gustota vjerojatnosti slucajne varijable
X.
(b) IzraCunajte vjerojatnost P(0 < X < 2).
(c) Skicirajte graf funkcije f.
RjeSenje:
(a) Da bi f bila funkcija gustoce vjerojatnosti slu¢ajne varijable ona mora imati

svojstva nenegativnosti i svojstvo fx)dx =1.

—0o0

oo 5

1
Zato, i dx = -xdx =1 dobi dajea = = —= .
ato, iz _oof(x) x f(;a xdx obivamo da je a f5 572 " 25

b x dx

Funkcija gustoce vjerojatnosti slu¢ajne varijable je

f(x):{ Zx, 0<x<5

0, x<0,x>5.

2 2
(b)P(0<X<2)=f0f(x)dx= 2 xdx —% %—%.

(c) Funkcija f je definirana na cijelom R, neprekinuta je na R \ {5}.

Definicija 7.4 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE KONTINUIRANE SLUCAJNE VARI-
JABLE, engl. distribution function)

Neka je X : Q) — R kontinuirana slucajna varijabla sa slikom R(X) € R. Funkciju
F : R — R definiranu na sljedeci nacin:

F(x):= P(X < x) = f ) f(t)dt

zovemo funkcija distribucije kontinuirane slucajne varijable X.
Veza funkcije vjerojatnosti i funkcije distribucije slucajne varijable je:

f(x) = F(x).
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T: SVOJSTVA FUNKCIJE DISTRIBUCIJE slucajne varijable:
F1) lim F(x) = F(=c0) =

F2) hm F(x) F(c0) =1

E3) 0 < F(x) <1

F4) F je neprekinuta funkcija, F(x) := P(X < x) = P(X < x),
)
)

F5) P(a < X < b) = F(b) — F(a) = ff(x)dx abeR, a<b

F6) F je rastuca funkcija.

o~ o~ A,_\AA

o

(F1) Kako je dogadaj X < —oco nemogu¢ dogadaj
F(~c0) := P(X < ~c0) = P(0) =
(F2) Kako je dogadaj X < oo siguran dogadaj
F(o0) := P(X £ 0) = P(Q)) = 1.

(F3) tvrdnja slijedi iz svojstava (F1) i (F2).

(F4) 1z definicije kontinuirane sl. varijable, slika nema izoliranih vrijednosti, pa je
P(X = a) = 0 te na integral ne utje¢u tocke prekida funkcije f.

(F5) Neka sua,b € R, a < b. Ra¢cunamo

F) = P(X<b)=P(X<a)U(a<X<b)
= P(X<a)+P@a<X<b)=Fa)+Pa<X<b)

paslijedi P(a < X < b) = F(b) — F(a).

b b
F(b)—F(a):‘[ f(x)dx—f f(x)dx:ff(x)dx.

(F6) Neka sua,b € R, a < b. 1z svojstva (F5) slijedi da je F(a) < F(b), funkcija je
rastuca.

PRIMJER 7.2 Za funkciju distribucije kontinuirane slucajne varijable
F(x) = P(X < x) vrijedi:

Pla<X<b)=P@a<X<b)=F0b)-F@), abeR.
RjeSenje:

F(b)

P(X<b)=P(X<a)U(a<X<D)
PX<a)+Pla<X<b)=F@a)+Pla<X<b)
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

PRIMJER 7.3 Slucajnavarijabla X iz prethodnog primjera je zadana s funkcijom gustoce

f(x):{ Zx, 0<x<5

0, x<0,x>5.

vjerojatnosti

(a) Napisite funkciju distribucije.

(b) Izracunajte vjerojatnost da slucajna varijabla poprimi vrijednosti vece od 0 i manje od
2,P0<X<2)=?

(c) Skicirajte graf funkcije distribucije F(x).

Rjesenje:
(a) .
F(x):=P(X < x) = f f(t)at
<0 0, x<0
F(x) = f—tdt 0<x<5 = %, 0<x<5
5< . 1, 5<ux
(b)P(0<X<2)=F2)-F0)=3%-0= .

(c) Funkcija F(x) je neprekmuta na ]R.

Definicija 7.5 (OCEKIVANJE KONTINUIRANE SL. VAR.,
engl. mean ili mathematical expectation)

Neka je X : QO — R kontinuirana slucajna varijabla sa slikom R(X) i funkcijom vjero-
jutzzoosti f(x). Kazemo da kontinuirana slucajna varijabla X ima ocekivanje ako integral

x - f(x) dx konvergira i oznacavamo

—00

E(X) := v[oox-f(x)dx.

Definicija 7.6 (VARIJANCA ILI DISPERZIJA KONTINUIRANE SL. VAR.,
engl. variance)

Neka je X : Q — R kontinuirana sluc¢ajna varijabla sa slikom R(X) i funkcijom
gustoce vjeroja{gosti f(x). KaZemo da kontinuirana slucajna varijabla X ima varijancu

ako integral (x — E(X))? f(x) dx konvergira i oznacavamo

Var(X) = f Oo(x — E(X))* f(x) dx.
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MozZemo racunati varijancu i pomocu relacije

Var(X) := f X% - f(x)dx — (E(X)).
(Dokaz vidi kasnije - ocekivanje funkcije slucajne varijable).

Definicija 7.7 (STANDARDNA DEVIJACIJA, engl. standard deviation)
Standardna devijacija slucajne varijable X definira se kao

o(X) = v Var(X).

PRIMJER 7.4 Neka je zadana sluc¢ajna varijabla iz prethodnog primjera s funkcijom
zx, 0<x<5

0, x<0,x>5.
(a) Izracunajte oCekivanje slucajne varijable E(X).

gustoce vjerojatnosti f(x) =

(b) Izracunajte varijancu i standardnu devijaciju Var(X), o(X).

RjeSenje:
00 5 5
_ _ 2, _2 2, _ 10 _
(a) E(X)—f:mxf(x)dx—j; x25xdx—25 ; x“dx = 3 =3.333
(b)
*° > 2 10
Var(X) = f X2 - f(x)dx - (E(X))? = f X% —xdx — (=)?
oo 0 25 3
5
10, 25
_ 2 3gp (02— 22
= 5 ) YR-F g

o(X) = Var(X) = \/% =242 =1.178.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 7.5 motiv
Neka je omjer prodaje i profita slucajna varijabla X = p:gj?it'
da je nemoguce da Ce profit biti veci ili jednak 50% , a sigurno ée profit biti veci ili jednak

Neka je poslovanje takvo

33.3%. Neka je vjerojatnost da e omjer X poprimiti vrijednost manju ili jednaku x zadan

sa funkcijom F(x) = (sz_ Y. Kolika je vjerojatnost da ce profit biti izmedu 40% i 20%?

Koliki je oCekivani profit?

Rjesenje:
100
profit

Slu¢ajna varijabla X = poprima vrijednosti npr. za profit 50% vrijednost

Radni materijal 108



7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

X = 2, a za profit 33.3% vrijdnost X = 3. Zaklju¢ujemo da je zadana funkcija
distribucije P(X < x) = F(x)

0, x<2
Fay={ &4 2<x<3
1, 3 <.

Vjerojatnost da ¢e profit biti izmedu 40% i 20% odgovara pitanju P(2.5 < X < 5).
P25 <X <5)=F5)-F25) =1- % = % = 0.55 Ocekivani profit odgovara
ocekivanoj vrijednosti od X.

Da bi izra¢unali o¢ekivanje moramo izraziti funkciju gustoce vjerojatnosti f. Veza
funkcije gustoce i funkcije distribucije je f(x) = F'(x).

0, x<2
flx) = 25—" , 2<x<3
0, 3<ux
Rac¢unamo ocekivanje
E(X) = xf(x)dx = f i =2 =2, 533.

Ocekivani profit je dakle 39.47%.
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7.1 FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE

2

MOTIV 7.3 Neka je X ~
01 03 06

]. Opisite slucajnu varijablu Y = 3X + 1.

Definicija 7.8 (FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE) Neka je zadana po dijelovima
neprekinuta funkcija h : R — R i slucajna varijabla X : QQ — R. Funkcija slucajne
varijable X je slucajna varijabla Y : QO — R definirana kao kompozicija Y = h o X.

TEOREM 7.1 Ako je h(x) strogo monotona i derivabilna onda funkciju slucajne varijable
Y = h(X) moZemo definirati pomocu slucajne varijable X :
(a) Ako je X diskretna slucajna varijabla

fr(y) =P(Y = y) = P((X) = y) = PX ="' (y)) = f("'(v).

Fy) =P <y = Y fx).

xi; h(x;)<y
E(Y) = Z hx;) - ().

(b)Ako je X kontinuirana slucajna varijabla

_ ) fE ) 1T W), m<y <M
fY(y)_{ 0, y<m,y>M.
0, y<m

Fhl(y)), W) >0, m<y<M
1-Fh'(y), W) <0, m<y<M
1, y=>M.

Fy(y) =
gdje smo oznacili m = min h(x), M = maxh(x).

E(Y) =£ h(x) - f(x)dx.

Dokaz: tko Zeli znati vise

(@) fr(y) = P(Y = y) = P(h(X) = y) = P(X = h™\(y)) = f(" (y))-

Fy(y) =P(Y <) =P(X) <y) =PX <y = ), flx).
xi: xi <h~1(y)
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

E(Y) = Z yify(yi) = Z I F () = Z h(x) £(x).

(b) Ako je X kontinuirana slu¢ajna varijabla

PX<h 'y, W) >0,
Fy(y) =P(Y < y) =P(h(X) < y) = { 1 —(P(; < hg()y) hg; Z 0.

A@) = Ex@) = Ext™ @) - @ @) = FE @) - 10 @)Y

E(Y) = f yfr(dy = f WG £ () ()Y dy = f ho) F ().

PRIMJER 7.6 Neka je zadana funkcija h(x) = a - x + b, i slucajna varijabla X. Neka je
Y funkcija slucajne varijable X, Y = h(X), tj. Y =a- X +b.
(a) Neka je X diskretna slucajna varijabla. Tada je Y definirana s:

-b
) = ),

Fy(y)=PY<y) = ) fx),

sy Yb
Xi; XiS =

E(Y)=a-E(X)+b,
Var(Y) = a* - Var(X).

(b) Neka je X kontinuirana slucajna varijabla. Tada je Y definirana s:

-b
frn = F=) 2,

a

F(Zh,  a>o0,
)= { 1R, a<,

E(Y)=a-EX)+b,

Var(X) = a® - Var(X).
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7.1. FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE

RjeSenje:

-b -b
@ fr(y) = P(Y =) = P@X +b = y) = P(X = =—=) = f(7—).
(b) h(x) je strogo monotona zaa # 0, h_l(y) _ 7 a_ b, (h_l(y))’ = %.

y_—b
Fﬂw=HYSw=HwX+wa={ e

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 7.7 motiv
2

01 03 0.6

4 7 10
Y ~
[ 01 03 06 ]
PRIMJER 7.8 Neka je zadana slucajna varijabla X s funkcijom gustoce vjerojatnosti

2 0, x<0,
=x, 0<x<5,

f(x):{250’ x<0,x>5 Fi) = %' 0<x<3
7 7 7 1, 5Sx,

E(X) = %, Var(X) = %. Opisite slucajnu varijablu Y = 3X + 1.

Neka je X ~ [ ) Opisite slucajnu varijablu Y = 3X + 1.

Rjesenje:

RjeSenje:
h(x) =3x+1,m=minh(x) =1, M = maxh(x) = 16, x € [0, 5].

0, y<m 0, y<1
Fy(y) =1 F(5h), m<y<M =3 L(&12 1<y<16
1, y=M 1, y>16
10
E(Y):3-E(X)+1:3-§+1:11
25 25
Var(Y)=9-Var(X) =9 - TR
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PRIMJER 7.9 Varijanca slucajne varijable X je oekivanje slucajne varijable Y = (X —
E(X))?

(a) Var(X) = E(Y) = E(X — E(X))?)

(b) Var(X) = E(X?) — (E(X))?

Rjesenje:
(a) slijedi iz defininicije varijance,

(b)

E(X? - 2X - E(X) + (E(X))?)
E(X?) -2 E(X) - E(X) + (E(X))* = E(X?) - (E(X))?

Var(X)

Definicija 7.9 (k-TI MOMENT )
k-ti moment slucajne varijable X je oekivanje funkcije slucajne varijable X*:

uk = E(X).
PRIMJER 7.10 Ocekivanje je 1. moment slucajne varijable:
u1 = E(X) = u.

Definicija 7.10 (k-TI CENTRALNI MOMENT )
k-ti centralni moment slucajne varijable X je oCekivanje funkcije slucajne varijable
(X — EX)):
B = E((X = EQ))).

PRIMJER 7.11 Varijanca je 2. centralni moment slucajne varijable:

B2 = E(X — E(X))*) = Var(X) = o°.
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7.2 Ponovimo

KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

slika kontinuirane slucajne varijable RX)=ICcR

funkcija gustoce vjerojatnosti kon. sl. var. | f(x) := limay—o

P(x<X<x+AXx)
AX

funkcija distribucije kon. sl. var. X F(x):=P(X<x)= f_ xoo f(t)dt

ocekivanje kon. sl. var. X

EX):= [ x- f(x)dx

varijanca kon. sl. var. X

Var(X) == [ (x - E(X))2f(x) dx

FUNKCIJA OD SLUCAJNE VARIJABLE

Y je funkcija od slucajne varijable X | Y = h(X),

Y=a0-X+0b

Y: Q>R

ocekivanje od Y

EY)=a-EX)+b

varijanca od Y

Var(Y) = a?>Var(X)

FUNKCIJA od DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLEY =a-X +b

funkcija vjerojatnosti od Y

Ay = FED)

funkcija distribucije od Y

F() =P <y)=L, w flx)

FUNKCIJA od KONTINUIRANE SLUCAJNE VARIJABLE Y =a- X + b

funkcija gustoce vjerojatnostiod Y | fy(y) = f (yT_b) . %

funkcija distribucije od Y

F(Zh,  a>o0,
)= { 1-FLY), a<,
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Poglavlje 8

PRIMJERI KONTINUIRANIH
SLUCAJNIH VARIJABLI

U ovom poglavlju istaknut éemo kontinuirane slu¢ajne varijable koje se pojavljuju
u odredenim “scenarijima” i njihove funkcije gustoce vjerojatnosti definirat ¢e se
kao specificne distribucije (razdiobe): normalna, uniformna, eksponencijalna,
gama, hi-kvadrat, Studentova. Normalna distribucija, hi-kvadrat i studentova

distribucija imaju veliku ulogu u matematickoj statistici.

MOTIV 8.1 Potro$nja materijala u nekom proizvodnom procesu je slucajan pokus. U
prosjeku svaki dan se potrosi 20 komada. Svaki mjesec se nabavlja 640 komada potrosnog
materijala. Neka je X slucajna varijabla = vrijeme potrebno da se potrosi zaliha (dogodi
dogadaj o puta).

(a) Kolika je vjerojatnost da ponestane potrosnog materijal?

(b) Kolika mora biti mjesecna nabavka da vjerojatnost nestasice bude 0.01?

8.1 NORMALNA DISTRIBUCIJA

NajvaZnija kontinuirana distibucija je normalna distribucija. Ona se pojavljuje kao
aproksimacija mnogih drugih distribucija i pojavljuje se u mnogim statistickim
testovima. Njemacki matematicar Carl F. Gauss (1777-1855) je 1809. godine
objavio monografiju u kojoj je dao normalnu distribuciju kao model za pogreske

u eksperimentu.
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MOTIV 8.2 Neka je kriticna ¢vrstoéa jednog tipa plasticnih ploca normalna slucajna
varijabla X s ocekivanom cvrstoom 1250 kg i standardnom devijacijom 55 kg. Koje je
maksimalno optercenje takvo da je ocekivani broj slomljenih ploca najvise 5%?

Definicija 8.1 (NORMALNA DISTRIBUCIJA)

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X* : O — R kaZemo da ima standardnu nor-
malnu distribuciju ili standardnu Gaussovu distribuciju s parametrima 01 1 i oznacavamo
X* ~ N(0, 1) ako ima funkciju gustoce vjerojatnosti

1 1,2
fo) ==t
V21
Za kontinuiranu sluc¢ajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima normalnu distribuciju ili
Gaussovu distribuciju s parametrima | i o i 0znacavamo

X ~ N(u, 02) ako ima funkciju gustoce vjerojatnosti

1

oV2n

1,X7H\2
(%)

f(x) =

NAPOMENA 8.1 Ako X* ~ N(0,1) ima standardnu normalnu distribuciju, onda
funkcija slucajne varijable X = o - X* + p ima normalnu distribuciju X ~ N(u, a%).

PRIMJER 8.1 Funkcija f*(x) = \/% -e™2% je funkcija gustoce vjerojatnosti.

Rjesenje: Koristimo izvod f e 2% dx = V2m.

—00

0 1 10 1
f f*(x)dx:—f eV dx= —— - V2n=1.
—oo V2711 J-co V2n

PRIMJER 8.2 Funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable X* ~ N(0, 1)
je
1 Y o_ip
F(x) = — e 2!
V2711 J-oo

dt.

F(x)=1-F(-x)

Funkcija distribucije normalne slucajne varijable X ~ N(u, 0?) je

X
F(x) = 1 fe_%(¥)2dt.

oVN2m
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RjeSenje: Koristimo definiciju funkcije distribucije kontinuirane slu¢ajne varijable
X

F(x) = f f*(t)dt i formulu za funkciju distribucije za funkciju slu¢ajne varijable

X=0-X"+u Fy) = F/(£EL).

PRIMJER 8.3 (1) Za X* ~ N(0,1), E(X*) = 0, Var(X) = 1.
(b) Za X ~ N(u, 0%), E(X*) = b, Var(X) = 0.

(o]

Rjesenje: Koristimo izvod f 2o dx = \2m.

—00

0 < 1 1.2
(a) E(X*) = f xf(x)dx = f X e 2% dx = 0 (neparna funkcija).
Y Vo P ]

0 s

Var(X") e dx

(X)) - (E(X))? jwzfmw—j‘

\/_f 2'ixdx— - V2m =1.

EX)=E(@o-X'+u)=0c-EX)+u=y,

\/_

(b)

Var(X) = Var(o - X" + p) = 02Var(X*) = o2

PRIMJER 8.4 Skicirajte graf funkcije gustoce vjerojatnosti f(x). Krivulja se zove
Gaussova zvonolika krivulja. Krivulja je simetricna u odnosu na pravac x = u. dostiZe

. vy 1 v . .. . . .
maksimum u tocki (u, W)’ a tocke infleksije su u i — o iy +o0. Os x je horizontalna
asimptota. Ako o <1 graf se suZava i maksimala vrijednost raste, a ako je o > 1 graf se
$iri i maksimalna vrijednost pada.

PRIMJER 8.5 Neka je X* ~ N(0,1). Tada moZemo izracunati vjerojatnost da slucajna
varijabla X* poprimi vrijednost iz nekog intervala [a, b]:

Pla <X < p)=F(p) - F()

Neka je X ~ N(u,0?). Tada moZemo izracunati vjerojatnost da slucajna varijabla X =
o - X* + u poprimi vrijednost iz nekog intervala [a, b]:

ool A
P(a <X <b)=Fb) - F@) = F(—) - F(—).
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J&)

0.3

0.2

0.1

-2 -1 0 1 2 X

Slika 8.1: Graf funkcije gustoce vjerojatnosti f(x) = % e 7 jedinidz ne

normalne sluaz”ajne varijable X ~ N(0, 1).

NAPOMENA 8.2 U literaturi je poznata Laplaceova funkcija

1 N 1.2
L(x) = — f exp~ 2t dt.
V21t Jo P

Ona je obi¢no tabelirana. Veza funkcija F*, F i L(x) je sljedeca:

F(x) = % + L(x)
F@ = 3 + L)

PRIMJER 8.6 Slucajna varijabla X ~ N(20,4). Provjerite
(a) P(18 < X <22) = 0.68
(b) P(16 < X <24) = 0.95
(c) P(14 < X £26) = 0.99

Rjesenje:

FESD) - P = F) - F(-D)

F(1) - (1-F(1) = 2F(1) -1
2-0.8413 -1 =1.6826 —1 = 0.68

(1) P(18 < X < 22)

PRIMJER 8.7 Slucajna varijabla X ~ N(u, 0). Provjerite pravilo 30 :
(@) Plu—o0 < X< u+0)=0.68

(b) P(u—20 < X < u+20) =095

(c) P(u—30 <X < u+30)=0.99
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J&)

08 frono)

0.6

f}(~N(o, 1)

0.2 fX~N(o,3>

-2 -1 0 1 2 X

Slika 8.2: Grafovi funkcija gustoce vjerojatnosti normalnih sludz”ajnih
varijabli X; ~ N (0,1), Xo ~ N(0,1)i X3 ~ N(0,3).

PRIMJER 8.8 Debljina Zeljeznih plo¢a ja slucajna varijabla. MoZemo pretpostaviti da je
to kontinuirana slucajna varijabla koja ima normalnu distribuciju s ocekivanjem 10mm
i standardnom devijacijom 0.02mm. Kolika je vjerojatnost defektne ploce ako je kontrola
dala kriterij:

(a) plo¢a tanja od 9.97 mm,

(b) ploca deblja od 10.05 mm,

(c) ploca odstupa 0.03 mm od 10 mm. U kojim granicama treba biti debljina da bi u
ocekivani postotak defektnih ploca bio 5%?

Rjesenje:
Za slu¢ajnu varijablu X ~ N(10,0.022) ra¢unamo:

(a) P(X <9.97) = F*(9.%.70—210) = F*(-=1.5) = 0.0668. Uz ovaj kriterij ocekuje se 6.7%

ostecenih ploca.

(b) P(X > 10.05) = 1-F*(10.05) = 1— F*(1295-10) = 1 - F*(2.5) = 1-0.9938 = 0.0062.
Uz ovaj kriterij o¢ekuje se 0.6% o$tecenih ploca.

(c) P(9.97 < X < 10.03) = F*(188-10) _ p+(23710) = F*(1.5) — F*(-1.5) = 0.8664.
1-P(9.97 < X <10.03) = 0.1336

Uz ovaj kriterij o¢ekuje se 13.3% oStecenih ploca.

Prema pravilu 3¢ :

P(u—20 <X < p+20)=0.95

P(10-2-0.02< X <10+2-0.02) = 0.95.

Uz ovaj kriterij o¢ekuje se 5% ostecenih ploca.

Za 20 = 0.04 imamo interval dobrih ploc¢a [9.96, 10.04].
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1 F(x)
0.8
0.6
Jx)
0.2
-2 -1 0 1 2 X

Slika 8.3: Grafovi funkcije gustoce vjerojatnosti i funkcije distribucije je-
dinidz"ne normalne sluaz”ajne varijable X ~ N(0, 1).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 8.9 motiv

Neka je kritina cvrstoéa jednog tipa plasticnih plo¢a normalna sluc¢ajna varijabla X
s ocekivanom cvrstoéom 1250 kg i standardnom devijacijom 55 kg. Koje je maksimalno
opteréenje takvo da je ocekivani broj slomljenih ploca najvise 5%?

Rjesenje:

Za slu¢ajnu varijablu X ~ N(1250, 55%) ratunamo prema pravilu 3o :
P(u—20 <X < pu+20) =095,

P(1250 —2-55 < X <1250 + 2 - 55) = 0.95. Za maksimalno opterecenje od 1360 kg
ocekuje se 5% slomljenih ploca.

PRIMJER 8.10 Na provoj godini GF studira 200 studenata. Ocekivana teZina je 75 kg
a standardna devijacija 7 kg. Pretpostavimo da je teZina normalno distribuirana. Koliko
studenata ima teZinu izmedu 68 kg i 82 kg (. zaokruZeno od 67.5.5 kg do 82.5 kg)?

Rjesenje:

Za slu¢ajnu varijablu teZina studenata X ~ N(75,7?) ratunamo:

P(67.5 < X < 82.5) = F/(832) — F*(¥235) = 2F*(1.07) - 1 = 2-0.8577 — 1 = 0.715.
Ukupno studenata koji imaju teZinu izmedu 68 kg i 82 kg (tj. zaokruZeno od 67.5.5
kg do 82.5 kg) je 200 - 0.715 = 143.
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NAPOMENA 8.3 U granicnom slucaju za velike m binomna distribucija X ~ B(m, p) se
moZe aproksimirati standardnom normalnom distribucijom. Prema integralnom Moivre-
Laplaceov teoremu (centralni granicni teorem za binomnu sl. var.) u poglavlju 11 vrijedi

b—-mp+0.5 B *a—mp—O.S)
Vmp(1=p) VmpT=p)

Primijetimo da su dodani pribrojnici 0.5 i -0.5 zbog korekcije.

Pa < X <b)~ F(
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8.2 UNIFORMNA DISTRIBUCIJA

Definicija 8.2 (UNIFORMNA DISTRIBUCIJA)
Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima uniformnu dis-
tribuciju na se segmentu [a, b], ako je slika R(X) = R, a funkcija gustote vjerojatnosti

je

0, x<a
f)=93 &, a<x<b
0, b<x

i oznacavamo X ~ U(a, b).

PRIMJER 8.11 Funkcija distribucije uniformne slucajne varijable X ~ U(a, b) je

0, x<a
F(x)={ 3=, a<x<b
1, b<x

PRIMJER 8.12 Za X ~ U(a, b), E(X) = %L, Var(X) = %

RjeSenje:
00 b b
_ B 1 1 1 12_12)
EX) = f_ooxf(x)dx—j;xb_adx—b_aja‘xdx—b_a(zb 57
_a+b
2

00 b 2 2
1 b*+ab+a
2 _ 2 _
waf(x)dx—lxb_adx— 3

Var(X) = fw X f(x)dx — (E(X))? = P*+ab+a*  a+b

B (b —a)?
w© 3 (g )rE ‘

2
) 12

PRIMJER 8.13 Skiciraj graf funkcije gustoce vjerojatnosti i graf funkcije distribucije
vjerojatnosti.
Funkcija f(x) ima prekid u tockama a i b, a funkcija F(x) je neprekinuta na R.
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8.3 EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA

Eksponencijalna distribucija se pojavljuje u problemima teorije opsluZivanja.

MOTIV 8.3 Vrijeme trajanja sijalica je slucajna varijabla X. Uzimamo uzorak i 5%
sijalica traje do 100 sati. Kolika je vjerojatnost da ¢ée nova sijalica trajati duZe od 200 sati
tj. P(X > 200)?

Definicija 8.3 (EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA)
Za kontinuiranu sluc¢ajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima eksponencijalnu
distribuciju s parametrom A, ako je slika R(X) = R, a funkcija gustoce vjerojatnosti je

f(x):{ 0, x<0

Ae™™, 0<x

i oznacavamo X ~ Exp(A).

PRIMJER 8.14 Funkcija distribucije eksponencijalne slucajne varijable

X ~ Exp(A) je
0, x<0
F(x) =
) {1—6‘“, 0<x

PRIMJER 8.15 Za X ~ Exp(1), E(X) = 1, Var(X) = .

Rjesenje:

E(X) = f xf(x)dx = f xAe Mdx = parc.int. = %
—00 0

f 2 f(x)dx = f ¥ Ae™Mdx = parc.int. = 2
- 0 A?

(o8]

2 1 1

Var(X) = f P f s - EQ) = 5 - (9 = 35

PRIMJER 8.16 Skiciraj graf funkcije gustoce i funkcija distribucije eksponencijalne
slucajne varijable X ~ Exp(A).
Funkcija f(x) je padajuéa funkcija na [0, c0), prekinuta u nuli. Funkcija distribucije je

neprekinuta funkcija R, rastuca, konkavna, ima horizontalnu asimptotu y = 1.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:
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PRIMJER 8.17 motiv

Vrijeme trajanja sijalica je slucajna varijabla koja ima eksponencijalnu distribuciju s
parametrom A. Uzimamo uzorak i 5% sijalica traje do 100 sati.
(a) Odredite parametar A.

(b) Kolika je vjerojatnost da ée nova sijalica trajati duze od 200 sati?

RjeSenje:

(@) X ~ Exp(A), P(X < 100) = 0.05 = F(100) = 0.05
Fx)=1—-¢™, 0<x, = 1-¢1%0=005
e M0 =095 = A1-100~0.051 = A= 0.00051.

(b)P(X > 200)

1 - P(X < 200) = ¢~1200 x (p=A100)2
(0.95)2 = 0.9025.
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8.4 GAMA DISTRIBUCIJA

Definicija 8.4 (GAMA DISTRIBUCIJA)

Gama distribucija je generalizacija eksponencijalne distribucije.
Neka je slucajni pokus ponavljanje dogadaja u vremenu s zadanim konstantnim intezite-
tom (A). Slucajna varijabla koja daje vrijeme potrebno da se dogadaj dogodi odredeni broj

puta (&) ima gama distibuciju s parametrima a i A.

Definicija 8.5 (GAMA DISTRIBUCIJA)
Za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima gama distribuciju s
parametrima a i A, (i A > 0) , ako je slika R(X) = R, a funkcija gustoce vjerojatnosti je

0, x<0
X) =
fe) {C~x“‘1~e‘“, x>0
04

gdje je C = %, al(x)= f 1. e7'dt, Gama funkcija, x > 0 i oznacavamo X ~
0
I'(a, A).

I
0.8 Fx)
0.6
0.4
02 fx)
0 1 2 3 4 5 X

Slika 8.4: Grafovi funkcije gustoce vjerojatnosti i funkcije distribucije
sludz”ajne varijable X ~ I'(3,1).

PRIMJER 8.18 Funkcija distribucije gama distribucije X ~ I'(a, A) je

0, x <0
F(x) = x .
() C-f =l oM x> 0.
0
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PRIMJER 8.19 SVOJSTVA gama funkcije:

(a) T(a+1) =a I'(a),

(b)T(1) = f etdt =1,
(C)F(n+1)0:n-1"(n):n-(n—l)-r(n—Z):... =nl, neN,
PRIMJER 8.20 Za X ~ T'(a, A), E(X) = % Var(X) = %

PRIMJER 8.21 Za a > 1 funkcije gustoée gama distribucije ima maksimum u x = 452,

ima zvonoliki oblik i os x je horizontalna asimptota, a za a < 1, f(x) je strogo padajuca,
konkavna funkcija koja ima vertikalnu asimptotu os y, a horizontalnu os x.

Definicija 8.6 (NEPOTPUNA GAMA FUNKCIJA)
"Z
Tabelirana je nepotpuna gama funkcija y(z, a) = ﬁ f oL et
0
Veza je F(x; a, A) = y(Ax, a).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 8.22 motiv

Potro$nja materijala u nekom proizvodnom procesu je slucajan pokus. U prosjeku
svaki dan se potrosi 20 komada. Svakimjesec se nabavlja 640 komada potrosnog materijala.
Neka je X slucajna varijabla = vrijeme potrebno da se potrosi zaliha (dogodi dogadaj
puta).
(a) Kolika je vjerojatnost da ponestane potrosnog materijal?
(b) Kolika mora biti mjesecna nabavka da vjerojatnost nestasice bude 0.017
A =20, a =640, X ~T(a,A)=T(640,20).
Rjesenje:
Potrebni podaci: A =20, a =640, X ~I'(a, A) = T'(640,20).

(a) P(X < 30) = F(30) = F(30;640,20), F(x;a,A) = y(Ax,a)
F(30; 640, 20) = (20 - 30, 640) = (600, 640) = 0.057.
Vjerojatnost da bude nestasica je 0.057.
(b) P(X < 30) =0.01, F(30;a,20) = 0.01
F(30; @, 20) = ¥(20 - 30, ) = y(600,0) = 0.01 = a = 660.
Potrebne mjesecne zalihe potrosnog materijala su 660 komada da bi
vjerojatnost nestasice bila 0.01 (mala).

PRIMJER 8.23 Zaa = 1, gama distribucija je eksponencijalna distribucija X ~ I'(1,A) =
Exp(A).
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8.5 HI KVADRAT DISTRIBUCIJA

Definicija 8.7 (HI KVADRAT DISTRIBUCIJA)

Zaa =%, A =1 gama distribucija je x*(n), hi kvadrat distribucija s parametrom n,
X ~T(3,3) = 20,
Funkcija gustoée vjerojatnosti je

0, x<0
X) = ,
e { C-x271 ~e‘%x, x>0
(3)?
dje je C = .
gaje ] T(%)
F(x)
1
0.8
0.6
0.4
Jx)
0.2
0 1 2 3 4 5 x

Slika 8.5: Grafovi funkcije gustoce vjerojatnosti i funkcije distribucije
sludz”ajne varijable X ~ x*(3).

PRIMJER 8.24 Tabelira se )(2(11), zan=1,2,...,30, ali u obliku:

za X ~ x?(n) i zadanu vjerojatnost p = P(X > Xp) u tabeli moZemo ocitati vrijednosti x,.
Najcesce su traZene vrijednosti za x,, ako su zadane vjerojatnosti p = 0.99,

p=095 p=05 p=01, p=0.05

PRIMJER 8.25 Nekaje X ~ x*(20) i P(X > x,) = 0.1. Od koje dz"e vrijednosti slucajna
varijabla poprimi vecu vrijednost s vjerojatnoséu 0.05?
U tablici o¢itamo zan = 20,ip = 0.1, x, = 28.41.

NAPOMENA 8.4 Neka su slucajne varijable X1, Xo, ..., X, takve da sve imaju stan-
dardnu normalnu distribuciju, X:~N(@O,1),i=1,..,n

n
Tada slucajna varijabla Y = Z‘(XZ-)2 ima hi kvadrat distribuciju, Y ~ x*(n).
i=1
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PRIMJER 8.26 Za X ~ x%(n), E(X) = n, Var(X) = 2n.

RjeSenje:

Koristimo formulu za oekivanje i varijancu gama distribucije s parametrima
n . 1 _01_%_ _a_%_

(X—E,/\—E. E(X)—X—g—n, VﬂT(X)—ﬁ—(%?—ZI’l.

NAPOMENA 8.5 Za X ~ x’(n)in — oo, X ~ N(n,2n).
Za X ~ x*(n) i n > 30, dobra aproksimacija je X ~ N(n, 2n).
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8.6 STUDENTOVA DISTRIBUCIJA

U matematickoj statistici vazna je Studentova distribucija koju je 1908 definirao S.
Gosset pod pseudonimom Student.

Definicija 8.8 (STUDENTOVA DISTRIBUCIJA)

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X : Q — R kaZemo da ima Studentovu distribu-
ciju ili t -distribuciju s parametrom n (stupanj slobode) i oznacavamo X ~ t(n) ako ima
funkciju gustoce vjerojatnosti

n+1

1 F@ 2
3 )-(1+%)—T, x€R

N0
PRIMJER 8.27 Skicirati graf funkcije gustoce vjerojatnosti f(x). Funkcija je pozitivna,

fx) =

simetricna u odnosu na os y, parna, dostize maksimum u x = 0, 0s x je horizontalna
asimptota. Kad n — oo, graf postaje Gaussova krivulja.

1 F(x)
0.8
0.6
/4
Jx)
0.2
-2 -3 -1 0 1 2 3 x

Slika 8.6: Grafovi funkcije gustoce vjerojatnosti i funkcije distribucije
sluaZ”ajne varijable X ~ t(3).

PRIMJER 8.28 Tabelira se t(n), zan = 1,2, ...,30, ali u obliku:

za X ~ t(n) i zadanu vjerojatnost p = P(|X| > xp) u tabeli moZemo ocitati vrijednosti x,.
Najcesce su traZene vrijednosti za x,, ako su zadane vjerojatnosti p = 0.9,

p=08, p=07..,p=0.1

PRIMJER 8.29 Neka je X ~ t(20) i P(IX| > x,) = 0.1. Izvan kojih granica slucajna
varijabla poprimi vrijednost s vjerojatnoséu 0.1?
U tablici o¢itamo zan = 20, ip = 0.1 x, = 1.725.
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PRIMJER 8.30 Neka su slucajne varijable X* ~ N(0,1) i Y ~ x2(n). Tada slucajna

varijabla T = jy ima Studentovu distribuciju, T ~ t(n).
NAPOMENA 8.6 Za X ~ t(n), E(X) =0, Var(X) = - i 5 1> 2.

NAPOMENA 8.7 Za X ~ t(n)in — oo, X ~ N(0, 1).
Za X ~ t(n) i n > 30, dobra aproksimacija je X ~ N(0, 1).

NAPOMENA 8.8 Zan =1, Studentova distribucija je Cauchyjeva distribucija.
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8.7 Ponovimo

STANDARDNA NORMALNA DISTRIBUCIJA (RAZDIOBA)

standardna normalna distribucija | X* ~ N(0,1)
funkcija gustoce vjerojatnosti f(x) = L2
jag Jeroj v C
.. . . .. . . . " 1 _1
funkcija distribucije vjerojatnosti | F*(x) = T f_ et
ocekivanje EX)=0
varijanca Var(X) =1
NORMALNA DISTRIBUCIJA
normalna distribucija X ~N(u, 0?)
funkcija gustoce vjerojatnosti fy=1. f*(x%')
funkcija distribucije vjerojatnosti | F(x) = F*(%)
ocekivanje EX)=u
varijanca Var(X) = o2
PRAVILO 30 za X ~ N(u,0)
P(u-o0<X<pu+o)=0.68
P(u—20 <X < u+20)=095
P(u—30 <X <p+30)=0.99
UNIFORMNA DISTRIBUCIJA
uniformna distribucija X ~ U(a,b)
funkcija gustoce vjerojatnosti f(x) ==, zaa<x<b,
funkcija distribucije vjerojatnosti | F(x) = 3=%,zaa < x < b,
ocekivanje E(X) = %
varijanca Var(X) = (bIZ”)Z
EKSPONENCIJALNA DISTRIBUCIJA
eksponencijaln distribucija X ~ Exp(A)
.. ST . 0, x<0
funkcija gustoce vjerojatnosti flx) = { N 0<x
0, <0
funkcija distribucije vjerojatnosti | F(x) == 1 *
1—-e*, 0<x
ocekivanje E(X) = %
varijanca Var(X) = %
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8.7. Ponovimo

GAMA DISTRIBUCIJA, HI-kvadrat, eksponencijalna

gama distribucija X ~T(a, )
hi-kvadrat distribucija X ~ x?(n) = I'(5, %)
eksponencijalna distribucija | X ~ Exp(A) =T'(1, A)
ocekivanje EX)=9
varijanca Var(X) = %

n
hi-kvadrat Y ~ y2(n) Y = Z(X,-)2

i=1
za X; ~N(0,1)

STUDENTOVA ili t- DISTRIBUCIJA

Studentova distribucija X ~ t(n)
ocekivanje EX)=0
varijanca Var(X) = -5, zan>2
Studentova razdioba T ~ t(n) | T = %,
ako je X* ~N(@0,1)iY ~ x*(n).
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Poglavlje 9

DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

Pojam slucajne varijable generalizira se za dvije i n varijabli. U ovom poglavlju
posebno ¢e se obraditi diskretni dvodimenzionali slucajni vektor. Pojam n-dim

slu¢ajnog vektora vazan je za definiciju slu¢ajnog uzorka.

Definicija 9.1 (n-dim SLUCAJNI VEKTOR, engl. random vector)

Nekasusu X1 : Q- R, X;: Q- R,..., X, : Q — R slucajne varijable definirane
na vjerojatnosnom prostoru (QQ, ¥, P). Funkciju (X1, X, ..., Xy) : Q — R" zovemo n-dim
slucajni vektor ako vrijedi Vx1,x2, ..., X, € R,

{weQ: Xi(w) <x1, Xo(w) < xp, ..., Xp(w) < x4} CF
i oznacavamo (X1, X, ..., Xu)(w) = (X1(w), Xo(w), ..., Xu(w)), @ € Q.

Definicija 9.2 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE n-dim SLUCAJNOG VEKTORA, engl.
distribution function of random vector)
Neka je (X1,X3,...,Xy) : Q — R" n-dim slucajni vektor. Funkciju F : R" — R

definiranu na sljedeci nacin:
F(x1,x2, ..., xn) := P(X1 < X1, ..., Xy < ¥p)

zovemo funkcija distribucije diskretnog n-dim slucajnog vektora (X1, Xa, .., Xn).
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9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

9.1 DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

MOTIV 9.1 Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i slucajnu varijablu X =
suma brojeva koji su pali i slucajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace
0. (a) Nadite funkciju vjerojatnosti slucajnog vektora (X, Y). (b)Izracunajte vjerojatnost
da je zbroj brojeva koji su pali ve¢i od 3 a manji ili jednak 6 i da su pali isti brojevi? (c)
Jesu li X i Y nezavisne varijable? (d) Izracunajte kovarijancu. (e) Jesu li X i Y korelirane
varijable?

Definicija 9.3 DISKRETNI n-dim SLUCAJNI VEKTOR
Ako su slucajne varijable X1, Xa, ..., Xy, diskretne slucajne varijable, onda za slucajni
vektor (X1, Xo, ..., Xn) kaZemo da je diskretni n-dim slucajni vektor.

Definicija 9.4 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI n-dim SLUCAJNOG
VEKTORA, engl. probability function of random vector)

Neka je (X1, X2, ..., Xn) : Q — R" n-dim diskretni slucajni vektor. Funkciju f :
R" — R definiranu na sljede¢i nacin:

P(X1 =x1, X0 =x2,.. X5 = x), (x1,..., %) € R(X1, X2, ..., Xp),
0, inace

flx1,x2, ..., xp) = {
zovemo funkcija vjerojatnosti diskretnog n-dim slucajnog vektora (X1, Xa, ..., X).

Definicija 9.5 DISKRETNI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR
Ako su slucajne varijable X i Y diskretne slucajne varijable, onda za slucajni vektor
(X,Y) kazemo da je diskretni dvodimenzionalni slucajni vektor.

Definicija 9.6 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI diskretnog 2-dim SLUCAJNOG
VEKTORA)

Neka su X : Q — R, Y : Q — R diskretne slucajne varijable sa slikama R(X) =
{x1,x2,...}, R(Y) = {y1, y2, ...} Funkciju f : R?Z » R definiranu na sljede¢i nacin:

PX=x;,Y=yj), x=x€RX), y=y;eRX),
0, inace

floy) = {
zovemo funkcija vjerojatnosti diskretnog 2-dim sluc¢ajnog vektora (X, Y).
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T: SVOJSTVA funkcije vjerojatnosti slu¢ajne varijable X.
)0 = flxi,y) <1,
(i) X X fO,y) = 1.

i=1j=1
Dokaz: tko Zeli znati vise

(i) Za (x;, yj) € R?, P(X =x;,Y = yj) = P(lw : X(w) = x;, Y(w) = y;})
= 0< f(x,y) <1
(i) Za (x;, yj) # (X, y1) =
fw: X(w) = x, Y(0) = yj} e : X(w) = x5, Y(0) = yi} = 0,
svojstvo (ii) slijedi prema svojstvu (P3), prebrojive aditivnosti funkcije P:

iif(xi/yj) = iiP(X:xi,Y:y]-) =P(Q)=1.

i=1 j=1 i=1 j=1

NAPOMENA 9.1 Diskretni 2-dim slucajni vektor je zadan sa svojom slikom R((X, Y)) =
{(xi,yj),i =1,..;] = 1,..} i funkcijom vjerojatnosti f slucajne varijable, vrijednostima
{f(xl-, ]/]), 1= 1, veey ] = 1, }

U literaturi se zato moZe naci zapis slucajnog vektora (X, Y) kao uredene sheme:

XIY y1 y2 . Y

X1 P P12 p1j

(X,Y) ~ X2 pa P2j
Xi  Ppi pij

gdjesupij = f(xi,y;), i,j €1{1,2,..}.

PRIMJER 9.1 Neka je (3, P(Q), P) diskretni vjerojatnosni prostor slucajnog pokusa
bacanje igrace kocke. () = {w1, w2, w3, ..., we}, P({w;}) = %, i=1,.,6.

Neka je X : QO — R slucajna varijabla definirana na sljedeci nacin: X = broj koji je pao.
NekajeY : Q) — R slucajna varijabla definirana na sljedeci nacin: Y = 1 ako je pao paran
broj veci od 3, inace 0.

X je slucajna varijabla. Slika slucajne varijable je skup R(X) = {1,2,3,4,5,6}.

Y je slucajna varijabla. Slika slucajne varijable je skup R(Y) = {0, 1}.

Naci funkciju vjerojatnosti slucajnog vektora (X, Y).
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Rjesenje: Funkcija vjerojatnosti slu¢ajne varijable X je f : R> - R

PX=x,Y=y;), x=x€RX),y=y;eRY)
0, inace.

feoy) = {

I, x=xief46}, y=y;<c{l)
= { & x=x%¢€{1,235}, y=y;€{0)
0, inace.

Slucajni vektor (X,Y) moZemo za zadati s

(Xr Y) ~

CT\U‘I»PUJNHE
>..<

O aolm O ol O
A= O ol O O O =

PRIMJER 9.2 Neka je (X,Y) slucajni vektor za slucajni pokus izbora dva broja iz {1,2,3},
pri ¢emu je X= proi izabrani broj, Y= izabrani broj nije manji od prvog. Naci funkciju
vjerojatnosti slucajnog vektora.

Rjesenje:
X/y 1.2 3
R
(XIY)N 1 1]
1
3 00 3

Definicija 9.7 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE DISKRETNOG 2-dim
SLUCAJNOG VEKTORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi,yj),i=1,..;7=1,..} Funkciju F : R?2 > R definiranu na sljede¢i nacin:

Foy):=PX<xY<y) =Y Y f,y)

i XSX Y i<y
zovemo funkcija distribucije diskretnog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).
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T: SVOJSTVA funkcije distribucije diskretnog 2-dim sluc¢ajnog vektora:
(F1) lim F(x,y) = F(=00,—00) =0
X——00, y—>—00

Jlim F(x, y) = F(=c0,) =0
Jim F(x,y) = F(x, —e0) = 0
(FZ) x_}lil’;l F(x, y) = F(OO, OO) =1

(F3)0<F(x,y) <1
(F4)

P(a1 < X < by,a0 <Y < bo) = F(by, bo) — F(aq, bp) — F(by,a2) + F(ay, a2),
al,b1,a2,b2 € ]R, a < bl, apy < 172.

(F6) F je rastuca funkcija po svakoj varijabli.

Dokaz: tko Zeli znati vise
(F1) Kako je dogadaj X < —o0, Y < —co nemogué dogadaj

F(=00,—00) := P(X € —00, Y < —0) = P(0) = 0.
F(—o0,y) = P(X < —oo Y < ) = PO( | Y < v) = P(0) = 0.
(F2) Budud¢i je dogadaj X < oo, Y < oo siguran dogadaj, onda je
F(eo,00) = P(C)) = 1.

(F3) tvrdnja slijedi iz svojstava (F1) i (F2).
(F4) Neka sua,b e R, a; < by, ap < bp. Ratunamo

P(Ell <X<h,a<Y< bz)
= Pla <X<b,Y<b)—Plas <X<b,Y <a)
(F(bll bZ) - F(alr bZ)) - (F(bll aZ) - F(all aZ))‘

(F6) Neka su ai, bl eR, a1 < bl.

P(al <X< b]./Y < y) F(b]./ y) - F(Cl]_, y) - F(blr —OO) + F(Cl]_, —OO)

F(b1, y) — Fay, y) > 0.

1z svojstva (F5) slijedi da je F(a1, y) < F(by, y), funkcija je rastuéa po prvoj varijabli.

137 Radni materijal



9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

PRIMJER 9.3 Za slucajni vektor (X,Y) iz primjera zadan s

(X, Y) ~

O\U‘l»lkwl\)»—\ﬁ
=

O ok O ool al— O
A= O ol O O O =

odredite vrijednost funkcije distribucije F(1,0), F(1,1), F(2,0), F(2,1), F(4,0). Izracunajte
vjerojatnost P(1 < X <2,0<Y <1)iP(1 <X <4,Y<0).

RjeSenje:
Fy)=PX<xY<y =), ) flxiy)
<X ji Y <y
F(1,0)= f(1,0) = p11 = ¢,
F(1,1) = f(1,0) + f(1,1) = p11 + p12 = &,
F(2,0) = f(1,0) + f(2,0) = p11 + p21 = 2,
F2,1) = f(1,0) + f(1,1) + f(2,0) + f(2,1) = p11 + pr2 + p21 + P22 = 2,
F(4,0) = f(1,0) + f(2,0) + £(3,0) + f(4,0) = p11 + p21 + p31 + pa1 = 3.
Koristimo formule

P(ay < X < by, ap <Y < bp) = F(by,bp) — F(ay, b2) — F(by,a2) + F(ay, a2)
P(a1 < X < by, Y < by) = F(by, by) — F(ay, b2)

P1<X<2,0<Y<])

F(2,1) - F(1,1) - F(2,0) + F(1,0)
2 1 2.1

ili
PA<X<20<Y<1)=P@0)=0,
P(1<X<4,Y <0)=P(lwz)) + Pllws}) = £ +1 =

NN

PRIMJER 9.4 Bacimo istovremeno dva novciéa od 1 kune i od 5 kuna. Neka su XiY
slucajne varijable definirane:
X=1 ako je pao slavuj, inace 0
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Y= 1 ako je pao medo, inace 0.
Promatramo slucajni vektor (X,Y). NapiSite funkciju vjerojatnosti sluc¢ajnog vektora.
Odredite F(1,1), P0< X <1,0<Y<1)iP0<X<1Y<0).

Rjesenje: R(X) = {0,1}, R(Y) ={0,1}.
R((X, Y)) = {(xi/ ]/])/ i= 11 2; ] = 1/ 2} = {(01 0)1 (1/ O)/ (O/ 1)/ (1/ 1)}

1
_) 1 x=x¢€{01},y=y;€{0,1}
Jiy) '_{ 0, inace.
X/Y 0 1
X~ 0 L L, f0,0=f010=f01)=f11)=1
1}

Fioy):=PX<xY<y =Y Y fa,y)

LX< Y i<y
F(0,0) = f(0,0) = p11 = 5
F(1,0)= f(0,00+ f(1,0) =pui +pn = 5+ 1 = 3

F(1,1) = f(0,0) + f(0,1) + f(1,0) + f(1,1
Koristimo formule

~

puit+pr2+pa +pn =1

P(a; < X < by,ap <Y < by) = F(by,by) — F(a1, b2) — F(by,a2) + F(a1,a2)
P(ay < X £ b1,Y < bo) = F(by,b2) — F(a1, b2)

PO<X<1,0<Y<1)

F(1,1) — F(0,1) — F(1,0) + F(0,0)

_q-1_ 1 1.1

h 2 2 4 4

1 1
P(O<X§1,Y§O):F(l,O)—F(O,O):E—Z:—

ili
PO<X<1,0<Y<1) =P((s,m)) =
PO<X<1,Y<0)=P(s,5)) =31

1. 1_1
227w
=1
= 4.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:
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PRIMJER 9.5 motiv

Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X = suma
brojeva koji su pali i slucajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace 0. (a)
Nadite funkciju vjerojatnosti slucajnog vektora (X,Y). (b) Izracunajte vjerojatnost da je
zbroj brojeva koji su pali ve¢i od 3 a manji ili jednak 6 i da su pali isti brojevi?

Rjesenje: (a) (X,Y) ~

Egom\]mm»&umﬁ
>~<

O E K K Ko K= K= K> © - ©
g~ o o~ o o0&~ o&- ~

—_
N

) PB<X<6Y=1)=f@41)+f5,1)+f(6,1) =% +0+ 2% = 2.

Definicija 9.8 (MARGINALNA FUNKCIJA VJEROJATNOSTI
komponenata 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA, engl. marginal distribution)
Neka je (X,Y) : Q — R2 diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi,yj), 1=1,..; j =1,..} i funkcijom vjerojatnosti
f:R?>—>[0,1]

PX=x;,Y=y)), (xy)=(xy)€R(XY))
0, inace.

f(x/]/) = {

Funkciju fi(x) = f(X = x, Y = proizvol jno) = Z f(x,y)), zovemo
j

marginalna funkcija vjerojatnosti komponente X sluc¢ajnog vektora (X, Y).
Funkciju fo(y) = f(X = proizvoljno, Y = y) = Z f(xi, y) zovemo

i
marginalna funkcija vjerojatnosti komponente Y slucajnog vektora (X,Y).
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X/Y n 2 .. y] fl(x)
X1 piu P12 - P1j - Z]‘PU
X2 pan p2j - Yip2j
Xi  pa Pij Y. pij
kW) Yipn .. YiPij YiXipij=1

PRIMJER 9.6 U prethodnim primjerima slucajnih vektora odredite marginalne funkcije
vjerojatnosti komponenti X i'Y slucajnog vektora (X, Y).

Rjesenje:
X/Y 0 1 fi(x)
150 3
2 50 ¢
1 1
ol a0y
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
5 §0 3
6 0 &+ &
Ay £ 2 1
e XY 0 1A
9 9 9 18 o 1 1 1
| 2 0 § & % (c)l‘iii
3.0 0 § £ f()iii
Ay & & B 1 D
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X/Y 0 1 Ak
2 0 = =
2 2
3 % 0 5
2 1 3
5 3% 0 3
6 4 L 3
36 36 36
@ 7 £ 0 2
g 4 1 5
?216 36 3216
©ox )
10 % 3 3
2 2
n 2z o0 2
1 1
2 0 % 4
A 38 % 1

Definicija 9.9 (MARGINALNA FUNKCIJA DISTRIBUCIJE
VJEROJATNOSTI komponenata 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA, engl. marginal dis-
tribution)

Neka je (X,Y) : Q — R2 diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(x;, y]-),i =1,..; j=1,..} i funkcijom distribucije vjerojatnosti F : R? — [0,1]

Foy):=PX<xY<y) =Y Y f,y)

ixi<x j: Yi<y

Funkciju Fq(x) := F(x,00) = P(X < x,—00 <Y < 00) = Zfl(u), zovemo marginalna
usx
funkcija distribucije vjerojatnosti komponente X slucajnog

vektora (X, Y).
Funkciju F(y) := F(co,y) = P(—c0 < X < 00, Y < y) = Zfz(u)zovemo marginalna funkcija

usy
distribucije vjerojatnosti komponente Y slucajnog

vektora (X, Y).

Definicija 9.10 (NEZAVISNE SLUCAJNE VARIJABLE 2-dim SLUCAJNOG VEK-
TORA, engl. independent variables)

Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor sa funkcijom distribucije vjerojatnosti
F(x,v). Za slucajne varijable X i Y kaZemo da su nezavisne ako je za svaki (x, y)

F(x,y) = F1(x) - F2(y).
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Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa funkcijom vjerojatnosti
f(x,y). Za slucajne varijable X i Y kaZemo da su nezavisne ako je za svaki (x, y)

fy) = A1) ().

Inace su X i'Y zavisne.

PRIMJER 9.7 U primjerima provjeri jesu li slucajne varijable u slucajnim vektorima
(X,Y) nezavisne.

Rjesenje:
(@) nisu jerjenpr. f(4,1) # f1(4) - (1), f(41) = %, f1(4) = %, (1) = %;
(b) nisujerjenpr. f(1,1) # A(1)- (1), f(1,1) =3, A(d) =5, L) =F;
(c)jesujerje f(xi,y;) = fi(x) - f2(yj), 1, =1,2;
(d) nisujerje npr. £(6,1) # f1(6)- fo(1), f(6,1) = 5, f1(6) = 2,

L) =%

Definicija 9.11 (OCEKIVANJE 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor i neka komponente X i Y su slucajne
varijable koje imaju ocekivnje E(X) i E(Y) onda se matematicko oCekivanje slucajnog
vektora definira s

E(X,Y) = (E(X), E(Y)).

Definicija 9.12 (OCEKIVANJE funkcije DISKRETNOG 2-dim SLUCAJNOG VEK-
TORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi,yj),i=1,.;j=1,..} i funkcijom vjerojatnosti
f:R?>—10,1]

P(X = Xi, Y= y])/ (xr }/) = (xi/ }/]) € R((X, Y))
0, inace.

flx,y) = {

Neka je zadana funkcija h : R? — R. KaZemo da je slucajna varijabla h(X,Y) funkcija
od slucajnog vektora (X,Y) i za nju definiramo ocekivanje ako red Z Z h(xi, yj) f(xi, )

i=1 j=1
konvergira i oznacavamo

E(h(X, Y)) := Z Z h(xi, ) £, 7).

(o]
i=1 j=1
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PRIMJER 9.8 E(X:Y) = Z Z xi-yif(xi, y;) za h(x,y) = x - y.
i=1 j=1

PRIMJER 9.9 Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable onda je
E(X-Y)=EX)-E(Y),
jer

E(X-Y) in yif(xi,y)) = Z in ~yifxi) - f(y))

j=1 i=1 j=1

gk

1

Y xifitk)- Y yify)) = EX) - EQY),

i=1 j=1

3 I

PRIMJER 9.10 Ako je (X1, X2, ..., Xy) n-dim slucajni vektor i sve varijable nezavisne
onda
E(Xq-Xp-...-X,) = E(Xq) - E(X3) - ... - E(X}).

PRIMJER9.11 E(X+Y)=EX)+E(Y)zah(x,y) =x+y.
PRIMJER 9.12 Ako je (X1, X2, ..., Xy) n-dim slucajni vektor onda
EXi+Xo+ ...+ X)) = E(Xq7) + E(X2) + ... + E(X))).

PRIMJER 9.13 Neka je (X,Y) diskretni 2-dim slucajni vektor takav da Y ne poprima
vrijednost 0. Odredi E(sin £).

X

y

=), i h(xi, yj) f (xi, yj) = i i sin ;—]f (xi, )
i j i=1 j=1

(o]
i=1 j=1

RjeSenje: h(x,y) = sin

E(sin

=<
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9.2 KONTINUIRANI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR

tko Zeli znati viSe

MOTIV 9.2 Mladi¢ i djevojka su dogovorili sastanak na trqu u 12 sati. Cekat ée se
najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su oboje dosli
na trg od 12 do 13 sati?

Definicija 9.13 KONTINUIRANI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR
Ako su slucajne varijable X i Y kontinuirane slucajne varijable, onda za slucajni
vektor (X, Y) kazemo da je kontinuirani dvodimenzionalni slucajni vektor.

Definicija 9.14 (FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI
kontinuiranog 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)
Nekasu X : Q) — R, Y : Q — R kontinuirane sluc¢ajne varijable sa slikama R(X) i
R(Y). Funkciju f : R? — R definiranu na sljedeci nacin:
(i) 0 < f(x,y)

(i) [, [, fx, ydxdy = 1.
zovemo funkcija gustoée vjerojatnosti kontinuiranog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).

Definicija 9.15 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE
kontinuiranog 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)
Neka je (X,Y) : Q — R? kontinuirani 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)).

Funkciju F : R?> — R definiranu na sljedeci nacin:

XY
Flx,y) =P(X<x,Y<y)= f f f(x, y)dxdy
zovemo funkcija distribucije kontinuiranog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).

NAPOMENA 9.2 Neka je (X,Y) : Q — R? kontinuirani 2-dim slucajni vektor sa
slikom R((X, Y)) = [a, b] X [c, d]. Tada vrijedi

b
P(a<X§b,c<Y§d):ffdf(x,y)dxdy.

NAPOMENA 9.3 Neka je (X,Y) : Q — R? kontinuirani 2-dim slucajni vektor sa
slikom R((X, Y)). Neka je dogadaj A vezan uz slucajni pokus i vektor (X, Y). Ako oznacimo
podrucje u xy ravnini koje odgovara dogadaju A sa D, onda vjerojatnost dogadaja A
(geometrijsku vjerojatnost) moZemo racunati pomocu
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P(A) = f fD ) fx, y)dxdy.

MOTIV 9.3 Miadi¢ i djevojka su dogovorili sastanak na trqu u 12 sati. Cekat ée se
najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su oboje dosli
na trg od 12 do 13 sati?

Rjesenje:
Neka su X i Y slucajne varijable koje predtavljaju vrijeme dolaska djevojke i
mladic¢a. Pretpostavit ¢emo da jednaki vremenski intervali imaju jednaku vjero-

jatnost, pa su funkcije gustoce vjerojatnosti za obe varijable jednake:

1, 0<x<60
Ak = { .

0, inace.

1, 0<x<60
fo(x) = { .

0, inace.

Buducdi su slucajne varijable X i Y nezavisne mozemo odrediti funkciju gustoce

vjerojatnosti slu¢ajnog vektora (X, Y) :

fx,y) = fi(x) - f2(y)

1, 0<x<60,0<y<60
f,y) = { = /
0, inace.
Rac¢unamo vjerojatnost dogadaja A = {(x, y) € [0,60] x [0,60] : |x — y| < 20} :

P(A) =P(IX -Y|<20) = fjl‘)A f(x, y)dxdy = g
(vidite PRIMJER 2.20 u 2. poglavlju.)
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9.3 KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI RE-
GRESIJE

MOTIV 9.4 Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X =
suma brojeva koji su pali i slucajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace
0. (c) Jesu li X i Y nezavisne varijable? (d) Izracunajte kovarijancu. (e) Jesu li X i Y
korelirane varijable?

Definicija 9.16 (KOVARIJANCA SLUCAJNOG VEKTORA - engl.covariance of X and
Y)
Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor. Kovarijanca slucajnog vektora (X,Y)
je
txy = E(X = E(X))(Y = E(Y))) = E(X - Y) = E(X) - E(Y).

Ako su X 1Y nezavisne slucajne varijable onda je uxy = 0.

PRIMJER 9.14 (a) Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2uxy
(b) Ako su X 1Y nezavisne sluc¢ajne varijable onda je Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Dokaz: tko Zeli znati vise

Ako je h(x,y) = x + y onda je Z = X + Y slucajna varijabla, funkcija slu¢ajnog
vektora (X, Y).

Var(Z) E(Z*) - (E(Z))* = E(X + Y)*) - (E(X + Y))*
= EX?>+2X-Y+Y? - (EX) + E(Y))?
= E(X?) +2E(X-Y)+E(Y?) - (E(X))* + 2E(X) - E(Y) + (E(Y))?)

= E(X?) = (E(X)* + E(Y?) = (E(Y))* + 2(E(X - Y) = E(X) - E(Y))
Ako su X iY nezavisne slucajne varijable onda je uxy = 0 pa tvrdnja slijedi iz (a).

Definicija 9.17 (KOEFICIJENT KORELACIJE, engl. correlation coefficient )

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor Neka je uxy kovarijanca slucajnih
varijabli X 1Y, a 01 i 02 njihove standardne devijacije. Koeficijent korelacije komponenti
X 1Y slu¢ajnog vektora je definiran s

Uxy
o1 62'

Pxy =
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9.3. KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE

T: SVOJSTVA KOEFICIJENTA KORELACIJE pxy :

) pxy = pyx,

(i) -1 <pxy <1,

(iii) pxy =1akojeY =aX +b, a>0, pxy = -1l akojeY =aX+b, a <0,
(iv) puw = pxy,akojeU =aX+b, W=cY +d, a,c #0.

D: tko Zeli znati vise

(ii) Za slucajnu varijablu U = 0,X — 01Y , odredimo varijancu:

Var() = E(U?) - (E(U))*
= E(03X* = 20102XY + 07Y?) = (02E(X) — 01 E(Y))?
= 03E(X?) - 20102E(XY) + 01 E(Y?)
~(03(E(X))? = 20102E(X)E(Y) + 07(E(Y))?)
= o3Var(X) + o3Var(Y) — 20102(E(XY) — E(X)E(Y))

_ 2.2, 2 2
= 0,07 +07 05— 20102lxY

2 2
= 20705 — 201020xY-

Bududi je varijanca pozitivan broj zaklju¢ujemo da je pxy < 0102, pxy < 1.
Analogno, promatrajudi slucajnu varijablu U = 0,X+01Y dobit éemo nejednakost
Uxy = —0102, pPxy = —1.

(iii)

E(XY) — E(X)E(Y) = E(X(aX + b)) — E(X)E(aX + b)
aE(X?) + bE(X) — a(E(X))* + bE(X) = aVar(X) = ao?,

Uxy

a% = Var(Y) = Var(@X + b) = a®Var(X) = ach%,

2
Uxy aoy a
pXY = = = —.
01-02 o01-01lal al

Definicija 9.18 (NEKORELIRANE SLUCAJNE VARIJABLE)

Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor Neka je uxy kovarijanca slucajnih
varijabli X 1Y, a 01 i 02 njihove standardne devijacije.
Za slucajne varijable X i Y kaZemo da su nekorelirane ako je koeficijent korelacije pxy = 0.
Ako je pxy # 0 slucajne varijable su korelirane.
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

PRIMJER 9.15 (a) Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable onda su one nekorelirane.
(b) Ako su X i'Y nekorelirane slucajne varijable onda one ne moraju biti nezavisne.

Dokaz:

(@) XiY nezavisne = uxy =0 = pxy =0 = XiY nekorelirane.

(b) X'i Y nekorelirane = pxy = 0 ali ne moraju biti Xi Y nezavisne (mogu se naci
primjeri).

NAPOMENA 9.4 Neka je zadan slucajni vektor (X, Y) s funkcijom vjerojatnosti f(x, y),
ili funkcija gustoce vjerojatnosti. TraZimo funkcijsku vezu izmedu slucajnih varijabli X
iY npr. Y = ¢(X) tako da E((Y — g(X)?)) — min. Tada se krivulja dana jednadzbom
y = g(x) zove regresijska krivulja od Y po X (u smislu najmanjih kvadrata) i odreduje se

kao
y=gx) =E(Y|X=x) = ; yﬂ%
il )
y=g@=EMX=x= | 4L ;f(x y))

Ako pretpostavimo linearnu ovisnost Y od X tako da je g(x) = ax + b onda kao regresijsku
krivulju dobijemo pravac:

02
Y= 2 = pxy - —(x—p1)
o1

je pravac regresije Y po X.
.. 02  HUXY . . ..
Koeficijent a = pxy - = e koeficijent regresije Y po X.

1 0]

PRIMJER 9.16 Nekaje(X,Y) : Q — IR? 2-dim slucajni vektor. Neka je pxy kovarijanca
slucajnih varijabli X i Y, pxy koeficijent korelacije, o1 i 02 njihove standardne devijacije,
a i, Uz njihova ocekivanja. Pretostavimo da su X i Y zavisne slucajne varijable takve da
je Y = aX +b. Parametre a i b moZemo odrediti metodom najmanjih kvadrata tako da

E((Y = (aX + b))?) ima minimalnu vrijednost.
a= pPxy - 2 V—XZY je koeficijent regresije Y po X.
01 0]
02 Hxy
b=po—pxy - —H1 =t~ — - .
01 07
XY
y—p2= #—z(x— p1),
o3
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9.3. KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE

Y= l2 = pxy ?(x — U1) je pravac regresije Y po X.
1

Analogno, ako je X=aY+b

a=pxy - Z—; = % je koeficijent regresije X po Y
2
XY
x— = S - ),
2

X— U1 = pxy - Z—l(y — U2) je pravac regresije X po Y.

Dokaz: tko Zeli znati vise
(metoda najmanjih kvadrata)

Oznacéimo

K(a, b) E((Y —aX = b)) = E(Y — pa —a(X — pi1) = b + 2 — auy)?

ag + uZG% —2auxy + (u2 —b— ayl)z

K(a, b) je funkcija od 2 varijable i traZimo njen ekstrem. Nuzni uvjeti su

oK oK
5 2003 — 2uxy — 2(u2 — b —auy) = 0, 5 —2(u2 —b—ay) = 0.

RjeSavanjem ovog sustava od 2 jed. s 2 nepoznanice dobit éemo

a=”—X2Y, b=uz—au1=uz—#—xzy-u1-
07 o1

NAPOMENA 9.5 Pravci regresije sijeku se u tocki (u1, pi2) koja se zove centar zajednicke
distribucije X i Y.

2
1=pxy o1-0

2 2°
Pxy 0]+ 05

Kut izmedu pravaca regresije tgp =

Ako je pxy = 1 ili —1 pravci regresije se poklapaju i tada postoji potpuna linearna
zavisnost izmedu X iY.

Ako je pxy = 0 onda su pravci regresije y = lp, x = [y okpmiti, a ne postoji linearna
zavisnost slucajnih varijabli Xi'Y.

PRIMJER 9.17 Za primjer slucajnog vektora (X,Y) nadite kovarijancu, koeficijent ko-
relacije i pravce regresije.
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9. DVODIMENZIONALNI

SLUCAJNI VEKTOR
XY 1 2 3 A Xyjpij xiXypi
1 11 1 s 6 6
9 9 9 18 9 9
11 6 5 10
2 0§ & 1 5 ©
1 6 3 9
3 00 35 3 3
Ay F & B 1 %
Trpy 3 % K
yiLXpi 5 1 15 1
6 6 6 36
m=EX) =) xifil)=1 o +2- 5 +3 2=
2 5 11 45
uz—E(Y)—Z]/jfz(]/j)—l'1—8+2'E+3'E =13
6 6 6 84
2\ _ 2606 =1 — +4. — 4+9. > ==
B = ) Al =1 g +4- 5 +9- 5= 35
2 5 11 121
2 = 2 ) = - —_ [—  _ = —
B =) ViAW) =1 +e 5 +9 5= 3
84 36 2
2 _ _0* (96n <
or=VarX) =15 - (g =3
121 45 17
2 _ _tel o
o2 =Vart) = 5 ~(1g)" = 3
. . 9% 36 45 1
Kovarijanca je uxy = E(XY) — E(X)E(Y) = B 18 18-3
1
Pravac regresije Y po Xje y — 2 = ‘u—Xzy(x -u1), Y- v %(x - %),
o 18 2 18
S P
STty
1
Pravac regresije X po Yje x — uj = ‘ua—Xg(y —U2), X— i—g = fjg(y - %),
BEVARE VAR VAR
Pravci se sijeku u tocki (u1, t2) = (2, g).
-3 22
tgp = % = ==, Kut izmedu pravaca regresije je ¢ = 28.2°.
1+ v 41
1
Koeficijent korelacije je pxy = BXY 3~ 0.59409.
0102 2. 17
3736
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9.3. KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE

(,Ul,lla)=(2, i)

\©

2

3 x

Slika 9.1: Pravci regresije slucajnog vektora (X, Y).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 9.18 motiv

Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X = suma

brojeva koji su pali i slu¢ajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace 0. (c)

Jesu li X i Y nezavisne varijable? (d) Izracunajte kovarijancu. (e) Jesu li X i Y korelirane

varijable?
X/Y 0 1
2 0 %=
2
. T
5 40
4 1
6 % 3%
RjeSenje: (c)| 7 % 0
g 4 1
3 36
9 £ 0
2 1
11 £ 0
12 0 =%
LW % %

fix)
1
36

2
36

36

W

36

N

36
1
36
1

Varijable nisu nezavisne jer je npr. f(6,1) # f1(6) - f2(1),
f6,1) =5, f1(6) = 5, (1) = 5.
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

(d) EX) =7, E(Y) = §, E(XY) = ;5 Xy f(xi, yj) = §
Kovarijanca je uxy = E(XY) — E(X) - E(Y) = 0, pa je i koeficijnt korelacije jednak
pxy =0.
(e) Varijable su nekorelirane jer je koeficijnt korelacije jednak pxy = 0.
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9.4. Ponovimo

9.4 Ponovimo

DISKRETNI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR

diskretni 2-dim sl. vek.

(X,Y): Q — R2

funkcija vjerojatnosti

fxi,yj) = PX =x;,Y =y)), (xi,y) € RUX, Y))

funkcija distribucije vj.

Fx,y) =P(X<x,Y<vy)

marginalne funkcije vj.

po X

fi() =X, f,y)

poY

L) =X fxi, )

nezavisne sl. var.

fxi, yj) = fi(xi) - fo(y;), za sve (xi, y;) € R((X, Y))

funkcija 2-dim sl. vek.

Z=h(XY)), h: R >R

ocekivanje od Z = h((X, Y))

E(Z) = Zi Z] h(xil yj)f(xi/ y])

EX-YV)=Y;Yixi Y fxiy))

E(X+Y) = EX) + E(Y)

ako su XiY nezavisna

E(X-Y) = E(X) - E(Y)

KOVARIJANCA - KORELACIJA PRAVCI REGRESIJE

kovarijanca od (X, Y)

uxy = E(XY) — EX) - E(Y)

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2uxy

koef. korelacije od (X, Y) | pxy = %
nekorelirane sl. var. pxy =0

pravac regresije Y po X

XY
Y=l = y—z(x—m)
o3
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Poglavlje 10

ZAKONI VELIKIH BROJEVA
CENTRALNI GRANICNI
TEOREM tko Zeli znati vise

NajvaZzniji teoremi koji ¢e se koristiti u matematickoj statistici oznaceni su s vazno.
Preporucujemo i motivirajuce primjere za CebiSevljevu nejednakost, za zakon
velikih brojeva i centalni grani¢ni teorem.

CebiSevljeva nejednakost, zakoni velikih brojeva i cenralni grani¢ni teoremi
su vazan alati koji otkrivaju svojstva diskretnih ili kontinuiranih slu¢ajnih vari-
jabli koje imaju kona¢no ocekivanje i varijancu ako nam i nije poznata njihova

distribucija.

Cebigevljeva nejednakost daje ocjenu vijerojatnosti da se vrijednosti slu¢ajne

varijable razlikuje od o¢ekivanja viSe od zadonog ¢.

Zakoni velikih brojeva su skup teorema koji se odnosi na grani¢ne vrijednosti
niza slu¢ajnih varijabli.

Neka su X3, X», ..., X;; nezavisna mjerenja slucajne varijable X u ponovljenim
pokusima. Slucajne varijable X, X5, ..X,, su nezavisne i sve imaju istu distribuciju
kao i slu¢ajna varijabla X.

Moze se uociti da njihova aritmeticka sredina X = %(Xl + X5 + ..+ X,) ima svojstvo
stabilnosti distribucije i da je vjerojatnost da se vrijednosti od X razlikuje od

ocekivanja viSe od zadonog ¢ jednaka nuli kad n — co.
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Centralni grani¢ni teoremi se odnose na grani¢ne zakone distribucije niza
slu€ajnih varijabli. Suma velikog broja slucajnih varijabli ima standardnu nor-
malnu distribuciju. Teoremi daju razli¢ite uvjete na pribrojnike u toj sumi.
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10. ZVB i CGT tko Zeli znati vise

10.1 CEBISEVLJEVA NEJEDNAKOST

MOTIV 10.1 Neka slucajna varijabla ima varijancu (disperziju)
Var(X) = 0.001. Kolika je vjerojatnost da slucajna varijabla odstupa od ocekivanja manje
ode=0.1?

TEOREM 10.1 (MARKOVLJEVA NEJEDNAKOST)

Neka je X slucajna varijabla s nenegativnim vrijednostima i konacnim ocekivanjem
E(X).
Tada Ya > 0 vrijedi

E(X)
P(XZLZ)ST

Dokaz:

Mozemo pokazati za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu s funkcijom gustoée f(x)
(analogno za diskretnu).

Kako X poprima samo nenegativne vrijednosti uo¢imo one x € R(X),

0<x<aix>a.
(1

Prema definiciji o¢ekivanja: E(X) = f xf(x)dx = f xf(x)dx + f xf(x)dx.
0 0 a

Buduéi su integrali pozitivni vrijedi nejednakost

E(X) > foo xf(x)dx.

Ako u podintegralnoj funkciji zamijenimo x s konstantom koja je uvijek manja od

x, a < x, zadrZat ¢e se znak nejednakosti

E(X)>a f f(x)dx.
a
Prema definiciji funkcije gustoce vjerojatnosti f(x) dobivamo traZenu nejednakost:
E(X)>a-P(X = a).

TEOREM 10.2 (POOPCENJE MARKOVLJEVE NEJEDNAKOSTI)

Neka je X sluajna varijabla i h : R — R nenegativna funkcija tako da postoji
ocekivanjem E(h(X)).
Tada ¥Ya > 0 vrijedi

P(X) > a) < 2P
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10.1. CEBISEVLJEVA NEJEDNAKOST

Dokaz:

Kako h(X) poprima samo nenegativne vrijednosti uo¢imo one x € R(X),
0<h(x)<a,zaxe Dy CR,ih(x)>a,zaxe D, CR:

Prema definiciji o¢ekivanja funkcije slucajne varijable X:

E(h(X)) = fo hx) f(x)dx = fD hx) f (x)dx + fD h(x) f (x)dx.

Bududi su integrali pozitivni vrijedi nejednakost

E(h(X))

\%

f h(x)f(x)dx > a f(x)dx
D, Dy
a-P(h(X) > a).

\%

TEOREM 10.3 vazno
(CEBISEVLJEVA NEJEDNAKOST, engl. Chebyshev'’s
inequality)

Neka je X sluc¢ajna varijabla s konacnom varijancom Var(X).
Tada Ve > 0 vrijedi

PIX — EX) 2 ) < T,
P(X - E(X)| < &) >1— V”;X).

Ako oznacimo Var(X) = 0%, E(X) = u, ¢ = Ao, onda vrijedi

POX 2 o) < =

1
P(X-pl<10)21- 4.

Dokaz:

(a) Dokaz pomoc¢u generalizirane Markovljeve nejednakosti.

Pretpostavka teorema je da X ima varijancu tj. ima ocekivanje

E((X — E(X)?) = Var(X) pa moZemo primijeniti teorem za nenegativnu funkciju

h(x) = (x — E(X))?.

E(X - EX))*)
a

Bududi je P((x — E(X))? > a) = P(IX — E(X)| > +a), vrijedi nejednakost

Vrijedi nejednakost P((X — E(X))? > a) < , Ya> 0.

E(X - EX))?)
a 4

P(X — E(X)| > Va) < Ya > 0.
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Tada Ve > 0 vrijedi
Var(X)

P(IX - E(X)| 2 &) < ——.
&

(b) Dokaz za diskretnu slu¢ajnu varijablu (bez generalizirane Markovljeve nejed-
nakosti)

Neka je X diskretna slucajna varijabla sa slikom R(X) = {x1,x2,...} i neka je f(x)
njena funkcija vjerojatnosti.

Pretpostavka teorema je da X ima kona¢nu varijancu (i o¢ekivanje).

Var(X) = Lo, (i — (E(X))* f(x1)-

Uocimo one x; € R(X) za koje je [x; — (E(X)| < ¢ i one za koje je

Ixi — (EX)| 2 .

Var(X) = ). (- EXPf@)+ Y (- (B f(x)

xi e —(E(X)|<e xit i —(E(X)|z¢

Y - EOPf).

xi e —(E(X)|z¢

\%

Zamjenom svakog ¢lana sume s manjom konstantom ¢, nejednakost se zadrzava
pa vrijedi:
Var(X) > Z e f(xi) > €2 Z fxi).
xi: = (E(X)|ze xi: = (E(X)lze
Suma Z f(xi) je prema definiciji funkcije distribuije jednaka P(|X —
xi: [xi—(E(X)|=¢

(E(X)| > ¢) i dobivamo konaénu nejednakost:

Var(X) > €2 - P(lx; — (E(X)| = e).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 10.1 motiv

Neka slucajna varijabla ima varijancu (disperziju)
Var(X) = 0.001. Kolika je vjerojatnost da slucajna varijabla odstupa od ocekivanja manje
ode=0.1?

RjeSenje:
Trebamo izrac¢unati P(|X — E(X)| < &).
Koristimo Cebiéevljevu nejednakost u obliku P(IX — E(X)| < ¢) > 1 -

P(IX-EX)| <0.1)>1- 0601021 > 0.9.

Var(X)
2

7
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PRIMJER 10.2 Sluc¢ajna varijabla ima ocekivanje p = 3 i standardnu
devijaciju o = 0.1. Ocijenite P(2.5 < X < 3.5).

Rjesenje:

Zadano je ocekivanje u = 3 i uo¢imo da je
P25<X<35)=P(u-05<X<pu+0.5)=P(X - pul<0.5).
Koristimo Cebigevljevu nejednakost u obliku: P(|X — u| < &) > 1 — ‘;—;,

2
P(IX - ul <0.5) > 1 - %5 = 0.9,

P2.5 < X < 3.5) > 0.96.
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10. ZVB i CGT tko Zeli znati vise

10.2 ZAKON VELIKIH BROJEVA

MOTIV 10.2 Kontrolor uzima uzorak veli¢ine m = 1000 iz skupa uredaja. Vjerojatnost
da je uredaj neispravan je p = 0.03. U kojim granicama Ce biti broj neispravnih uredaja
u uzorku s vjerojatnoséu y = 0.99.

Definicija 10.1 (KONVERGENCIJA PO VJEROJATNOSTI)
Neka je (X,), n € N niz sluc¢ajnih varijabli. Ako postoji slucajna varijabla X takva da

Ve>0 Iim P(X,-X|<¢)=1
n—oo

kazZemo da niz (X,,) slucajnih varijabli konvergira slucajnoj varijabli X po vjerojatnosti i
0znacavamo
(P) lim X, = X.
n—o0o0

Definicija 10.2 Za niz slucajnih varijabli (X,),n € N kaZemo da zadovoljava zakon
velikih brojeva ako postoji konstanta C takva da vrijedi

VYe>0 lim P(X, -Cl<¢e)=1
n—-oo

1 oznacavamo
(P) lim X,, =C.
n—oo

TEOREM 10.4 vazZno
(ZAKON VELIKIH BROJEVA
(specijalan slucaj za aritmeticku sredinu))
Neka je {X,},n € N niz sluc¢ajnih varijabli takvih da za svaki n slucajne varijable
X1, X2, .. Xy su nezavisne, imaju ograni¢enu varijancu
Var(X;)) = > <M>0iEX) =y, i=1,..,n
Tada za aritmeticku sredinu

- 1
X:E(X1+X2+..+Xn)

vrijedi
Ve >0 lim P(li—yl <e) =1,
n—0o0

(P) lim X = p.

n—00
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Dokaz:
- 1 — — o2
X = ;(Xl +Xo+ ..+ Xy), E(X) =y, Var(X) = o

Koristimo Cebigevljevu nejednakost za slu¢ajnu varijablu X u obliku:

Var(X)
ez’

P(X-EX)<e)=1-

P(X-pul<e)=1-

n-e2’

lim P(|%(X1 +Xo+ ..+ Xy)—ul<e)=1

n—00

TEOREM 10.5 (BERNOULLIJEV SLABI ZAKON VELIKIH BROJEVA - za rel.frekv
binomne sl. varijable)

Neka je u Bernoullijevoj shemi slucajna varijabla X=broj uspjeha dogadaja A u m
nezavisnih ponavljanja, P(A) = p. X ~ B(m,p). Slucajna varijabla Y = £ zove se
relativna frekvencija uspjeha dogadaja A u Bernoullijevoj shemi.

Tada vrijedi
lim (Mp*a - p)"* = lim p(|§ —pl<e)=1
m—00 k p p m—00 m p ’
|£—p|<£
X
B 0 =P
Dokaz:

Za binomnu sluc¢ajnu varijablu X ~ B(m, p), E(X) = mp,

Var(X) = mp(1 - p).

Za relativnu frekvenciju uspjeha Y = £ odredimo o¢ekivanje i varijancu:
- — rd-p

EX)=p, Var(%) = 102,

X

Primijenimo Cebigevljevu nejednakost za slu¢ajnu varijablu Y = o

obliku: P(Y — E(Y)| < &) = 1 - X2,

nejednakost u

p(l—p)

m-e2’

X
P(|n—1—p|<e)21—

lim P(|§ -pl<e)=1

m—oo m
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Kako je funkcija vjerojatnosti binomne slu¢ajne varijable

fx)=(p*d -pm

. _ . X
lim (Dp" (1 =p)"™* = lim P(— —pl<&)=1.
1k —pl<e

NAPOMENA 10.1 vazno
Oblik Bernoullijevog slabog zakona velikih brojeva

X pd—p)
P(= -pl<e) 21—
Cesto se koristi u zadacima za odredivanje
(a) minimalnog broja pokusa m
(b) odstupanja ¢
da bi za zadani y, P(1Z —pl < &) > y.
Rjesenje:
1 1
(a) m > E : ? p(l —p)
et L. Lo pa-p)
T m
Ako je p nepoznato onda se procjenjuje da je p(1 —p) < 1, i
1 1
(a) m > E‘Al'szl
1 1
2 " —
(b) e~ > =y Tom

PRIMJER 10.3 U Bernoullijevoj shemi vjerojatnost dogadaja A je

p = P(A) = 1/3. Odredite minimalan broj ponavljanja tako da s vjerojatnoséu ne manjom

od y = 0.99 apsolutno ostupanje relativne frekvencije od p bude najvise ¢ = 0.01.

Rjesenje:
Trebamo odrediti m tako da P(% -pl<e)>0.99.

Koristimo Bernoullijev slabi zakon velikih brojeva: P(% -pl<e)>1-

X 1 z

P(l—-21<0.01)>1-
(|m 3| )2 m-0.012
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Broj ponavljanja ¢emo odrediti iz zadane vjerojatnosti y i uvjeta

1— o = 0.99

11 2 1 1
T . > 202022,
1y 2 PP =5 7705 popg — "2

mz
Napomena (zadatak éemo rijesiti i koriste¢i Moivre-Laplaceov teorem-poslije).
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 10.4 motiv

Kontrolor uzima uzorak velicine m = 1000 iz skupa uredaja. Vjerojatnost da je uredaj
neispravan je p = 0.03. U kojim granicama Ce biti broj neispravnih uredaja u uzorku s
vjerojatnoscu y = 0.99.

RjeSenje:

Treba oderditi a i b takve da za X = broj neispravnih uredaja u uzorku veli¢ine m,
X ~ B(m,p), P(a < X <b) >0.99.

Koristimo Bernoullijev slabi zakon velikih brojeva:

P(X -pl<e)>1- 22

P

0.03(1 — 0.03)
P —0.03] < &) > 1 — 220 = 0-99)
(|1000 [ <¢) 1000 - £2

Odstupanje ¢ ¢emo odrediti iz zadane vjerojatnosti y i uvjeta

0.03(1-0.03)
]. - W > 0-99-

1 1 1
25 ~ (- —_.0.03- (1 - 0.03) = 0.003.
C T m nor-p)= 1-099 1000 ( )

€> V0.003=0.054 = |W_003|<0054 = 0<X<80.

Napomena (zadatak ¢emo rijeSiti i koriste¢i Moivre-Laplaceov teorem-poslije).
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10.3 CENTRALNI GRANICNI TEOREM

Motivirajudi primjer je isti kao i poglavlju Zakon velikih brojeva, ali ¢e se sad
rijeSiti primjenom centralnog grani¢nog teorema (Moivre - Laplaceov teorem).

MOTIV 10.3 Kontrolor uzima uzorak veli¢ine m = 1000 iz skupa uredaja. Vjerojatnost
da je uredaj neispravan je p = 0.03. U kojim granicama Ce biti broj neispravnih uredaja
u uzorku s vjerojatnoséu y = 0.99

TEOREM 10.6 (CENTRALNI GRANICNI TEOREM-CGT: specijalni slu¢aj)

Neka je {X,},n € N niz slucajnih varijabli takvih da za svaki n slucajne varijable
X1, X2, ..., Xy su nezavisne, imaju ogranicenu varijancu
Var(X;))=c?<M>0iEX) =y, i=1,..,n

Tada .
Z Xi—nu
1

= 1 b,
lim Pa < 20— < p) = —f 3y,
n—0o0 \/ﬁa »\[27-( a

Zn: Xi—nu
i=1

= UN@O,1), n-— .
Vn-o

Za velike n vrijedi
n

W < b) =~ F*(b) —F*(ﬂ).

(F*(x) funkcija distribucije standardne normale distribucije).
Dokaz: (literatura)

TEOREM 10.7 vazno
(CGT za aritmeticku sredinu)
Neka je {X,},n € N niz slucajnih varijabli takvih da za svaki n slucajne varijable
X1, X2, .. Xy, su nezavisne, imaju ogranicenu varijancu
Var(X))=0>* <M >0iEX)=p, i=1,..,n.
Tada za aritmeticku sredinu X = %(Xl + Xo + .. + X,,) vrijedi
lim P(a < X ; H <b) = L fbe‘%xzdx,
n—00 W \/2_71 ;
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odnosno

X’VN(P[,—), n — oo.

Za velike n vrijedi

X—u

[0}

iy

P(a < <b) = F'(b) - F(a).
Dokaz:
Primijenimo CGT (specijalni slu¢aj) za X = %(Xl +Xo + ..+ Xy).

PRIMJER 10.5 Neka su X1, X», ..., X, nezavisne slucajne varijable, imaju ogranicenu
varijancu Var(X;) = 0> =21 E(X;) = u = 3, i = 1,...,n = 3200. Za aritmeticku sredinu
X =1(X; + Xo + .. + Xy,) odredite

P(2.95 < X < 3.075).

Rjesenje:
Prema CGT za aritmeti¢ku sredinu n slucajnih varijabli

XU UNO,1), 71— oo,

Vi
X— b
lim P(a < — - b) = Lf e 2% d.
n—oo % \/2_7.( 2
— 295-u X-u 3.075-
P(2.95 < X < 3.075) = Bt A
Vi R R
_ p2%-3 X-3 _ 3.075 - 3,
B V2 V2 V2
V3200 V3200 V3200
X —
= P(-2< ﬁB <3)=F(@3)-F(-2) =0.975.
V3200
TEOREM 10.8 (integralni MOIVRE - LAPLACEOV TEOREM, CGT za binomnu sl.
varijablu)

Neka je u Bernoullijevoj shemi slucajna varijabla X=>broj uspjeha dogadaja A u m
nezavisnih ponavljanja P(A) = p. X ~ B(m, p).
Tada vrijedi
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X—m- b
lim Pl < ——"P =L f 3y,
m—e0 Vmp(l —p) V21 Ja
X-m-p

mp(1 —-p)

~ N(0,1), m — oo,

odnosno
X ~ N(mp, mp(1 —p)), m — oo.

Za velike n vrijedi

—m-p " .
Pa < < b) = F'(b) — F'(a),
mp(1 —p)
odnosno
Pla<X <b)~F(—2Z™ ) _p A2y
ymp(1—p) ymp(1—p)
Dokaz:

Promatrajmo slucajne varijable X; ~ B(1,p), i =1, ...,m, kad m — oo.
Var(X;)) =p(1-p)iEX) =p, i=1,..,m.
Integralni Moivre-Laplaceov teorem je specijalan slu¢aj CGT za niz slu¢ajnih var-
fjabli X; =1,...,m,kad m — oo
m
Z Xi—mu

lim P(a < =

1 b
—<b):—fe_7xdx,
m—00 1/m.a 1[27-( a

m
-
lim P(a < —=

1 b
—<b):—f e 2% dx.
=00 m-p(1—p) V2r Ja
Slucajna varijabla X=broj uspjeha dogadaja A u m nezavisnih ponavljanja P(A) =
p. X ~ B(m,p). Tada je X = Z X; pa vrijedi

i=1

) X —mp
lim P(a <

1 b
—<b):—fe'§xdx.
m—e0 Vm-p(l—=p) V27t Ja

PRIMJER 10.6 Neka je X binomna slucajna varijabla X ~ B(m, p),
m = 3200, p = 1. Izratunajte vjerojatnost da slucajna varijabla poprimi vrijednosti u
intervalu (1550, 1650).
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RjeSenje:
Trebamo izracunati P(1550 < X < 1650).

Prema integralnom Moivre-Laplaceovom teoremu

~ N(0,1
P(lp) ©,1),

m — oo,
b—mp _* a—mp

\/mp(l-lﬂ \/mp —p
1650 — 3200 - 0.5 P 1550 — 3200 - 0.5

F( -
/3200 - 0.25 /3200 - 0.25
F*(1.767) — F'(~1.767) = 2F(1.767) —

2-0.961 -1 =0.922.

i vrijedi aproksimacija: P(a < X < b) = F(

2

P(1550 < X < 1650)

PRIMJER 10.7 Vjerojatnost da novorodence bude musko ili Zensko je 1/2. Kolika je
vjerojatnost da medu 1000 novorodencadi bude barem 490 muskih?

Rjesenje: X ~ B(m,p), m = 1000, p = %
Trebamo izra¢unati P(X > 490) = 1 — P(X < 490).

Prema integralnom Moivre-Laplaceovom teoremu (1 -~ N(0,1),
mp{1=p
m — oo,
T . .. b—m, a-m
i vrijedi aproksimacija: P(a < X <b) = F* E_)-F E).
jediap Joi 2 S

. 490-1000-0.5. ., 10 .10
Fl—F———)=F(-——)=1-F(—)

V1000 - 0.25 V250 V250
1-F(0.63) =1 —-0.7357 = 0.2643.

P(X < 490)

Q

P(X > 490) = 1 — P(X < 490) ~ 1 — 0.2643 = 0.7357.

TEOREM 10.9 (integralni MOIVRE - LAPLACEOV TEOREM za rel. frekv. binomne
sl. varijable) CGT za binomnu =Bernoullijev slabi ZVB za rel. frekvencije binomne

Neka je u Bernoullijevoj shemi slucajna varijabla X=>broj uspjeha dogadaja A u m

nezavisnih ponavljanja, P(A) = p. X ~ B(m,p). Slucajna varijabla Y = % zove se

relativna frekvencija uspjeha dogadaja A u Bernoullijevoj shemi.

Tada vrijedi
hrnPl——|<€—hm2P£ —)-1=
Tim P(= - pl <) C\sa=y)
Za velike m vrijedi
X
P(l— —pl < &) = 2F' (e -
(=Pl <D= 2F (e [oam) =1
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Dokaz: P(lz —p|l <e)=P(-¢ m X - mp )
T P(l—P) \mp(1 —=p)
Koristimo Integralni Moivre-Laplaceov teorem; za X ~ B(m, p) je
X- m-p % *
p ——— <b) = F'(b) - F(a),
@< Jtls <D ~F () ~F @
m X-m
P(-e F )~ F0)-F),

p(1-p) \/mp(l p) P(l—

gdjejeb=-a=c¢ /p(li_p).
Koristimo svojstvo F*(x) = 1 — F*(-x)

Plot o < e <o\ [y = 2F ()
—¢ ~
p(l=p) \/ (1-p)
i dobivamo Zeljenu tvrdnju
X m
P(l— —»| < ¢) = 2F(¢ -1.
(=P < = 2P o)

PRIMJER 10.8 Kolika je vjerojatnost da se prilikom bacanja simetricnog novcica m =
3600 puta relativna frekvencija pojavljivanja pisma po apsolutnoj vrijednosti razlikuje
odp=1/2zae=0.01?

Rjesenje:

X=broj pojavljivanja pisma u Bernoullijevoj shemi bacanja nov¢ica
X ~ B(m,p), m =3600, p = 5

Trebamo izrac¢unati P(Iﬁ - %I < 0.01).

Primijenit ¢emo integralni Moivre-Laplaceov teorem za rel. frekv. binomne sl.

varijable u obliku P( 2 —p|<e)=2F (e lp(l p)) 1.

3600
2F* —1=2F(0.01 -1
Npia—p 1= 2O D)

2F(1.2)-1=2-0.8849 — 1 = 0.7698.

X

(|3600 B 2| <0.01)

NAPOMENA 10.2 vazno
Oblik integralnog Moivre-Laplaceovog teorema
P(% —pl < &)= 2F (e /p(li_p)) — 1 Cesto se koristi u zadacima za odredivanje

(a) minimalnog broja pokusa m i
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(b) odstupanja ¢
da bi za zadani y, P(1% - p| < &) > 7.

Rjesenje:
(Zl+ )2 1+y
(ﬂ) m > p(]_ p) P*(ZT}) 5
(Z 1+1 )
(b) €2 > —2— -p(1 —p).
Akojep nepoznato onda se procjenjuje da je p(1 — p) < %‘:
(z 1+; )2 14
(@) m> —F—, F(zlﬂ)_—y
(z 1+y)
(b) & >

PRIMJER 10.9 U Bernoullijevoj shemi vjerojatnost dogadaja A je p = P(A) = 1/3.
Odpredite minimalan broj ponavljanja tako da s vjerojatnoséu ne manjom od y = 0.99
apsolutno ostupanje relativne frekvencije od p bude najvise ¢ = 0.01.

Rjesenje:

Trebamo odrediti m tako da P(% —pl <€) >0.99.

Koristimo Integralni Moivre-Laplaceov teorem za relativnu frekvenciju %
u Bernoullijevoj shemi.

P(l5; = pl < &) » 2F (e | [5d5) = 1,

X 1 m
P(|— - = .01) = 2F(0.01 . |=) - 1.
(15~ 51 <001) (00‘/%>

Broj ponavljanja éemo odrediti iz zadane vjerojatnosti y i uvjeta
2F*(0.01 \/@) ~1>099 = F(0.01 \/@) > 0.995,
9 9
F(z)=099% = z=26 = 001 _[F>26,
9

(Zﬁ)z

m> p(l-p) = -% = m > 15022.

0. 012
(Bernoullijev SZVB za rel. frekv. dao je ocjenu m > 222222.)

PRIMJER 10.10 Koliko puta treba baciti simetricnu kocku da bi relativna frekvencija
pojavljivanja broja 6 bila izmedu 5 i 55 s vjerojatnoséu

y =0.95.
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RjeSenje:

X=broj pojavljivanja 6 u Bernoullijevoj shemi bacanja kocke
X ~ B(m,p), m, p = %.

Trebamo odrediti m tako da P(% < % < %) >0.95.

19 X 21

19 1 X 1
P <m<10 = "20°6m 6120 &
1 X 1 1 X 1 1
= P(-— <= —-<—)=P(= - | < —).
20 <m "6 120 =P 6 <10

Koristimo Integralni Moivre-Laplaceov teorem za relativnu frekvenciju £ u Bernoul-
lijevoj shemi.

X ~ DT
P(la-p|<€)~2p(€ p(li—p))_l’

1. 1 1 [m
-2l < ) X 2F (35 4| F) -

X
P(= .
m 120 120 »

Broj ponavljanja ¢emo odrediti iz zadane vjerojatnosti y i uvjeta
2F (s ) -12095 = F(g \E) > 0.975
36 36
F(z)=0975 = 2z=19 = \/@ > 1.96,
36

(z14y)?
m>—2%—.p(l-—p)=19 .35 - 7684 = m > 7684.
e (th5)> 36

PRIMJER 10.11 Simetricnu kocku bacamo m = 4500 puta. U kojim granicama s
vjerojatnoséu y = 0.9 treba oCekivati relativne frekvencije pojavljivanja boja 6?

Rjesenje:

X =broj pojavljivanja 6 u Bernoullijevoj shemi bacanja kocke,

X ~ B(m,p), m,p = %.

Treba oderditi a i b takve da za X =broj 6 u m bacanja P(a < £ < b) > 0.9.

Koristimo Integralni Moivre-Laplaceov teorem za relativnu frekvenciju %

u Bernoullijevoj shemi P(I% —pl<e)=2F (e ﬁ) -1.

X 1 4500
P(l—— - - ~ 2F°
5506~ ¢ <9~ 2\ [T

) -1

Odstupanje ¢ ¢emo odrediti iz zadane vjerojatnosti y i uvjeta
2F(e JBX0)-1>09 = F(¢V36-900) > 0.95.

36

F(z)=09=2z=165 = &£V36-900 > 1.65 = ¢ > 0.0091
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(Zl+y) @ 5 _ 5
Prema formuli ¢? > —2— - p(1 —p) = 3555 - & = 7.566 X 10~

52% %—91667><10_ = £>9.1667 x107°.

Odredili smo ¢ tako da P(|z&5 — 2| < 0.00916) > 0.9.

1 X 1
= _ 1 —_ 1 el il 1
|500 |<00096 = G 0.00916 < 500<6+00096

X
= 0.15751 < 1500 < 0.17583.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 10.12 motiv

Kontrolor uzima uzorak velicine m = 1000 iz skupa uredaja. Vjerojatnost da je uredaj
neispravan je p = 0.03. U kojim granicama Ce biti broj neispravnih uredaja u uzorku s
vjerojatnoséu y = 0.99
RjeSenje:
Treba oderditi a i b takve da za X =broj neispravnih uredaja u uzorku veli¢ine m,
X ~ B(m,p), P(a < X <b) >0.99.
Koristimo Integralni Moivre-Laplaceov teorem za relativnu frekvenciju <

u Bernoullijevoj shemi P(I% —pl<e)=2F(e p(li_p)) -1,

1000
P~ —0.03] < &) % 2F*(e | ——— ) —
(|1000 <)~ 28\ 5o =003)

Odstupanje ¢ ¢emo odrediti iz zadane vjerojatnosti y i uvjeta

2F (¢ | gomiienrs) — 12099 = F(e ) gas;) = 0.995.
F(2)=099% = z2=26 = ¢,/ o 2 26.

(z1+ )
2 p(1—p) = 2&.0.03- (1-0.03) = 1.9672 x 10~

Prema formuli ¢2 >
> 0.014

Odredili smo ¢ tako da P(|755 — 0.03] < 0.014) > 0.99.

X

(Bernoullijev SZVB za rel. frekv. dao je ocjenu 0 < X < 80.)

Radni materijal 172



10. ZVB i CGT tko Zeli znati vise

10.4 Ponovimo

CEBISEVLJEVA NEJEDNAKOST

zasvakic >0 | P(X - E(X)| > ¢) < 75

za svaki A P(IX —ul = Ao) < %/

ZAKONI VELIKIH BROJEVA (ZVB)

ZVB za X

limy e P(X —pl < &) =1,

ZVB za X ~ B(m,p)

lim,—w P2 —pl < &) =1,

Bernoull. slabi ZVB

PX —pl<e)>1-22

m-g2

CENTRALNI GRANICNI TEOREMI (CGT)

CGT za niz nez. sl, var. X; n— oo,
n
Z Xi—nu
i=1
_ — e ~NOD
CTGzaX n— oo,
= ~NO,1)

n

CTG za X ~ B(m,p), m — oo

= Moivre-Laplace

X-mp
~N(,1),
Vmp(-p) D

T b—mp = a—mp
Pla <X <b) ~ F(ZH) - F( =)

CGT zarel. frekv. od X ~ B(m, p)

= Moivre-Laplace za rel. frekv.

X_
== ~NOD),

p(1-p)

m

P(%—p|<e)z2F*(s ﬁ)—l
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Poglavlje 11

MATEMATICKA STATISTIKA

Matematicka statistika je znanstvena disciplina koja provjerava matematicke mod-
ele slu¢ajnog pokusa u realnosti. Proucava svojstva slu¢ajnog uzoraka i donosi
zaklju¢ke o populaciji iz koje je uzet slucajni uzorak. Statisticke metode daju
zakljucke s nekom vjerojatnoséu pa se temelje na teoriji vjerojatnosti.

Deskriptivna statistika bavi se uredivanjem prikupljenih, empirijskih podataka,

njihovim grafi¢kim prikazivanjem i opisivanjem pomoéu numerickih vrijednosti:

prosjek, standardna devijacija, korelacijski koeficijent,...

Induktivna statistika (Inferencijalna statistika )bavi se metodama koje se zasnivaju

na teoriji vjerojatnosti i koje omogucavaju da se donose zakljucci o populaciji

pomocu uzoraka iz populacije.

Tri pravca u matematckoj statistici (induktivnoj statististici) su:

teorija procjene,

teorija testiranja statistickih hipoteza,

teorija planiranja eksperimenata.

U teoriji procjene osvnut ¢emo se na:

tockaste procjenitelje,

metodu max vjerojatnosti za odredivanje procjenitelja,tko Zeli znati vise

intervale povjerenja za procjenitelje za parametre normalne razdiobe.

U teoriji testiranja osvnut ¢emo se na:

test hipoteze o parametrima normalne razdiobe,
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Teorija planiranja eksperimenta razvija metodu sekvencijalne analize, broj pro-
matranja je slu¢ajan, pa se provjera statstickih hipoteza ovom metodom izvodi
postepeno, u etapama. Hipoteza se moze prihhvatiti, odbiti ili produZiti eksperi-
ment.
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

11.1 DESKRIPTIVNA STATISTIKA

Definicija 11.1 (POPULACIJA)

Populacija (osnovni skup, statisticki skup) je skup svih elemenata od kojih bismo mogli
uzeti podatke o odredenim veli¢inama.
Populacija moZe biti konacna ili beskonacna.

PRIMJER 11.1 Populacija - sve obitelji u jednoj zgradi.
Velicine koje moZemo razmatrati: broj djece, mjesecni dohodak..

Definicija 11.2 (STATISTICKA VARIJABLA-OBILJEZJE)

Statisticko obiljeZje (vaijabla) je numericko svojstvo elemenata statistickog skupa.
Ako je skup vrijednosti R(X) statistickog obiljezZja diskretan onda za X kaZemo da je
diskretno obiljeZje, a ako je R(X) C R kaZemo da je kontinuirano obiljeZje.

Uzorak je podskup populacije koji uzimamo na unaprijed odreden nacin.

Definicija 11.3 (FREKVENCIJA, RELATIVNA FREKVENCIJA, KUMULATIVNA
RELATIVNA FREKVENCIJA, ARITMETICKA SREDINA,
VARIJANCA, STANDARDNA DEVIJACIJA)

Neka je X statisticko obiljeZje i neka se mjerenje ponovi n, konacno mnogo puta
(nezavisno) i dobije n statistickih podataka x;, i = 1,..,n. Slika R(X):{x;;, k=1,.7}
sadrZir razlicitih statistickih podataka. Ako se x;_ pojavi fy puta onda kaZemo da x; pripada

frekvencija fy i relativna frekvencija %, zak=1,.,r
v r
Vrijedi: Y, fo=n, ¥, & =1
k=1 k=1

Za x € R kaZemo da ima kumulativnu relativnu frekvenciju F,(x)= }, %
k, x<x
Aritmeticka redina n statistickih podataka x;, i =1, .., n:

Varijanca n statistickih podataka x;, i = 1,..,n:
- 1y _, 1 _
02=—Z(xi—x)2:— x?—xz,

n 4 n 4
=1 1=

1 v 1
o = - Z(XZ - %) fi = -
k=1

1
r

()i -7
k=1

Standardna devijacija je o.
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Statisticke podatke koji se dobiju mjerenjem statistickog obiljezja X moZemo
prikazati:

tabli¢no: tablicom frekvencija i tablicom relativnih frekvencija,

graficki: grafikonom frekvencija, relativnih frekvencija, kumulativnih frekvencija,

*

histogramom (nad dobivenim podacima x; nacrtani su pravokutnici visine jed-

nake frekvenciji fiili relativnoj frekvenciji %),

poligonom (izlomljena linija koja spaja tocke (x7, fi)).

Ako je n veliki i skup vrijednosti ima veliki broj elemenata (posebno kod kon-
tinuirane slu¢ajne varijable-statistickog obiljeZja) formiramo r razreda. Prilikom
tabli¢nogi grafickog prikazivanja vrijednosti slu¢ajnog uzorka na apscisu nanosimo
r podintervala (razreda), sa sredinama razreda xzsr, a na ordinatu sumu frekven-
cija fi elemenata iz tog razreda.

Broj razreda r ponekad se ra¢una po formulama: r = v, r = 2+/n.

U praksi se koristi slijede¢a shema za izbor broja razreda:

n r
40-60 6-8
60-100 | 7-10
100-200 | 8-12
200-500 | 12-17
> 500 21

PRIMJER 11.2 Mjerenjem kontinuirane slucajne varijable X= prosjecne teZine stude-
nata jednog turnusa na uzorku velicine 100 dobivena je vrijednost slucajnog uzorka

(x1, x2, ..., X100) dana u tablici:

razred | x| fx % F,.(x)
60-62 | 61 5 0,05 | 0,05
63-65 | 64 18 0,18 | 0,23
66-68 | 67 42 042 | 0,65
69-71 | 70 27 027 | 092
72-74 | 73 8 0,08 | 1,00
ukupno n=100 | 1,00

Relativne frekvencije odgovaraju pojmu statisti¢ke vjerojatnosti.
P(66 < X < 68) ~ 0,42
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EIEEN

0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15 —
0,1 —

0,05
[ | |

60-62 63-65 66-68 69-71 72-74 60-62 63-65 66-68 69-71 7274

Iﬂ Sl I

Slika 11.1: Histogrami frekvencija i relativnih frekvencija iz primjera 11.2.

F®)

1,2
1

Y
—

60-62 63-65 66-68 69-71 72-74

Slika 11.2: Graf kumulativnih relativnih frekvencija iz primjera 11.2.

Definicija 11.4 (STATISTICKA RAZDIOBA)

Statisticko obiljeZje (slucajna varijabla) X sa skupom vrijednosti R(X) opisano grafom
relativnih frekvencija ili grafom kumulationih relativnih frekvencija ima statisticku funkciju
distribucije F,,(x). Sluc¢ajna varijabla X ima i teorijsku funkciju distribucije F(x).
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TEOREM 11.1 (GLIVENKO)
Ako su vrijednosti u uzorku slucajne varijable X (statistickog obiljezZja) nezavisni,
onda je
P( sup ||IFu(x)—Fx)|| = 0)=1, kad n — oo.

—00<x<00

Kad je uzorak dovoljno velik, onda se s vjerojatnoscu skoro 1 statisticka razdioba malo
razlikuje od teorijske razdiobe.

Definicija 11.5 (Kvantil, medijan, prvi kvartil, treci kvartil)

Ako je F funkcija distribucije slucajne varijable X onda se rjeSenje jednadzZbe F(x,) = p
zove kvantil reda p.

Medijan Me = xo5; F(Me) = 0.5 tj. P(X < Me) = 0.5

Prvi kvartil Q1 = xo.25; F(Q1) = 0.25 tj. P(X < Q1) =0.25

Drugi kvartil Q2 = xo5 = Me

Treci kvartil Q3 = x0.75; F(Q3) = 0.75 tj. P(X < Q3) = 0.75

PRIMJER 11.3 Racunanje medijana statistickog obiljeZja X:
(A) Ako je niz statistickih podataka, vrijednosti nekog statistickog obiljeZja X rastuci
x1 < xp < ... < Xy, 0nda je

X, za n neparan;
2
Me = X + Xnq
— za n paran.

PRIMJER 11.4 Odredite medijan za zadani niz statistickih podataka
3445688810, n=9, neparan.
Me = Xugt = X5 = 6.

PRIMJER 11.5 Racunanje medijana statistickog obiljezja X:
(B) Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajucim frekvenci-
jama f; onda je

%—(f1+f2+...+fk)

Me =Ly, +4d -
Me fk+1

gdje je k izabran tako da je

’

’ n
Fk:(f1+f2+...+fk)£§§f1+f2+...+fk+fk+1:Fk+1,

Ly je lijevi rub k + 1 razreda, d je Sirina razreda.

Radni materijal 182



11. MATEMATICKA STATISTIKA

PRIMJER 11.6 Racunanje prvog kvartila statistickog obiljeZja X:
(A) Ako je niz statistickih podataka, vrijednosti nekog statistickog obiljeZja X rastuci
x1 < x2 < ... < Xy, 0nda je

Xeijelo(2+1), 24 M Nije djeljiv s 4;
Q1 =1 xu+xu,

%, za n djeljiv s 4.
PRIMJER 11.7 Odredite prvi kvartil za niz statistickih podataka
3445688810,n=29,nijedjeljiv s 4.

Q1 = Xeijelo(s+1) = X3 = 4.

PRIMJER 11.8 Racunanje prvog kvartila statistickog obiljeZja X:
(B) Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajucim frekvenci-
jama f; onda je

ﬁ—(f1 +f2+---+fk)

=Lo +d-
Ql & fk+1

gdje je k izabran tako da je

’ n ’
Fk:(f1+f2+...+fk)sZsf1+f2+...+fk+fk+1:Fk+1,

Lo, je lijevi rub k + 1 razreda, d je Sirina razreda.

PRIMJER 11.9 Racunanje treceg kvartila:
(A) Ako je niz statistickih podataka, vrijednosti nekog statistickog obiljeZja X rastuci
x1 < x2 £ ... < Xy, 0nda je

Xeijelo(3 41y, ZA M nije djeljiv s 4;
Q3 =19 xau + X2,
- 5 *—, zandjeljivs4.
PRIMJER 11.10 Odredite tre¢i kvartil niz statistickih podataka
3445688810,n =9, nijedjeljivs 4.

Q3 = xcijelo(%”ﬂ) =x7 =8.

PRIMJER 11.11 Racunanje treceg kvartila:
(B) Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajucim frekvenci-
jama f; onda je

3n —(f1 +f2+ ---+fk)
_ L4
Q3 B LQ3 +d fk+1 '
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gdje je k izabran tako da je
, 3n /
Fo=(h+th+.+fi)< T ShAth+o+fit fimn =F
Lo, je lijevi rub k + 1 razreda, d je Sirina razreda.

Definicija 11.6 (MOD)
Mod je vrijednost statistickog obiljeZja koja ima najvecu frekvenciju. MoZe se dogoditi da
mod ne postoji ili da postoji vise modova.

PRIMJER 11.12 Odredite mod niza statistickih podataka

3445688810.
Xi fl
3|1
4|2
5|1
6 |1
8 |3
10| 1

x; = 8 ima maksimalnu frekvenciju f; = 3, Mo = 8.

PRIMJER 11.13 Racunanje moda:
Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajuéim frekvencijama
fi onda je
Aq
A+ Ay ’
gdje je k izabran tako da je fi maksimalan, Ly, je lijevi rub k — tog razreda, d je Sirina

razreda, A1 = fi — fie1, D2 = fi — fre-

MO=LM0+d~

Definicija 11.7 (koeficijent varijacije)
Koeficijent varijacije je relativna mjera standardne devijacija i rac¢una se na dva nacina

o . ) . Q-
Ky ==-100 1l kovartila Ky = =———.
14 T leomOCT/l oartiia Vv Q3 n Ql

Definicija 11.8 (koeficijent asimetrije-eng. skewness)
Koeficijent asimetrije za slucajnu varijablu X je broj K4 koji karakterizira simetriju raz-
diobe i definira se kao kvocijent treceg centralnog momenta i kuba standardne devijacije

(O
_is
KA_03'
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Definicija 11.9 Koeficijent asimetrije statistickog obiljeZja X, ako su vrijednosti statistickog
obiljeZja date kao niz x} s frekvencijama f;, i =1, ...,r, definira se kao

gdje je
1 r r
s = - * -x 3 H L= M
Ha = n ;(xzsr x) fl/ (;fl Tl),

0% = %Zr‘(x;sr - z)zfi/ (ifl = 1).
i=1 i=1

NAPOMENA 11.1 Ako je K4 = 0 onda je razdioba frekvencija simetri¢na u odnosu na
pravac x = X onda se poklapaju X = Me = Mo. (Normalna razdioba ima K4 = 0)

1o

x=Me=Mo Y

Ako je Ko > 0 onda je razdioba frekvencija asimetricna u odnosu na pravac x = X,
asimetrija je pozitivna i vrijedi X > Me > Mo.
Ako je Ky < 0 onda je razdioba frekvencija asimetricna u odnosu na pravac x = X,

asimetrija je negationa i vrijedi x < Me < Mo.

Definicija 11.10 (koeficijent spljostenosti (eksces)-engl. kurtosis)

Koeficijent spljostenosti slucajne varijable X je broj Kg koji karakterizira zaobljenost raz-
diobe i definira se kao pomocu kvocijenta etvrtog centralnog momenta i cetvrte potencije
standardne devijacije o :

KEZE—?).

Definicija 11.11 Koeficijent spljostenosti statistickog obiljeZja X, ako su vrijednosti
statistickog obiljezja date kao niz x7 s frekvencijama f;, i = 1, ..., r, definira se kao

_ B

Ke = 3,
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1 1

X <Me< Mo
x>Me> Mo

Mo Me x X X Me Mo X;

gdje je
Iy, —u ~
M4_E;(xisr_x) fll (;fl_n)/

R W ) WA
i=1 i=1

NAPOMENA 11.2 Ako je Kg = 0 onda je razdioba frekvencija normalna razdioba.
(Normalna razdioba ima Kg = 0)

Ako je Kg > 0 onda je graf funkcije razdiobe frekvencija uzi od grafa normalne razdiobe
(spljostenost je manja).

Ako je Kg < 0 onda je graf funkcije razdioba frekvencija $iri od normalne razdiobe
(spljostenost je veca).

Slika 11.3: Spljostenost
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PRIMJER 11.14 Mjerenjem kontinuirane slucajne varijable X= prosjecne teZine stu-
denata jednog turnusa na uzorku velicine 100 dobivena je vrijednost slucajnog uzorka
(x1, x2, ..., X100) dana u tablici:

razred | X;, fi F l % F,(x)
60-62 | 61 5 5 1005 005
63-65 | 64 18 23 (0,18 | 0,23
66-68 | 67 42 65 | 042 | 0,65
69-71 | 70 27 92 10,27 | 092
72-74 | 73 8 100 | 0,08 | 1,00

ukupno n=100 1,00

Odprediti ocekivanje, varjancu, standardnu devijaciju, mod, medijan, proi kvartil, treci
kvartil, koeficijent varijacije, koeficijent asimetrije, koeficijent spljostenosti.
NAPOMENA: Razredi su u tablici dati smbolicno npr. razred 60—62 je razred 59.5—62.5
tako da je Sirina razreda d = 3.

Rjesenje:

5
rolivania T — L )
ocekivanje x = 100 ;_1 X, fi = 67.45

1 T
.o —~9 _ * —2 _
varijanca o0° = - El (X, —X)°fi = 8.527
=

E—(A+fo+..+fo)

medijan Me = Ly +4 - 2
fk+1

7 n 7
Pk=f1+f2=23S 5 =50Sf1+f2+f3=65=Pk+1,
Lye = 65.5je lijevi rub k + 1 = 3. razreda, d = 3 je 8irina razreda.

, gdje je k + 1 = 3 izabran tako da je

E—-(A+fot...+ -
Me =Ly, +d-2 i +fo M _5543.90°2 _ 74
fk+1 42
%—(f1+f2+...+fk)

prvi kvartil Q; =Lg, +4d- , gdje je k + 1 = 3 izabran tako da

- fk+1
jeFk =f1 +f2 =23 < Z =25 Sfl +f2+f3 =65=Fk+1,
Lo, = 65.5je lijevi rub k + 1 = 3. razreda, d = 3 je Sirina razreda.

(it ot .t -
Qi=Lo +d-= ( fil S :65.5+3.254223 = 65.643
M _(fi+ ot
tre¢i kvartil Q3 = Lo, +d - i = ffz fk), gdjeje k+1 = 4 izabran tako da
k+1
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- 3n /
]eFk:f1 +f2+f3 =65 < Z =75 Sfl +f2 +f+f4 :92:Fk+1’
Lo, = 68.5je lijevi rub k + 1 = 4. razreda, d = 3 je Sirina razreda.

B_ i+t 75 —
Qs=Lg, +d- = i flfl f _ 68.5+3 - 52765 = 69.611.
mod Mo = Ly, +d - A A+1 A gdje je k = 3 izabran tako da je fy = 42 maksimalan,
1 2

Lpo = 65.5 je lijevi rub k = 3. razreda, d = 3 je Sirina razreda, Ay = fy — fr-1 =
fi—f=42-18, A2 = fy = fis1 = f3— fa =42 -27.

Mo =Ly +d - A _ 5543

A+ A 2a+15
o V8.527
koeficijent varijacije Ky = % -100% = 6§ 25 -100% = 4.32%
, = Qs = Q1 _ 69.611 -65.643 _ 90337 x 10-2

T 03+0Q;  69.611 +65.643

~ 1y -
koeficijet asimetrije i spljostenosti p3 = - Z(x’lfsr -%)°3f; = —2.293
i=1

—

Iv, . -
fa= - ) (6, D= 19937
i=1

K, = g—é — 014, Kp= % ~3=-026
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11.2 Ponovimo

STATISTICKO OBILJEZJE

statisticko obiljeZje X
vrijednosti stat. obiljeZja X1,X2, w00y Xp
r razli¢itih vrijednosti X7, X5, ey Xy
frkvencije i Lo I
hFh F

relativne frkvencije e

kumulativne rel. frkvencije Fu(x) = % + % + o+ J;_f

jtakavdajex < x;

statisticka razdioba za X st. obilj. | F,(x)

teorijska razdioba za sl. var.X F(x)

F.(x) — F(x) po vjerojatnosti kad n — oo
MJERE POLOZAJA

vrijednosti stat. obilj. ARITMETICKA SREDINA

1
X1,X2, 00y Xn = s +x2+ .+ xy)

1 r * *
Ezjzlx]’ f]

1 r * %
n Z“]'=1 xjsr ) f]

*

x;,xz, s Xy

il Ral

rrazreda [L;,D;], j=1,.7;xjs | X

vrijednosti stat. obilj. MOD

X1,X0, .e0) Xn x ako je je fymax
X3, X5, ey Xy x; akoje je frmax
X1sry X25ry veey Xrsy x;., akojeje f;max

rrazreda [L;,D;], j=1,..r | Mo =Ly +d- ﬁ,

k ako je fy max

Lo lijevi rub k razreda L,
d §irina razreda

Ay fr = fi1

Ap fre = frn
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vrijednosti stat. obilj.

MEDIJAN

X1,X2, ...,X; uzlazan niz

Me = xua, za n neparan;
2

X1, X2, ..., Xy uzlazan niz

Me = % . (x§ + x%H), Za n paran;

rrazreda [L;, Dj], j=1,..r

M€=LMe+d"t'(%_(fl—i_fz-i_"'-l_fk))

k

hA+th+o+fii<s<fitfo+ .+ fi+ fin

Le lijevi rub k + 1 razreda Lyy1,
d girina razreda.
KVANTILI
kvantil reda p x, takav daje F(x,) = p
prvi kvartil Q1=x !
drugi kvartil= MEDIJAN | Me = x !
treci kvartil Qs =x 3
vrijednosti stat. obilj. Q1

X1,X2, ..., Xy uzlazan niz

Q1= Xeijelo(2+1), Za 1 nije djeljiv s 4;

X1,X2, ...,X; uzlazan niz

Me = % (Xz +x249),zan djeljiv s 4;

rrazreda [L;, Dj], j=1,..r

Q1=LQ1+d'ﬁ'(ﬁ—(fl+f2+-"+fk))

k

hA+th+to+h<ish+h+o+fitfin

Lo

1

lijevi rub k + 1 razreda Lyy1,

d

Sirina razreda.

vrijednosti stat. obilj.

Qs

X1,X2, ..., Xy uzlazan niz

Q3 = Xeijelo(3n +1) 22 1t Nije djeljiv s 4;

X1,X2, ...,X, uzlazan niz

Me = 3 - (xu +X3,,), za n djeljiv s 4;
n 4

rrazreda [L;, Dj], j=1,..r

Q=L +d 7 (2~ (it fottf)

k

f1+f2+...+ka%Sf1+f2+...+fk+fk+1

Lo, lijevi rub k + 1 razreda Ly,
d Sirina razreda.
MJERE RASIPANJA
vrijednosti stat. obilj. VARIJANCA
X1,X2, ) Xn 0F = L2+ X2+ .+ xD) - X
X X * £ £3 _2
X1, X5, s Xy 02 = %23:1(3@-)2 f] —-X
; . S
rrazreda [L;,Dil, j=1,..1; Xjs 0% = % ;:1(xjsr)2 f] -
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vrijednosti stat. obilj. i3

* * * - 1 * =2 %
Xl,xz, ...,x,, ‘u3 = by ;zl(x] - X )3 . ’f]

. — . ) "
rrazreda [Lj,Djl, j=1,..1; Xjs | i3 = %Z‘;Zl(xjsr —x%)3 f]

—

vrijednosti stat. obilj. s

* * * - 1 * =2 -
. —_ w _2 -
rrazreda [Lj,Dil, j=1,..1; Xjs | [la = %Z‘;Zl(xjsr — )4 - f;

MJERE OBLIKA

koeficijent asimetrije Ky = g—g

koeficijent spljostenosti | Kg = %‘ -3
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Poglavlje 12

TEORIJA PROCJENA

Teorija procjene sastoji se u konstrukciji metoda za ocjenu vrijednosti jednog ili
viSe parametara poznate distribucije slu¢ajne varijable.

U prethodnom poglavlju smo za slucajnu varijablu X (statisti¢ko obiljezje)
promatrali n vrijednosti x1, x7, ..., X, kao uzorak veli¢ina n.
U ovom poglavlju ¢emo vrijednosti x1,x, ..., x, promatrati kao pojedina¢ne vri-
jednosti niza od n nezavisnih slu¢ajnih varijabli X1, X», ..., X;; koje imaju istu dis-

tribuciju kao i slucajna varijable X.

Definicija 12.1 (SLUCAJNI UZORAK velicine n)

Neka je X slucajna varijabla (statisticko obiljeZje populacije) s funkcijom distribucije
F(x). Slucajni uzorak velicine n za sluc¢ajnu varijablu X je slucajni vektor (X1, Xo, ..., Xu),
gdje su sve slucajne varijable X;, i=1,...,n, nezavisne sa zajednickom funkcijom distribu-
cije vjerojatnosti F(x).

Vrijednost sluc¢ajnog uzorka je uredena n-torka (x1,x2, ..., x,) ako je izmjerena vrijednost
slu¢ajnih varijabli X; jednaka x; € R(X), i=1,...,n.

Ako je X diskretna slucajna varijabla (R(X) je konacan ili prebrojiv), onda je (X1, X, ..., X)
diskretni slucajni uzorak , a ako je X kontinuirana slucajna varijabla (R(X) C R), onda je
(X1, X, ..., Xyy) kontinuirani slucajni uzorak.

Definicija 12.2 (STATISTIKA)
AkojeY = h(X1, X3, ..., Xn), gdje je h funkcija od n varijabli, onda se slucajna varijabla
Y naziva statistika.

NAPOMENA 12.1 Odabrani elementi uzorka velicine n iz populacije trebaju biti iz-
abrani slucajno. Trebamo koristiti tablicu slucajnih brojeva za izbor n slucajnih brojeva
ili program za generiranje slucajnih brojeva.
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PRIMJER 12.1 Zadana je diskretna slucajna varijabla X s funkcijom vjerojatnosti

X; 0112
1111
Pil3 13|56

Sto je uzorak velicine 2 za ovu sluc¢ajnu varijablu?
Odredi sve moguce vrijednosti slucajnog uzorka velicine 2 za X.

Rjesenje:

Slucajni uzorak veli¢ine 2 za slu¢ajnu varijablu X je slu¢ajni vektor (Xi, X»), gdje
su sve slucajne varijable X; i X, nezavisne i jednake funkcije distribucije kao i X.
Slika slucajne varijable Xje R(X) = {0, 1, 2}. Slu¢ajne varijable X; i X, mogu poprim-
iti iste vrijednosti kao i X. Vrijednost slu¢ajnog uzorka je uredena dvojka (x1, x)
elemenata iz R(X), tj. to je varijacija s ponavljanjem r = 2-og razreda od n = 3
elemenata. Broj svih takvih varijacija je Véz) =32=09.

Sve moguce vrijednosti sluc¢ajnog uzorka veli¢ine 2 za slu¢ajnu varijablu X:

(0,0), (0,1), (0,2),

(1,0), (1,1), (1,2),

(2,0), 2,1), (2,2).
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121 TOCKASTE PROCJENE PARAMETARA

MOTIV 12.1 Koliki uzorak iz normalne razdiobe s varijancom 81 treba biti da bi s
vjerojatnoséu 0.9544 apsolutna razlika uzoracke aritmeticke sredine i ocekivanja bila
manja od 5.5?

Slucajna varijabla je odredena svojom funkcijom distribucije. Mnoga statisticka
obiljeZja imaju zajednicku teorijsku funkciju distribucije pa govorimo o poznatim
distribucijama (razdiobama): binomna, uniformna, normalna, Poissonova,....
Svaka razdioba karakterizirana je svojim parametrima n,p,a,b, u, a2 A, ..

X~ B(n,p),

X~ U(a,b),

X~ N(, %),

X~ Po(A), ....

Ako Zelimo odrediti vezu izmedu teorijske i statisticke razdiobe postavljaju se
dva zadatka:

1. parametarske procjene, kada pretpostavimo teorijsku razdiobu i moramo
odrediti (procijeniti) parametre te razdiobe.

2. neparametaske procjene, kada moramo odabrati razdiobu.

Definicija 12.3 (PROCJENITEL] ILI ESTIMATOR)
Procjenitelj nepznatog parametra t je funkcija sluc¢ajnog uzorka

T = h(Xq, X2, ..., Xn).

Procjenitelj je statistika.

Zadatak je odrediti procjenitel; T za parametar f koji ¢e “najbolje” procijeniti ¢.
Za procjenu jednog parametra moZemo izabirati razne procjenitelje (funkcije h).

Definicija 12.4 (NEPRISTRANI PROCJENITEL]J)

Procjenitelj T je nepristran za parametar t ako je ocekivanje od T jednako vrijednosti

—

parametra t: E(T) = t.

Definicija 12.5 (ASIMPTOTSKI NORMALAN PROCJENITEL])

- T—t
Procjenitelj T je asimptotski normalan za parametar t ako slucajnoj varijabli
Var(T)
asimptotski, kad n— oo, pripada standardna normalna razdioba (distribucija) N(0,1).
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Definicija 12.6 (UZORACKA ARITMETICKA SREDINA)

J— n
Statistika X = h(Xy1, X2, ..., Xn) = % Y. X; zove se uzoracka aritmeticka sredina.
i=1
Vrijednost uzoracke aritmeticke sredine racuna pomocu

n T
X =h(x1, X, .y Xp) = % Y, X, X= % Y, X i
i=1 k=1

TEOREM 12.1 (Svojstva uzoracke aritmeticke sredine)

(i) Neka je X slucajna varijabla s teorijskim ocekivanjem p, i varijancom 62,0 < 0% <
oo, koju ispitujemo pomocu slucajnog uzorka (X1, X, ..., X,,). Uzoracka aritmeticka
sredina X je pouzdan procjenitelj za y:

E(X) = pu.
(i) Var(X) = o2,

(iii) X ~ N(u, %02) ako je normalna distribucija.

(iv) Uzoracka aritmeticka sredinaX je asimptotski normalan procjenitelj za u: X =
Xt N(,1).

Var(X)

Dokaz:tko Zeli znnati vise ;
(i)E(X)=E(%§1Xi)=%;E(Xi)=%ZM=#-
(ii) i i

i=1

- 1y 1 - 1 -
Var(X) Var(; Z; X;) = EVW(Z; X;) = EVW(Z; X;)
1= 1= 1=

1y 1 1
- ; Var(X;) = e Var(X;) = EOZ'

(iii) prema (i) i (ii).

(iv) Prisjetimo se centralnog grani¢nog teorema:
Nekaje S, = X + Xo + ... + X, tada slu¢ajna varijabla
k N(0,1).

Sp—nu .
o konvergira

X Su _ g Sy—n
L i konvergira (n — o) k N(0, 1).

= _ X—u _
h \/Var(ﬁ) \/g aNn
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PRIMJER 12.2 Izratunati P(69 < X < 75), ako je X uzoracka aritmeticka sredina

uzorka veliine n=36 iz normalne razdiobe X ~ N(70,144).

Rjesenje:
Akoje X ~ N(70,144) i n = 36, onda je X ~ N(70,4),
X = Yk = X270 LN, 1),

P(69 < X < 75)

75 — 59 —
F(Vi=—5) - F (Vi
75 =70 69 — 70

= F(=57)-F(—5—) = F(25) - F(-05) = 0.68.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 12.3 motiv
Koliki uzorak iz normalne razdiobe s varijancom 81 treba biti da
0.9544 apsolutna razlika uzoracke aritmeticke sredine i ocekivanja bila

Rjesenje:

Neka je X ~ N(u,81) i P(X — | < 5.5) > 0.9544.

Trebamo odrediti veli¢inu uzorkan. _

Znamo daje X ~ N(y, &), a X = \/ﬁ% = n# ~N(0,1).

_ X - 5
PX-pl<55) = P(Vi~—L1< Vi) = P(X| <
= ZF*(\/E?)—L

Iz zadane vjerojatnosti dobivamo: 2F*(yn22) — 1 > 0.9544,

bi s vjerojatnoséu
manja od 5.5?

Vi)
o

F*(\/ﬁ%) >0.9772 = «/Z%S >2 = n>11.

Definicija 12.7 (UZORACKA VARIJANCA)

—, n —
Statistika Y.? = % Y. (X; — X)? zove se uzoracka varijanca.
i=1

~ 1 & _
ZZ:EZXIZ—XZ
i=1

Vrijednost uzoracke varijance racuna se formulom
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o 1v,. - Iy, . ~
o= Y - %P fi = - AR
k=1 k=1

TEOREM 12.2 (Svojstva uzoracke varijance)

Neka je X slucajna varijabla s teorijskim ocekivanjem y i varijancom o2, koju ispitu-
jemo pomocu slucajnog uzorka (X1,Xo, ..., X,). Uzoracka varijanca ¥2 nije pouzdan
procjenitelj za o%: E(X2) = =142,

Dokaz:tko Zeli znati vise
Prisjetimo se da je Var(X)=E(X?) - E(X)? i Var(X) = 152

E®?) E(% Y x2-%)= % Y EC?) - EX)
i=1 i=1

= % Y [Var(Xy) + E(X)*] - [Var(X) + EX)?]
i=1
= [Var(X;) + E(X;)?] - [Var(X) + E(X)?]

n-—1
n

a2,

1
— [0_2_'_“2]_[;0_2_'_“2]:

Definicija 12.8 (KORIGIRANA UZORACKA VARIJANCA)

— n —
Statistika S* = L= ¥ (X; — X)? zove se korigirana uzoracka varijanca.
i=1

n
2_ n =1 2
S_n—lz_n—l(;xi nX).

Vrijednost korigirane uzoracke varijance racuna se formulom

1 v 1
= _ =2 2 _ =2
S = ;zl(xl X) _n—l(l_;xi nx").

r

1 1 -
=2 _ 20 _ N
s _”‘1k:1(xk X) fi n_l(g:l(xk) fr — nx°).

TEOREM 12.3 (Svojstva korigirane uzoracke varijance)

Neka je X slucajna varijabla s teorijskim ocekivanjem y i varijancom o2, koju ispitu-
jemo pomocu slucajnog uzorka (X1, Xo, ..., Xn).
Korigirana uzoracka varijanca S* je pouzdan procjenitelj za o*: E(S?) = o?.
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Dokaz: Prisjetimo se da je E(X?) = ”7_102.

n '71—12 2

2y _ n 2y "M pi2y
E(S)_E(n—lz) n—lE(Z) n-—1 n

TEOREM 12.4 (O VEZI EZ,EZ I DISTRIBUCIJA x*(n —1),t(n — 1))
Neka su X, S2, Y2 statistike slucajnog uzorka (X1, X2, ..., Xn) iz normalne razdiobe

X ~ N(u, 0?).

Tada vrijedi:

(i) Statistika "51S? = 5F2 ~ y2(n - 1),

(ii) Statistika n% = Vi1~ b - 1),

Dokaz: tko Zeli znati vise

(i) Dokaz je sloZen i koristi svojstvo X3 (n) distribucije: Y ~ x%(n) ako je
Y=Y2+Y2+..+Yz, Y; ~N(O,1).

(i) Koristimo svojstvo Studentove distribucije s n stupnjeva slobode t(n) :
Z ~tn)akoje Z =Y [, zaY ~ N(0,1), U ~ x*(n).

Ratunamo za X ~ N(u,0?), X ~ N(y, ‘;—2), X = \/ﬁ% ~N(0,1):

\/ﬁ}_{_” 3 \/EX—y'o\/n—l_ 1 ny—u'\/n—l‘ 1
S o V-1 & o =1 S2
o
}_(—p n-—1
- Vi .
9 n-l.g
o2

Prema tvrdnji (i) zaklju¢ujemo \/ﬁ% ~tn-1).

Koristedi S? = —L¥? mozemo dobiti i tvrdnju Vn — 1% ~t(n—1).

PRIMJER 12.4 Izracunati uzoracku aritmeticku sredinu, uzoracku varijancu i korigi-
ranu uzoracku varijancu u primjeru “teZina studenata”.

Xksr | fk
61 5
64 18
67 42
70 27
73 8
n=100
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.
Rjesenje: x =1 ) X fe-

=1
I

1w . 1
szksrfk: T0g(61#5+64+18+ 6742470427 +73+8)
k=1

1349
= —— =674
20 67,45

1 r
= =

()2 fi — )
k=1

1 - . 379
-2 _ * \2 2\ _ _
#= 1(k§—1(str) fe —nx%) = 1 = 8/6136

o 1w, _, 3411
52 = - Z(xksy)Z fi-% = oo = 85275
k=1
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12.2 REGRESIJSKA ANALIZA

MOTIV 12.2 Deformacije x [mm] i Brinellova tordoéa y [%] za neki tip elika dani su
tablicom

x|06 09 11 11 13 22 26 28 33 35
y|68 67 65 53 44 40 37 28 34 32

Odredite pravce regresije, uzoracki koeficijent regresije i uzoracki koeficijent korelacoje.
Jesu li deformacija i Brinellova tvrdoca jako korelirane?

Definicija 12.9 ( UZORACKA KOVARIJANCA. UZORACKI KOEFICIJENT KORELACIJE)
Neka je za zadani slucajni 2-dim vektor (X, Y) dobiven slucajni uzorak (x1, y1), (x2, Y2), --., (Xn, Yn)-
Statistika

— 1y S
fixy = — ;(Xi -X)(i-Y)

zove se uzoracka kovarijanca. Vrijednost korigirane uzoracke kovarijance racuna se for-

mulom
n

ﬁxy = %Z(xi - f)(yl - y)

i=1
Neka su'cy i 03 uzoracke standardne devijacije od X i Y. Uzoracki koeficijent korelacije
komponenti X i Y slucajnog vektora je definiran s

— Uxy
P e
_ nyx-y—@QEx)- XLy

Pxy

R

NAPOMENA 12.2 (regresijska analiza)

Regresijska analiza (engl. regression analysis) je statisticka metoda za odedivanje veze
medu slucajnim varijablama. Promatramo u slucajnom vektoru (X,Y) jednu slucajnu
varijablu (npr. X) kao nezavisnu-kontroliranu (njene vrijednosti zadajemo). Druga
varijabla Y je sluc¢ajna varijabla i zanima nas kako ona ovisi o X.

Prema Napomeni 9.4 u poglavlju Dvodimenzionalni slucajni vektor racunamo uzoracke
pravce regresije.

Ako je X nezavisna varijabla i Y = aX + b, parametre a i b moZemo odrediti metodom
najmanjih kvadrata tako da E((Y — (aX + b))?) ima minimalnu vrijednost.
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. 02 Hxy | o .
a=pPyy- 2 = % je uzoracki koeficijent regresije Y po X.
01 (02

b:y—b\xy',orlxz —O_;lx
__ﬁxy —
y_ _§(x_x)/

1
Y-V =pxy- ?(x — X) je pravac regresije Y po X.
1

Analogno, ako je X=aY+b

a=Dyy- % = % je uzoracki koeficijent regresije X po Y
2
_— {/J\xy —
X—X= §2(Y - )
X=X =pyy- %(y — V) je pravac regresije X po Y.

PRIMJER 12.5 U tablici su zapisani uzorci visina x i y od 12 mama i njihovih kéeri.

165 160 170 163 173 158 178 168 173 170 175 180
173 168 173 165 175 168 173 165 180 170 173 178

Oderedite uzoracki pravac regresije Y u odnosu na X i uzoracki pravac regresije X u
odnosu na Y. Odredite uzoracki koeficijent korelacije i uzoracki koeficijent regresije Y po
X. Jesu li visine mama i kéeri jako korelirane?

RjeSenje: Trebamo odreditia i b ujednadzbi y =ax +b:

by nYx-y—(Xx)-(Xy)
a=—=

03 B ny, x2— (Y x)?

o B o (LY (B -(E9-(Ex-y)
I ny - (Lx)

Rac¢unamo: ), x = 2033, ),y = 2061, Y x2 =34495, Y x - y =349.42, ). y2 =
354.22.

Uzoracki koeficijent regresije Y po X je a = 0.48, b = 90.9 pa je pravac regresije Y
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po X y = 0.48x +90.9.

Trebamo odrediti a’ i b” ujednadzbix =a’y + b’ :

oty _nEx-y-(Ex)- Ly
G nyYy*—(Cy?

—

By — (0 CA-ECy Exy
@ 77 nY - (L yP

Uzoracki koeficijent regresije X po Yjea’ = 1.02, b’ = —5.12 pa je pravac regre-
sije X po Y x = 1.02x — 5.12.

Uzoracki koeficijent korelacije je

Py = =
xy = =< — .
Y 0102

nyx-y- (2o - Xy

= 0.69.
V—Y 22— (Lx)? yn-L 12— (Ly)p>

Pxy =

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 12.6 motiv
Deformacije x [mm] i Brinellova tordoéa y [%] za neki tip celika dani su tablicom

x|06 09 11 11 13 22 26 28 33 35
y|68 67 65 53 44 40 37 28 34 32

Odredite pravce regresije , uzoracki koeficijent korelacije i uzoracki koeficijent regresije.
Jesu li deformacije i Brienellova tvrdoca jako korelirane ?

RjeSenje: Trebamo odreditia i b ujednadzbiy =ax+b:

Ty _nLxy-(E9- (L)
TF T e -

By __ (L -CA)-(ED-Cxy)

3 n L2 — ()2

Ra¢unamo: Y x = 183, Y y = 440, Y x*> = 4665, Y. x - y = 7701, ¥ y* = 23232.
Uzoracki koeficijent regresije Y po X jea = —1.32, b = 75.72 pa je pravac regresije

=I

b=7-
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YpoXy=-132x+7572.

Trebamo odreditia’ i b’ ujednadzbix =a’y + b’ :

, By _nLry-(LY (Ly)

T WL — (L yP

—

By E0-@CPA-Ey- (Tx-y)
2 77 nY P — (L )2

Uzoracki koeficijent regresije X po Y jea’ = —0.72, b’ = 55.72 pa je pravac
regresije X po Y x = —0.72x + 55.72.

V=%

Uzoracki koeficijent korelacije je

nYx-y—-Xx9- Xy
V=L - (L0? yn- Ly = (Ly)?

Bududi je pyy =~ —1 slutajne varijable su linearnoj vezi, jako korelirane.

=-0.97

Pxy =
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12.3 METODA NAJVECE VJEROJATNOSTI (ML)

tko Zeli znati vise

U ovom poglavlju istaknuli smo primjere s oznakom vazno u kojima su dani
procjenitelji za parametre osnovnih distribucija u smislu najvece vjerojatnosti.

MOTIV 12.3 U Cetiri mjerenja Rockwellove tordoce jedne ploce radnici du dobili sljedece
vrijednosti:

64.9,64.1,63.8, 64.0.

(a) Izracunajte vrijednost procjenitelja (u smislu najvece vjerojatnosti) za ocekivanje i
varijancu tvrdoce ako pretpostavimo normalnu distribuciju.

(b) IzraCunajte vrijednost nepristranih procjenitelja za ocekivanje i varijancu tvrdoce ako

pretpostavimo normalnu distribuciju.

Definicija 12.10 (FUNKCIJA VJERODOSTOJNOSTI) Neka je X slucajna varijabla
(statisticko obiljezje) sa teorijskom funkcijom distribucije F(x,t) s nepoznatim parametrom
t i sa funkcijom vjerojatnosti za diskretnu razdiobu i funkcijom gustoce vjerojatnosti za
kontinuiranu f(x,t). Neka je (x1,x2, ..., Xn) vrijednost sluc¢ajnog uzorka (X1, Xz, ..., X,,) za
promatranu varijablu.

Za diskretnu razdiobu funkcija vjerodostojnosti L(t) definira se kao funkcija vjerojatnosti
slucajnog uzorka (slucajnog vektora):

L(t) = P(X1 = xl,t) . P(X1 = X, t) Cet P(X1 = xn,t).

Za kontinuiranu razdiobu funkcija vjerodostojnosti L(t) definira se kao funkcija gustoce

vjerojatnosti sluc¢ajnog uzorka (slucajnog vektora):
L(t) = f(x1,t) - f(x2, 1) - - f(xn, £).

Metoda najvece vjerojatnosti (ML = maximum likelihood method), za odredivanje
procjenitelja T = h(Xj, Xp, ..., X;;) za nepoznati parametar t sastoji se u izboru
one funkcije /1 takve da funkcija vjerodostojnosti L(t) (ili [nL(t)) dostiZe najvecu

vrijednost za t = h(xy,x2, ..., Xp).

%L(t):o = t=h(x, X, xn) = T=h(X1,X, . X

PRIMJER 12.7 vazZno
Metodom najvece vjerojatnosti pokaZite da je procjenitelj za parametar A u populaciji
s Poisonovom razdiobom Po(A) jednak T = X.
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RjeSenje: Neka je X ~ Po(A).

Teorijska funkcija vjerojatnosti je f(x, \)=P(X = x,A) = ?C—TeA.
Trebamo naéi ML-procjenitelj za A.

Funkcija vjerodostojnosti je

L(/\) = P(Xl = X1, /\) . P(X1 = X, A) L P(X1 = Xyu, /\)
x1 x2 Xn Y xi
= A_eA . /\_e/\ DI /\ e/\ = A— —HA.
x! X! X! x1lao! xy,!

Trazimo maksimum funkcije vjerodostojnosti In L(A):

InL(A) = —nA + Z xlnA— Z In(x;),

d 1
alnL(A) =-n+ szi'

d 1 _
InL()=0 = A—E;xi—x.

n

1 = 1y

A= h, 3, ) = X; xi = T=h(XyXae Xn) =~ X; X;.
1= 1=

ML-procjenitelj za A u Poisonovoj razdiobi je T=X.

MoZemo pokazati da je T nepristrani procjenitelj E(T) = A.

Prisjetimo se da je E(X)=A i daje X nepristrani procjenitelj za o¢ekivanje.

E(T) = E(X) = E(X) = .

PRIMJER 12.8 vazZno

Metodom najvece vjerojatnosti pokaZite da je procjenitel]
(a) za parametar u u populaciji s Normalnom razdiobom N(u,d?) ako je 6> poznato
jednak T=X
(b) za parametar o u populaciji s Normalnom razdiobom N(u, 0%) ako je u poznato jednak
T=x2

RjeSenje: Neka je X ~ N(u, 02).
(e—p)?
Teorijska funkcija gustoce vierojatnosti je f(x, u, 02) = O\}Ee_ﬁ.

Trebamo naé¢i ML-progjenitelje za i 02
Funkcija vjerodostojnosti je:

L(u,0%) = f(x1,8) - f(xo,8) oo f(Xn, 1) = (ﬁ)n o2 L
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lnL(y,az) = —21? (x; — y)z —nlno —nln V2m.

@ e InLip, 0% = —5; Llxi—p) =0,

d N _1 -
@lnL(y,o)—O = y—an,—x,

ML-procjenitelj za ofekivanje u normalnoj razdiobi je T=X To je nepristrani
procjenitelj za y jer je E(T)=p.

(0) g In L, 0%) = =3k L =) = £ =0,

% InL(u, ?)=0 = o¢*= (x; — p)z =0, uzoracka varijanca.

i=1

S|

ML-progjenitelj za varijancu u normalnoj razdiobi je T=1%2 To nije nepristrani

progjenitelj za o? jer je E(T):"T_laz.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 12.9 motiv

U cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne plocCe radnici du dobili sljedece vrijednosti:
64.9,64.1,63.8,64.0. (a) Izracunajte vrijednost procjenitelja (u smislu najvece vjerojatnosti-
ML-procjenitelj ) za ocekivanje i varijancu tordoce ako pretpostavimo normalnu distribu-
ciju.
(b) Izracunajte vrijednost nepristranih procjenitelja za oCekivanje i varijancu tvrdoée ako
pretpostavimo normalnu distribuciju.

Rjesenje: (a) ML-procjenitelj za otekivanje i je uzoratka aritmetitka sredina X.

n
x=1Yx=642
i=1
ML-progjenitelj za varijancu o2 je uzoratka varijanca X2.
n
02 =1% (xj-%)?=0.175
i=1

(b)Nepristrani procjenitelj za otekivanje i je uzoracka aritmetitka sredina X.

n
= _ 1 _
x=q Z x; = 64.2
i=1
Nepristrani procjenitelj za varijancu o2 je korigirana uzora¢ka varijanca S°.

n-1
=1 21 (x; — %)% = 0.233.
1=
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PRIMJER 12.10 vaZno
Metodom najvece vjerojatnosti pokaZite da je procjenitelj za parametar p u populacz]z
s Binomnom razdiobom B(m, p) uz pretpostavku da je m poznato jednak T=

RjeSenje: Neka je X ~ B(m, p). Teorijska funkcija vjerojatnosti je
flx,m,p)=P(X = x,m,p) = (T)(l — p)""*p*. Trebamo nac¢i ML-procjenitelj za p.
Funkcija vjerodostojnosti je

L(p) = P(Xy=x1,m,p)-P(Xy=x2,m,p)-...- P(X1 = x,,,m,p)

n

[1(7)a-pmp

i=1

Trazimo maksimum funkcije vjerodostojnosti In L(p):

i) = Y fin (") + 01— )0 = p) + xy1np],

d 1 1
%lnL(p) R Z(m — i) + ;in

d
InL()=0 = p=

1 1
- X = —X.
n m

1
m -
i=1

EIH

p=h(xi,xo, . xy) =21y x =
=1

T =h(X1,Xp, 0, Xp) = L. 1 z X; = 1X.

ML-procjenitelj za p u Bmomno] razdiobi B(m, p) s poznatimm je T = %Y
Mozemo pokazati da je ’fnepristrani procjenitel;j E(T) =
Prisjetimo se da je E(X)=mp ida je X nepristrani procjenitelj za o¢ekivanje.
= 1. 1 _—= 1 1
E(T)=E(=X)=—EX)=—EX)=—mp =p.
(T) = E-X) = —E(X) = —E(X) = —mp = p
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12. TEORIJA PROCJENA

12.4 Ponovimo

PROCJENITELJIPARAMETARA ZADANE DISTRIBUCIJE s o¢ekivanjem y i var-

jjancom o2

slucajni uzorak (X1, X2,...,X5) : Q> R”
statistika T=nhX,X3,.,X,), T:Q—>R
procjenitelj T= h(X1, X2, ..., Xi)
nepristrani procjenitelj za parametar ¢ E(T) =t
uzoracka aritm. sredina X = %(Xl +Xp + ...+ X))
EX) = p,
Var(X) = ‘;—2
n— oo Xk L N(0,1)
uzoracka varijanca Y2 = % Y(X; — X)?
0° = 3 Yl —X)?
uzoracka stand. devijacija o
E(X?) = =162
korigirana uzoracka varijanca §?=-LyiX- X)?
= 0 - )
korigirana uz. stand. devijacija s
E(S%) = ¢?

PROCJENITEL]JI PARAMETARA ZADANE DISTRIBUCIJE (ML)

distribucija ; parametar | procjenitelj
Po(A); A T=X
N(u, 0%); u T=X
N(u,0?); o> T =2
(B(r,p); p T=3X

STATISTIKE PARAMETARA NORMALNE DISTRIBUCIJE N(u, 62)

slu¢ajni uzorak za X (X1,X2,...,X,) : Q> R"
statistika T = h(Xy, X», ..., X;;) | distribucija
X ~ N, )
Yt ~ N(0,1)
n% ~tn-1)
1=l ~ x3(n—1)
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12.4. Ponovimo

REGRESIJSKA ANALIZA

slucajni uzorak za (X, Y)

(xll yl)/ (x2/ ]/2)/ sy (xn/ yn)

uzoracka kovarijanca

ﬁxy = %Zi(xi - E)(yz - y)

uzoracki koef. korelacije

Pxy = 575

01°02
nyxy-C Xy
Vi L 2=(Z 2 Vn L y*~(Z y)?

Y=aX+b a- uzoracki koef. regresije
Hxy
: G
D VES T MES K V)]
— ny (R
b v- ;—ly X
_ Ty E)-C0-Exy
_ n) =Y x)°
. —  Hay -
pravac regresije Y po X —y==@-X)
91
pravac regresije Xpo Y | x—x= %( -7)
92
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Poglavlje 13

INTERVAL POVJERENJA ZA
OCEKIVAN]JE

Definicija 13.1 (KVANTIL)
Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije F(x)i neka je zadan q € (0, 1).
Broj z, zove se kvantil distribucije F ako vrijedi F(z4) = q.

Definicija 13.2 (INTERVAL POVJEREN]JA POUZDANOSTI y)

Neka je (X1, X2, ..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima poznatu distribu-
ciju s nepoznatim parametrom t i neka je zadana pouzdanost y € (0, 1).
Za procjenitelje G1 = h1(X1, Xp,..Xy) i G2 = ha(X4, X3, ..X,) za parametar t kaZemo da
¢ine interval povjerenja (G1, G) za parametar t s pouzdanoséu y ako vrijedi: P(G1 < t <
G2) > y.
Parametar t poprimit Ce vrijednosti unutar intervala (g1, g2) s puzdanoséu y, gdje je

81 =hi(x1,x2,..x,), §2 = ha(x1,x2,..xp).

211



13.1.n —> o0

13.1 INTERVALPOVJERENJA ZA OCEKIVANJE

ako je veliki uzorak n — oo

MOTIV 13.1 Slucajni uzorak od 50 studenata za broj bodova (max 100 bodova) iz VIS-
a od ukupno 200 studenata ove generacije pokazuje uzoracu aritmeticku sredinu 75 i
korigiranu uzoracku standardnu devijaciju 10.

(a) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a za ovu genaraciju
studenata s pouzdanoséu 95%.

(b) Kolika je pouzdanost da e interval povjerenja za ocekivani broj bodova biti [74,76]?
(c) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a s pouzdanoséu 95% ako
je ovo bio uzorak iz podataka za sve generacije studenata koje je nastavnik vodio.

TEOREM 13.1 Neka je (X1, Xa,..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima
poznatu distribuciju s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom varijancom o>
(ili poznatom korigiranom uzorackom varijancom’s?).

Ako je veliki uzorak (n — oo) onda inerval povjerenja (G1, G2) za parametar oCekivanje u

s pouzdanoséu y Cine procjenitelji

] o —_— o
Gl=X-A-2L iG=X+1-2,

! N N

ili N N
Gi=X-A—— i Gy=X+A——
1 \/ﬁ 2 \/EI

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, a A = z1+, kvantil standardne normalne distribucije
2

F(ziy) = 5.
2

Dokaz: tko Zeli znati vise

Prema Centralnom grani¢nom teormu za aritmetcku sredinu

X -

Vi

~ N(0,1), n — oo,

Primijenimo CGT na simetri¢ni interval (-4, A) :
P(-A < le <A)=F(A)-F(-A)=2F(1) -1

_ Vi
g B
P(X =A% <p<X+15)~2F () - 1.
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13. INTERVAL POVJEREN]JA ZA OCEKIVANJE

Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < u < Gp) = y, onda moZemo odrediti A
tako da vrijedi F*(1) = 1+y §. A= Ziy kvantil standardne normalne distribucije

F*(Z 1+v) = 1+_y
Zakljucu]emmo daj ]e za velike n P(X — A% <p<X+A \/_) =
Procjenitelji G; = X — W’ Gy=X+ /\% ¢ine interval povjerenja

— o = o
(X—/\%,X‘F/\%)

za parametar ofekivanja u slucajne varijable X s puzdanoséu y ako je poznata
varijanca 2.
Parametar ocekivanja u s pozdano$¢u y poprimit ¢e vrijednosti u u intervalu

(x = \/_,x + A \/_) gdje je A = z1, kvantil standardne normalne distribucije
2

P*(Zlﬂ/) — l+_)/

NAPOMENA 13.1 Oua procjena parametra ocekivanja slucajne varijable moZe se koristi
u zadacima za odredivanje

(a) 6 = 2/\% Sirine inervala

(b) n = 4A? "2 minimalne veli¢ine uzorka

uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja (X — A-%= =, X+ A ‘/_) gdje je A = z1 1y
kvantil standardne normalne distribucije F* (Zl+y) = ﬂ

NAPOMENA 13.2 (uzorak bez vracanja u konacnoj populaciji)

Neka je (X1,X2,..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima poznatu dis-
tribuciju s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom varijancom o* (ili poznatom
korigiranom uzorackom varijancom s?).

Neka je uzet uzorak bez vraéanja iz konacne populacije velicine N. Ako je veliki uzorak
(n — o), ( n < 30) onda interval povjerenja (G1,Gz) za parametar ofekivanja u s
puzdano$éu y ¢ine procjenitelji

— g N-n

Gl =X-A—- ,

! vi YN-1

— o N-n

Gy= X+ A— ,

2= AFATE VN

ili

— 3 N-n

Gl =X-1— )

! - VYN-1
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13.1.n —> o0

- S N-n
G, =X 2. /_
2 +/\\/5 N-1’

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, a A =z, kvantil standardne normalne distribucije

2
1
F(ziy) = 5
2

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.1 motiv

Slucajni uzorak od 50 studenata za broj bodova (max 100 bodova) iz VIS-a od
ukupno 200 studenata ove generacije pokazuje uzoracu aritmeticku sredinu 75 i kori-
giranu uzoracku standardnu devijaciju 10.
(a) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a za ovu genaraciju stu-
denata s pouzdanoséu 95%.
(b) Kolika je pouzdanost da e interval povjerenja za ocekivani broj bodova biti [74,76]?
(c) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a s pouzdanoséu 95% ako
je ovo bio uzorak iz podataka za sve generacije studenata koje je nastavnik vodio.

RjeSenje: Pretpostavljamo da je X slucajna varijabla (statisticko obiljeZe) broj
bodova na ispitu iz VIS-a.
Prema prethodnoj napomeni odredit éemo interval povjerenja za o¢ekivanje ako
je veli¢ina uzorka velika n > 30 za konaénu populaciju N = 200 pri uzorku bez
vracanja.

Iz zadatka is¢itavamo podatke: 5 =10, N =200, n =50, x = 75.

(a) Za pouzdanost y = 0.95 koeficijent A = 1.96.

z

-n

_ 5
g1=xX—-A—" =75-24,
\Vn N-1
_ 5 N-n
Q=xXx+A—" =75+24
Vn N-1

Uz pouzdanost 95% broj bodova za kolegij VIS za studente ove generacije je
unutar intervala [75 — 2.4,75 + 2.4].
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13. INTERVAL POVJEREN]JA ZA OCEKIVANJE

(b) Ako je Sirina intervala 6 = 2 onda je

B N-n
5_2)\.%.,/1\]_1 -2

paje 2A - 1.23 = 2 Dobili smo vrijednost A = 0.81.

Veza Aiy danaizrazom A = z1+, . Kakoje kvantil z1+, = 0.81 iz tablice za normalnu
razdiobu oc¢itamo da je F(0.81)2: 0.791. ’

Pouzdanost y odredujemo iz izraza HTy =0.791

TraZena puzdanost je y = 0.582.

Uz pouzdanost 58.2% broj bodova za kolegij VIS u populaciji ove generacije
je unutar intervala [75 - 1,75 + 1].

(c) U ovom slucaju imamo veliku populaciju pa je interval povjerenja (G, G2)
za parametar oc¢ekivanja p s puzdanoséu y

— S — ol
Gil=X-A—— G =X+12,
! N N

gdje je X uzoracka aritmeti¢ka sredina, a A = z1., kvantil standardne normalne
2

distribucije F*(z1+y) = HTy
2
Za pouzdanost y = 0.95 koeficijent A = 1.96.

QI =X—-A—==75-277

) Sl =)

@ =X+A=75+277

5

Uz pouzdanost 95% broj bodova za kolegij VIS u cjelokupnoj populaciji je
unutar intervala [75 — 2.77,75 + 2.77].
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13.2. NORMALNA 0% POZNATO

13.2 INTERVALPOVJERENJA ZA OCEKIVANJE
NORMALNE distribucije
ako je varijanca poznata

MOTIV 13.2 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0) nepoznatog ocekivanja i poznate varijance o> = 0.64. Koliki minimalni uzo-
rak treba uzeti da bi greska procjene ocekivanja u bila najvise jednaka 0.5, uz pouzdanost
y =0.95?

TEOREM 13.2 Neka je (X1, X2, ..X,) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 02) s nepoznatim parametrom oekivanje y i poznatom varijancom o>.
Interval povjerenja (G1, G2) za parametar ocekivanja p s puzdanoséu y ¢ine procjenitelji

= o = o
Gl=X-A—, G =X+A—,
1 il Vi
gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, a A = z1+, kvantil standardne normalne distribucije
2

F (Zl+y) - 1+_V

Dokaz: tko Zeli znati vise

Nekaje X ~ N(u,0 a?), onda]eX N(‘u,1 a?), a Xt £~ N(@,1).
v

Na simetri¢cnom intervalu (=4, A) :
XU <)) =F () = F(=A) = 2F'(A) — 1
\/7

tj.
P(X — )\5_ <y<X+/\\/_)_2F*(/\)—1.
Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < u < Gz) = y, onda moZemo odrediti A tako

da vrijedi F*(A) = 1“’ §. A= zlﬁ je kvantil standardne normalne distribucije
F* (Z 1+) ) = ﬂ

Proc]emtel]l Gi=X-A \(/T_, G, =X+ A% ¢ine interval povjerenja

— o o
(X—/\%,X'F/\%)

za parametar ocekivanja y slu¢ajne varijable X ~ N(u, 0%) s pouzdano$éu y ako je
poznata varijanca o2.

Parametar ocekivanja u s pozdanoséu y poprimit ¢e vrijednosti u u intervalu
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13. INTERVAL POVJEREN]JA ZA OCEKIVANJE

(x = /\%, X + A-%), gdje je A = z1, kvantil standardne normalne distribucije
n \/ﬁ -

" 1
F(z1) = =5
2

NAPOMENA 13.3 Ouva procjena parametra olekivanja slucajne varijable X ~ N(u, 62)
poznate varijance, moZe se koristi u zadacima za odredivanje

(a) 6= 2/\% Sirine inervala

(b)n = 4Azg—§ minimalne veli¢ine uzorka

uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja (X — A, X + /\%), gdje je A = zi4y
2

kvantil standardne normalne distribucije F*(z1+,) = 1%

2

NAPOMENA 13.4 Kvantili za standardnu normalnu distribuciju

Fem) =5 :
2

090 | 095 | 099
> | 095 ] 0.975 | 0.995
ziy | 1.65 | 196 | 2.58

PRIMJER 13.2 Neka sluc¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u,0? = 0.64). Uzet je uzorak velicine n = 5 i dobivena je vrijednost uzoracke
aritmeticke sredine x = 10.2. Odredite interval povjerenja za oCekivanje slucajne varijable
s pouzdanoséu y = 0.95.

Rjesenje: P(X — )\% <u<X+ /\%) =y.

Za ocekivanje p interval povjerenja pouzdanosti y je (X - A7, X + A%), gdje je
A = z14y kvantil standardne normalne distribucije.

Iz tablice otitavamo za y =095, A =z =1.96.

Koristeéi date vrijednosti iz uzorka n = 5, x = 10.2 dobivamo interval povjerenja
za [l

08 102+1.96+28) = (9.49,10.90).
V5 V5

G- 7+ 1-2) = (102 - 1.96
n

Vi
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.3 motiv

Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u, 0%) nepoznatog ocekivanja i poznate varijance 6> = 0.64. Koliki minimalni uzo-
rak treba uzeti da bi greska procjene ocekivanja u bila najvise jednaka 0.5, uz pouzdanost
y = 0.95?
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13.2. NORMALNA 0% POZNATO

Rjesenje: n = 4028 = A2 gdje je A = z1 kvantil standardne normalne,
2

& greska?”’
1+
F(z1y) = 5+
2

Iz tablice o¢itavamo za y = 0.95, A = z1+, = 1.96.

2

n =196 +0.64 = 9.8345.

0.52
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13. INTERVAL POVJEREN]JA ZA OCEKIVANJE

13.3 INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE
NORMALNE distribucije

ako je varijanca nepoznata

MOTIV 13.3 U Cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece
vrijednosti:

64.9,64.1,63.8,64.0.

Odpredite interval povjerenja za ocekivanu vrijednost tordoce s pouzdanoséu 99%.

TEOREM 13.3 Neka je (X1, Xy, ..X,,) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) s nepoznatim parametrom ocekivanje 11 i nepoznatom varijancom o2
(i) Interval povjerenja (G, G2) za parametar oekivanja u s pouzdanoscu y

¢ine procjenitelji :

= S = S
Gl=X-A—1iG=X+1—,
1 Vi 2 Vi

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, 52 korigirana uzoracka varijanca,
al= Zm kvantil sudentove distribucije t(n — 1), F(zlﬂ ) = H—y
(ii) Interval pov]eren]a (G1, Gz) za parametar ocekivanja i s pouzdanoscu y

¢ine procjenitelji:

— —

_ Y — M
Gi=X-A , Gh=X+A ,
Vn -1 n-—1

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, X2 uzoracka varijanca, a A = z1.,
7

kvantil studentove distribucije t(n — 1).
Dokaz: tko Zeli znati vise

(i) Neka je X ~ N(u,0?), ondaje Y = \/ﬁ% ~tn—1).
Na simetricnom intervalu (=4, A) :
P(-A < V==t < 1) = F(1) - F(=A) = 2F() -
5.
P(X - /\\/_<y<X+A\/_):2F()\)—1.
Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < p < Gz) = ¥, onda moZemo odrediti A tako da

219 Radni materijal



13.3. NORMALNA 02> NEPOZNATO

1+)/

vrijedi F(A) = . A= zl+7 kvantil studentove distribucije t(n —1), F(zw) = H—V

Procjenitelji
Gl=X-1—=,G=X+1

¢ine interval povjerenja
= S = S
X—A—, X+A—

za parametar ocekivanja u slucajne varijable X ~ N(y, 0?) s puzdanoséu y ako je
nepoznata varijanca 0.
Parametar ocekivanja u s pozdanos¢u y poprimit ée vrijednosti u intervalu

— —

— s  _ S
(x - AW, X+ /\%),

gdje je A = z1, kvantil studentove distribucije
2
Feiy) = 3
2
Ako je tablica studentove distribucije Y ~ t(n — 1 ) dana u obliku
P(]Y] > €) = p, onda A trazimo tako da je P(] \/_ ”l <A =

(ii) Koristimo vezu = n”TlZZ.

NAPOMENA 13.5 Sirina intervala povjerenja za olekivanje slucajne varijable X ~
N(u, 02) nepoznate varijance je

—

s
0=21—
\n
uz zadanu pozdanost y, gdje je A = z1+, kvantil studentove distribucije t(n—1), F(z1+y) =
2 2

Ity
.

NAPOMENA 13.6 Kvantili za studentovu distribuciju zan = 5, t(4),

F(ZH;) = ﬂ

y | 095 [ 0.99

17 10975 | 0995

Ziy | 278 | 4.60
2

PRIMJER 13.4 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o*. Uzet je utorak veli¢ine n = 5 i dobivena je vrijednost
uzoracke aritmeticke sredine X = 10.2, i vrijednost korigirane uzoracke varijance’s® = 0.64.
Odredite interval povjerenja za ocCekivanje slucajne varijable s pouzdano$éu y = 0.95.
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13. INTERVAL POVJEREN]JA ZA OCEKIVANJE

Rjesenje: P(X — A== S <pu<X+A

Vi =

Za otekivanje u interval povjerenja pouzdanosti y je (X — A 3_,X +A \/_) gdje je
A = z1 kvantil studentove distribucije t(n — 1).

Za n=25, A = z1+y je kvantil studentove distribucije #(4).

12 tablice otitavamo za y =095 A =z =278.

Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka x - 10.2,is?> = 0.64 dobivamo interval pov-
jerenja za u :

— —

_ _ 0.8 0.8
(T A X+ A=) = (102 - 2.78 - \/5102 +278- %) (9.20,11.19).

Vi
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.5 motiv

U cetiri mjerenja Rockwellove turdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece vrijednosti:
64.9,64.1,63.8,64.0.
Odredite interval povjerenja za ocekivanu vrijednost tordoce s pouzdano$éu 99%.

RjeSenje: Za zadanu pouzdanost y = 0.99 interval povjerenja za ocekivanje
odrdujemo iz

P(X - /\3-<H<X+/\\/-)_ . .

Za otekivanje u interval povjerenja pouzdanosti y je (X — Ain,)_( + A%), gdje je
A = z14y kvantil studentove distribucije #(n — 1).

Zan= 4, A = z1+y je kvantil studentove distribucije ¢(3).

Iz tablice otitavamo za y =0.99, vrijednost A = z1,, = 5.84.

Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka x = 64.2, 1237 = 0.233 dobivamo interval
povjerenja za | :

— —

0.482 0.482
(T A=, T+ A—m) = (64.2—5.84-——= 64.2+5.84- 7)_(642 1.4,64.2+1.4).

i i

S pouzdanoséu 99% ocekivana vrijednost tvrdoc¢e po Rockwellu ¢e se biti u inter-
valu [62.8,65.6].
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13.4. VJEROJATNOST BINOMNE

13.4 INTERVAL POVJERENJA ZA VJEROJAT-
NOST BINOMNE DISTRIBUCIJE
n (1 — o00)

MOTIV 13.4 U anketi za izbore dobiveni su podatci za kandidata A:

u uzorku od n=2500 glasaca kandidat je dobio 1000 glasova.

Odredite interval povjerenja za postotak glasova koji ée dobiti kandidat A na izborima s
pouzdanoscu 0.95.

(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)

U Bernoullijevoj shemi s X; ~ B(1,p), i = 1, ..., n slu¢ajna varijabla
n

X = Z X; broj uspjeha u Bernoullijevoj shemi ima binomnu distribuciju X ~

i=1
B(n,p).
Relativna frekvencija uspjeha u Bernoullijevoj shemi je slu¢ajna varijabla £ koja
— 1
odgovara X = - Z X; uzorackoj aritmetickoj sredini slu¢ajnog uzorka (Xi, X, ..X;).
i=1
Prisjetimo se da je X = £ je procjenitelj za vierojatnost p u Binomnoj distibuciji.

TEOREM 13.4 Ako je broj ponavljanja u Bernoullijevoj shemi velik
(n — o0), onda interval povjerenja (G1, G2) za parametar p, vjerojatnost dogadaja A u
slucajnom pokusu s pouzdanoséu y Cine procjenitelji

_ 1 = _ 1 =
GI=X-"2A1—X1-X)i G =X+ 21—/ X1 - X),
1 NT ( ) i G2 N7 ( )

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina (X = X relativna frekvencija uspjeha u Bernoulli-
jevoj shemi), a

(a) A = z1+y kvantil standardne normalne distribucije F*(z1+y) = 1;7/,
2 2
(b)) A=—2

Dokaz: tko Zeli znati vise
Neka je (X1, X2, ..X,) slu¢ajni uzorak iz Bernoullijeve sheme, X; ~ B(1, p).
Prisjetimo se da vrijedi E(X;) = p, Var(X;) = p(1 — p) i za uzoracku aritmeticku

sredinu X = % Z X; vrijedi E(X) = P, Var(X) = %p(l -p).
i=1
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(a) Prema CGT za (n — o0) za uzoracku aritmeti¢ku sredinu

- 1y —
X = - X; X; vrijedi X ~ N(p, 1p(1 - p)).
1=
Za simetri¢ni interval (—A, A) moZemo priblizno odrediti

— X_p ~ * —
P(-A < MS/\)~2F(/\) 1.
Nejednakost —A < ii(_f — < A ekvivalentna je nejednakosti: (%)2 < A2
odnosno '

(n+ A%)p? - (2Xn + A?)p + nXZ <0
Trebamo rijesiti nejednakost po p.
PribliZna rjeSenja p1, p2 kvadratne jednadZbe (veliko n) su :

— 1 — — — 1 — —
~ X - A—1/X(1-X), ~ X+ A—+/X(1 - X).
p1 N7 ( ), P2 N7 ( )

Kakoje (n+ A%) > 0,p € (p1,p2)-
Zaklju¢ujemo da je

— 1 [ — _ 1 — — .
P(X—/\W\/X(l—X)SpSX+)\% X(1 - X)) ~ 2F(A) — 1.

Ako je zadana pouzdanost y tako daje P(G; < p < G2) = y onda moZemo odrediti
A tako da vrijedi F*(A) = HTy, tj. A = z1, kvantil standardne normalne distibucije
2

" 1
F(z1y) = =L
2

Progjenitelji G; = X - /\# \/X(l -X), G = X+ /\# X(1 - X) &ine interval
povjerenja (G1, G2) za paranetar vjerojatnost p uspjeha u Bernoullijevoj shemi.

(b) Prema Cebigevljevoj nejednakosti za slu¢ajnu varijablu X koja ima

E(X) =p, Var(X) = 1p(1 - p) u obliku

1) < -
Pp- A2 <X <p+ABP) > 1 L,

Nejednakost p — A @ <X<p+A @ ekvivalentna je nejednakosti (vidi

pod (a)): X — /\% JX1-X)<p<X+ A% VX1 -X).

Zaklju¢ujemo da je

— 1 = = — 1 = - 1

Ako je zadana pouzdanost y tako daje P(G; < p < G2) = y onda moZemo odrediti

A tako da vrijedi 1 - % =yt A= \/i_
-V
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Progjenitelji G; = X - )\— X1-X), Gy = X + /\7 X(1 - X) ¢ine interval

povjerenja (G, G2) za paranetar vijrojatnosti p uspjeha u Bernoullijevoj shemi.

NAPOMENA 13.7 MoZemo izvestiinterval povjerenja i koristeci teorem Moivre-Laplacea
(CGT) za relativnu frekvenciju u Bernullijevoj shemi

P(% —pl<e) ~ F(e o) — 1 n— oo,
tj.

X X .
P(—e<p<ste)=Fi(e p(pl)) 1.

Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < p < G2) =y, onda moZemo odrediti ¢ tako da vrijedi

F(e p(le)_ Ly t] £=121 1y \/p( ) odnosnos—zl+ 2\/_, uzp(l-p) <

Procjenitelji Gy = X —¢, Gy = £ — ¢ ¢ine interval pov]eren]a (G1,Gp) za paranetar

vjerojatnosti p usp]eha u Bernoullljew] shemi. varijable
X ~ B(n, p) s pouzdanoséu y ako je poznat parametar n broj ponavljanja pokusa.
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu y poprimit ée vrijednosti u u intervalu

1
%zx/ﬁ’

1
+ Z1+

“on

SRS

gdje je z1+y kvantil standardne normalne distribucije F*(z1+y) = HTV
2 2

PRIMJER 13.6 Odredite interval povjerenja za vjerojatnost p u Bernoullijevoj shemi s
pouzdanoscu y = 0.95 ako se pokus ponovi n=100, a broj uspjeha je 32.

RjeSenje: Za slucajnu varijablu X ~ B(n, p) vrijedi
- 1 = - - 1 = —
PX-A—=X1A-X)<p<X+A—=+X(1-X)) =
( VT VXA =-X)<p Nz 1-X) =y

gdje je A =z, kvantil standardne normalne distibucije F*(z1+,) = HT)/, X =
2 2

S

relativna frekvencija uspjeha.

Progjenitelji G; = X - /\— X1-X), Gy = X + /\# X(1 - X) ¢ine interval
povijerenja (G, Gz) za paranetar vjerojatnosti p.

Parametar vjerojatnost p s pouzdanos¢u y poprimit ¢e vrijednosti u intervalu
(E—/\% VX1 =7%),x+ AL \/x(l - X)) gdjeje A = zw kvantil standardne normalne
distibucije.

Iz uzorka je uzeta relativna fekvencija x = 3 = %, za pouzdanost y = 0.95 iz
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tablice o¢itamo A = z1., = 1.96 i odredimo interval
2

_ 1 =/—/——— _ 1 =
(x— /\% Vx(1—x), x+ /\% Vx(1 — X))

1 1
(0.32 = 1.96——+/0.32(1 - 0.32), 0.32 + 1.96—— /0.32(1 - 0.32))
V100 V100
(0.23,0.41).

Parametar vjerojatnosti p s pouzdanoséu y = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti u inter-
valu (0.23,0.41).

PRIMJER 13.7 Pravljena je anketa o dolasku na predavanja VIS. Na uzorku 163 stu-
denta njih 62 je odgovorilo da je dolazilo na predavanja. Odredite interval povjerenja za
vjerojatnost dolaska studenata prve godine na predavanja VIS s pouzdanoséu 0.95.
(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)

Rjesenje: Parametar vjerojatnosti p s pozdanoséu y poprimit ée vrijednosti u u

intervalu (x — A% Vx(1 —x), x+ A# Vx(1 - x)) gdjeje A =z1+, kvantil standardne
2
normalne distibucije.

Iz uzorka je uzeta relativna fekvencija x = § = % = 0.38, za pouzdanost

y = 0.95 iz tablice o¢itamo A = z1+, = 1.96 i odredimo interval
2
(x - /\L Vx(1-X), x+ /\L Vx(1 -X))
\n \n

1 1

= (0.38 — 1.96—— /0.38(1 — 0.38), 0.38 + 1.96—— +/0.38(1 — 0.38))
V163 V163

(0.30,0.45).

Parametar vjerojatnosti p s pouzdanoséu y = 0.95 poprimit ée vrijednosti u inter-
valu (0.30, 0.45).
Vjerojatnost dolaska na predavanja VIS s pouzdanoséu 0.95 je izmedu 0.30 i 0.45.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.8 motiv
U anketi za izbore dobiveni su podatci za kandidata A:
u uzorku od n=2500 glasaca kandidat je dobio 1000 glasova.
Odpredite interval povjerenja za postotak glasova koji ée dobiti kandidat A na izborima s
pouzdanoséu 0.95.
(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)
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RjSenje: Parametar vjerojatnost p s pozdanos¢u y poprimit ¢e vrijednosti u u

intervalu (x— /\# Vx(1—%), x+ A# Vx(1 —Xx)) gdjeje A =z1+, kvantil standardne
2
normalne distibucije.

x _ 1000
n = 2500

iz tablice o¢itamo A = z1, = 1.96 i odredimo interval
2

_ 1 ==/ _ I —
(x— AW Vx(l—-%x), x + AW Vx(1 —X))

1 1
(0.4 - 1.96 0.4(1 —0.4), 0.4 + 1.96 \0.4(1 = 0.4))
V2500 V2500

Iz uzorka imamo relativnu fekvenciju x = = 0.4, za pouzdanost y = 0.95

(0.38,0.42).

Parametar vjerojatnostip s pozdanoséuy = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti uintervalu
(0.38,0.42).

Postotak glasova koje ¢e na izborima dobiti kandidat A s pouzdanosé¢u 0.95 je
izmedu 38% i 42%.

PRIMJER 13.9 Ako Zelimo odrediti postotak p% glasova koje ¢e dobiti kandidat A na iz-
borima pravimo anketu. Koliki uzorak treba uzeti da bi se za p odredio interval pouzdanosti
0.95 sirine 0.04?

RjeSenje: Parametar vjerojatnost p s pozdanosc¢u y poprimit ¢e vrijednosti u u

intervalu (x— /\% Vx(1-%), x+ )\L\/_ Vx(1 —x)) gdjeje A = z1+, kvantil standardne
n =

normalne distibucije.

Sirina intervala 6 = 2/\# Vx(1 —X).
1y )

Kako je X(1 — X) < 1 moZemo ocijeniti veli¢inu uzorka n: n < 3
Za zadane 6 = 0.04, y = 0.95, dobivamo A = z1, =1.961
2

(z1n)? 2
n< —%* = —1'96 = 2401.
5? 0.042
Uzorak mora imati bar 2401 glasaca da bi s pouzdanoséu 0.95 interval povjerenja
za postotak bodova na izborima za kandidata A bio 8irok 0.04. (greSka unutar

4%).
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13.5 Ponovimo

INTERVAL POVJEREN]JA ZA parametar ¢

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xn)
parametar t

pouzdanost y

interval povjerenjazat | P(G1 <t < Gp) >y

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE kad je n — oo

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xy), n=30
parametar i
pouzdanost y
interval povjerenjazat | P(G1 < u<Gy) >y
G =X-1%
Gy =X+ /\%
A z 1 kvantil N(0,1)

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE NORMALNE distribucije

(varijanca poznata)

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ., Xn), iz N(u,0?)
parametar J
pouzdanost y
interval povjerenjazau | P(G1 S u<Gp) >y
G =X-A%
G, =X+ /\%
A z 1 kvantil N(0, 1)

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE NORMALNE distribucije

(varijanca nepoznata)
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slu¢ajni uzorak

(Xll XZ/ ooy Xl’l)/ iz N(l-l/ 02)

parametar 0

pouzdanost y

interval povjerenjaza u | P(Gi < u<Gp) >y
Gy = X- %
G2 =X+ )\%

A

Z1+y, kvantil t(n — 1)
2

INTERVAL POVJERENJA ZA VJEROJATNOST BINOMNE distribucije

(veliki n)
slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xy), iz B(n,p)
parametar p
pouzdanost y

interval povjerenja za u

P(G1§p£G2)2y

n n n
_ X 1 X X
GZ—E‘F/\W z(l—z)

z1+y, kvantil N(0, 1)
2
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Poglavlje 14

INTERVAL POVJERENJA ZA
VARIJANCU

14.1 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU
NORMALNU distribucije
poznatog ocekivanja

MOTIV 14.1 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u,0?) nepoznate varijance o> i poznatog ocekivanja u = 10. Uzet je uzorak
velicine n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval povjerenja

za varijancu o2 slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

TEOREM 14.1 Neka je (X1, Xo, ..X,,) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) s nepoznatim parametrom varijancom o2, i poznatog ocekivanja y. Interval

povjerenja (G1, G,) za parametar varijance 6> s pouzdanoséu y &ine procjenitelji:

1 v 1 ¢
=—) Xi-w?iG==—) (Xi-p?
Gy Az;u B i Go= 1 Zf( u)

gdje su Ay = z1y, Ay = 21y, kvantili hi-kvadrat distribucije x*(n),
2 2

1- 1
Fziy) = =%, Fziy) = -
2

2

Dokaz: tko Zeli znati vise
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14.1. u POZNATO

n
X. —
Neka je X ~ N(u,0%) ,ondaje Y = Z(ZTM)2 ~ X3 (n).
i=1

Na intervalu (A1, A3) :
n

1
P(hi < — ;(xi — ) < Ag) = F(Ay) — F(Ay), .

1y 1y
P(— ) (Xi—w? <o®<— ) (Xi—w?) = F(A2) - F(Ay).
<A2;<l W <o <A1;<l w?) = F(da) = F(11)
Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < 62 < Gp) = y = HTV — L7 onda mozemo

2

odrediti A1, A, tako da vrijedi F(41) = 1_7)/, F(Ap) = 1;7/ . A1 =z1y, A2 =214 su
2
kvantili hikvadrat distribucije 13 (n).

1y 1y
Progjenitelji G; = o Z(Xi —w?, Gy = T Z(X,- — w)? &ine interval povjerenja
i=1 i=1

1 n N zl n a )
<A—2;<Xz w2, Al_;l(xz w?)

za parametar o slucajne varijable X ~ N(u, 0%) s pouzdanogéu y.
Parametar varijanca 02 s pouzdano$éu y poprimit ée vrijednosti u intervalu

1 n - ) l n - )
(A—Z;m O ;m w2,

gdje su Ay = z1,, Ay = z1,, kvantili hikvadrat distribucije x(n).
2 2
Ako je tablica hikvadrat distribucije Y ~ x%(1), dana u obliku

1-y 1+y
P(Y > &) =p,onda P(Y > Aj) = — P(Y > Ay) = —

NAPOMENA 14.1 Ova procjena parametra varijance slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) poznatog oekivanja moZe koristiti za odredivanje $irine inervala

B S PR YE S §
6—;@1 G- 1)

uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja

LR S PRSI I o P
(G L= 7 D=

gdje su Ay = z1y, Ay = z14y kvantili hikvadrat distribucije x*>(n — 1).
2 2
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NAPOMENA 14.2 Kovantili za hikvadrat distribuciju zan = 5, x*(5),
1
F(ziy) = =L

y | 095 | 0.99 0.95 | 0.99
B 10975 | 0995 | | 5L | 0.025 | 0.01
Ziy | 1283 [ 1675 | |z | 083 | 055

2 2

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 14.1 motiv

Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u,0?) nepoznate varijance o> i poznatog oekivanja u = 10. Uzet je uzorak
veli¢ine n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval povjerenja
za varijancu o2 slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

RjeSenje: P( YiL, (x; — p)* < 0* < All Y (i — w?) =7y.
Zavarijancu 6, poznatog o¢ekivvanja interval povjerenja pouzdanosti y je (Al—2 (i
w)?, A% Y (xi — w)?), gdje su Ay = z1y, Ay = z14, kvantili hikvadrat distribucije

2 2
().
Zan=5,/\1 =Z1—_y,/\2 =Zl4y.

2 2
1z tablice o¢itavamo za y = 0.95, A1 = z1-, = 0.83, A = z1) = 12.83.
2 2

5
Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka Z(xi ~10? =32+22+12+12=15

i=1

dobivamo interval povjerenja za o :

Ly » 1y 2 1 1
% ;(xl AW ;(xz — 1) = (5555 15 ggz 19 = (1117, 18.07).
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14.2 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU
NORMALNE distribucije
nepoznatog ocekivanja

MOTIV 14.2 U cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece
vrijednosti:

64.9,64.1,63.8,64.0.

Odredite interval povjerenja za varijancu tordoce s pouzdano$éu 99%.

TEOREM 14.2 Neka je (X1, X2, ..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 0%) s nepoznatim parametrom varijancom o2, nepoznatog ocekivanja y. Interval
povjerenja (G1, Gz) za varijance o* s pouzdanoscu y ¢ine procjenitelji:

_m-Dm . . m-1m
G = P Sc i Gy = i Se,

gdje je 2 korigirana uzoracka varijanca, a Ay = z1, Ay = z1vy, kvantili hikvadrat
2 2

distribucije x*(n — 1),
1- 1
Flziy) = =, Fzry) = =L

Dokaz: tko Zeli znati Se

Neka je X ~ N(u,0?), ondaje Y = ”0—}1§2 ~ x*(n-1).
Na intervalu (A1, A2) : P(A1 < %51S% < Ap) = F(A2) — F(Aq) tj.

-1 -1
p" Ve 2 O=Day oy,
A2 A
Ako je zadana pozdanost v, P(G) < 02 < Gp) =y = 1?/ - 1%)/, i onda moZemo

1+y

odrediti A1, A, tako da vrijedi F(11) = 1_TV,F(/XZ) = 5§ A =219, A2 = 211
2 2

kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).

Procjenitelji G1 = %SZ, Gy = (nA—_]l)S2 ¢ine interval povjerenja

n-Dop -Dam
( N n 5%)

za parametar o slucajne varijable X ~ N(u, 0%) s pouzdanogéu y.
Parametar varijanca o> s pouzdano$éu y poprimit ée vrijednosti u u intervalu

Radni materijal 232



14. INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

((nA_2 Vg2, ("A—_ll)?), gdjesudy = z1,, Ay = z1,, kvantili hikvadrat distribucije x?(n—1).
2 2

Ako je tablica hikvadrat distribucije Y ~ x*(n — 1), dana u obliku
P(Y > €) = p,onda P(Y > Ay) = X, P(y > Ay) = 1L,

NAPOMENA 14.3 Ova procjena parametra varijance slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) nepoznatog olekivanja moZe koristiti za odredivanje

o= (n- 1).§~‘2(Ai1 - %2)

Sirine inervala uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja

m-1)gp -z
( " 5%, " 5%,

gdje su Ay = 21y, Ay = z1+y kvantili hikvadrat distribucije x*(n — 1).
2 2

NAPOMENA 14.4 Kovantili za hikvadrat distribuciju za n = 4, x*(4),

1
Fzin) = = :
2

0.95 | 0.9 0.95 | 0.99

B 10975 | 0995 | | 5L [ 0.025 | 0.01

Ziy | 1114 | 1486 | |zi, | 048 | 021
2 2

PRIMJER 14.2 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o* i nepoznatog ocekivanja u. Uzet je uzorak velicine
n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval povjerenja za
varijancu o slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

Rjesenje: P((n)\;zl)g2 << %’5\2) =7.

Za varijancu ¢? interval povjerenja pouzdanosti y je (%gz, @”5‘2)’ gdje su
A =215, Ay = z14, kvantili hikvadrat distribucije x*(n — 1).

Zan= 25, iz tablicze oCitavamo zay = 095, A} = z1-, = 048,

Ao =z = 1114 i
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_ 1 1
Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka: x = - Xj = 5(7 +8+10+9+9)=8.6
=1
5 1
Y -2 =3+22+12+12=15
i=1

5
2 = n_lz(x,—x)Z_ SL; (x; — 8.6)
= i((7 —8.6)>+(8—8.6)>+(10-8.6)>+(9-8.6)>+(9-8.6)%) =13

dobivamo interval povijerenja za o :

m-1)s n-1)> _ (5-1) 6-1) _
( P F) = (g 13 g 1Y) = (047,1089).

PRIMJER 14.3 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o>

i nepoznatog oéekivanja u. Uzet je uzorak velicine
n =5 i dobivena je vm]ednost korigirane uzoracke varijance’s® = 0.64. Odredite interval

povjerenja za varijancu o* slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

Rjesenje: P 1)52 <o? <= 1)SZ) y.

Za varijancu ¢? interval povjerenja pouzdanosti y je (%E\Z, %E\Z)

, gdje su
A1 =21y, Ay = z1,, kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).
Zan= 25, iz tablicze o¢itavamo zay = 095, Ay =z1-, =048,
Ao =z, = 1114 i
2

Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka's? = 0.64 dobivamo interval povjerenja za o2 :

(=D 1=V (G-1) ) G-1)

( Ao A 11.14 0.48

-0.64) = (0.229,5.33).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 14.4 motiv

U cetiri mjerenja Rockwellove turdoce jedne ploCe radnici du dobili sljedece vrijednosti:
64.9,64.1,63.8,64.0.
Odredite interval povjerenja za varijancu tordoce s pouzdano$éu 99%.
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RjeSenje:
Za varijancu ¢? interval povjerenja pouzdanosti y je (%’5‘2, ("A—_ll)gz), gdje su
A = z15, A2 = z14, kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).
Zan= 24:, iy= 0.929, iz tablice za )(2(3) ofitavamo za A = z¥ =0.07
Ay =z1y = 12.84.
KOI‘iStGZéi date vrijednosti iz uzorka s> = 0.233 dobivamo interval povjerenja za

021

-1 -1 3 &) ~
(5 o) = (g 0239 g7 - 0.233) = (0.054,9.98).

Interval povjerenja za varijancu uz pouzdanost 99% je [0.05,9.98].

NAPOMENA 14.5 Intervali povjerenja za varijancu i standardnu devijaciju ako je n
veliki.

215> 2 2ng> —
(a) zan > 30, P((\/2n_—3+/\)2 <0< (\/211_—3—A)2) =y,

A = z1+y kvantili standardne normalne distribucije;
2

(b)zan>100,PG -~ A= <0 <G+ A-L) =Y,

A = z1yy kvantili standardne normalne distribucije.
2

PRIMJER 14.5 Uzet je uzorak veli¢ine 100 za visinu 18-godisnjakinja i dobivene su
vrijednosti za uzoracku aritmeticku sredinu X = 165 cm i uzoracku varijancu o2 =
5.8% cm.
Pretpostavimo da visina djevojaka ima normalnu distribuciju.
(a) Odredite interval povjerenja za ocekivnje i (srednju visinu) s pouzdano$éu
y =0.95.
(b) Odredite interval povjerenja za standardnu devijaciju o s pouzdanoséu
y = 0.95.
(c) Koliki treba biti uzorak da s pouzdano$éu y = 0.95 standardna devijacija

ne odstupa od uzoracke standardne devijacije vise od 5%?

Rjesenje:
(a)zan > 30, P(X — A% <pu<X+ /\%) =y, A= Z1sy kvantili standardne

normalne distribucije

o o
X—-A—<u<x+A—
“ v EST \/ﬁ)

= (165-1.96

5.8
< 1 <165. + 1.96——) = (163.8,166.2).
0 " V100
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(b) zan > 100, P(o — /\\/U_<a<a+/\\/_)—y, = z1+, kvantili
2
standardne normalne distribucije

— —

PR A—
(o - \/2_n<y<a+ \/Z_n)

5.8
= (5.8-1.96

5.8
<pu<58+1.96——) = (4.9,6.6).
0 : V200

(c) P(c — /\—n <o<o+ A—) =y, A= Ziy kvantili standardne normalne
distribucije.

- 58 58y = i uvi 58 .59
Iz P(5.8 - 1.96 Vor, <0< 5.8 +1.96 \/ﬁ) = 0.951 uvjeta 1.96 o < 5.8-5%
zakljuc¢ujemo da je za n > 769.

090 | 095 | 099
0.95 | 0.975 | 0.995
1.65| 196 | 2.58

—|
n|3
=

N
—_
Nl\-t
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14.3 Ponovimo

INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU NORMALNE distribucije

(otekivanje poznato)

slu¢ajni uzorak

(X1, X2, ..., Xy), iz N(u, 02)

parametar

o2

pouzdanost

4

interval povjerenja za o

2

P(Gy < o? <Gy =y

G = /\lz ?:1(Xi - [4)2

Gi= £ YL (Xi - p)?

M

z1, kvantil x?(n)
2

A2

Z1+y, kvantil 2 (n)
2

INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU NORMALNE distribucije

(ocekivanje nepoznato)

slu¢ajni uzorak

(Xll XZ/ ey Xn)/ iz N(y/ 02)

2

parametar o
pouzdanost Y
interval povijerenja za 0> | P(G1 <02 < Gy) >y
G = "A—‘Zl - G2
Gy =t - 52
M zl%v, kvantil y%(n — 1)
Ao zl¥, kvantil y%(n — 1)

237
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Poglavlje 15

TESTIRANJE HIPOTEZA

Teorija testiranja statistickih hipoteza sastoji se u odredivanju kriterija na osnovu
kojeg pomocu eksperimentalnih vrijednosti slucajne varijable moZemo odluéiti
prihvaéamo li ili odbacujemo hipotezu. Parametarske hipoteze odnose se na
parametre poznate funkcije distribucije slu¢ajne varijable, a neparametarske se
odnose na nepoznatu razdiobu.

Definicija 15.1 (STATISTICKA HIPOTEZA)

Statisticka hipoteza je bilo koja pretpostavka o distribuciji neke slucajne varijable
(slucajnog vektora). Neparametarska hipoteza je pretpostavka o funkciji distribucije neke
slucajne varijable. Parametarska hipoteza je pretpostavka o parametrima poznate dis-
tribucije neke slucajne varijable. Statisticke hipoteze oznacavamo s Ho, Hy, .., Hy.

PRIMJER 15.1 Ho(A = Ag) je parametarska hipoteza za parametar A u Poissonovoj
distribuciji.

Definicija 15.2 (PROSTA HIPOTEZA)
Parametarska hipoteza je prosta hipoteza ako sadrZi samo jednu pretpostavku o
parametru (npr. Ho(u = po)). Parametarska hipoteza je sloZena ako se sastoji od konacno

ili beskonacno mnogo prostih hipoteza
(npr. Hi(u > po), Hi(u < po), Hi(u # po))-

Definicija 15.3 (STATISTICKI TEST)

Testiranje statistickih hipoteza mogucée je ako postaje barem dvije alternativne hipoteze:
Hy nul-hipoteza i njoj alternativna Hy hipoteza (u nekom smislu suprotna). Statistiku
T na uzorku (X1, X, ..., Xn) pomocu koje se donosi odluka o prihvaéanju nul-hipoteze
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ili prihvaéanju neke od alternativno postavljenih hipoteza ako je dobivena vrijednost
slucajnog uzorka (x1,x2,...,X,) zovemo statistickom testom. Test statistika ima svoju
poznatu distribuciju.

PRIMJER 15.2 Neka je nul-hipoteza Ho(p = po) za slucajne varijable koje imaju B(1, p)
binomnu distribuciju.

1 n
Test statistika T = - Z X; ima normalnu distribuciju T ~ N(p, 1p(1 —p)), zan — .
i=1

Definicija 15.4 (GRESKA PRVE VRSTE, NIVO ZNACAJNOSTI)

Testom je napravljena greska prve vrste ako se nije prihvatila ispravna nul-hipoteza.
Vjerojatnost da se napravi greska prve vrste naziva se nivo (razina) znacajnosti i oznacava
sa.

Definicija 15.5 GRESKA DRUGE VRSTE, JAKOST TESTA

Testom je napravljena greska druge vrste ako se prihvatila lazna nul-hipoteza.
Vijerojatnost da se napravi greska druge vrste oznacava s f.
Vjerojatnost da se ne napravi greska druge vrste zove se jakost testa oznacavasn, n = 1-p.
(Jakost testa je vjerojatnost da se odbaci laZna nul-hipoteza.)

Definicija 15.6 Kriticno podrucje

Vrijednost ty, statistike T na uzorku (X1, Xo, ..., Xy,) na osnovu koje odlucujemo prihva-
camo li ili odbacujemo nul-hipotezu Hy zove se kriticna tocka.

Skup vrijednosti statistike T za koje se prihvaca Hy zove se podrucje prihavéanja nul-
hipoteze, a skup vrijednosti statistike T za koje se ne prihvaca Hy zove se kriticno podrucje.
Jednostrano kriticno podrucje moZe biti odredeno s uvjetom T > ty, za ty, > 0 ili uvjetom
T <ty za ty, < 0.

Dwvostrano kriticno podrucje odredeno je s uvjetom T < tg,1 i T > tyyn 20 tiyy <t

NAPOMENA 15.1 Neka je zadan nivo znacajnosti o i test statistika T za parametarsku
hipotezu Ho(parametar = parametary).
(a) Za dvostrani test:

Hy (parametar = parametar)

Hj (parametar # parametar)

kriticne tocke ti1, tin, odredujemo iz uvjeta
P(T <tyn) = 5, P(T > ty2) = 5;
b =2g ity = 21-9
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su kvantili za F, funkciju distribucije test statistike T.
Ako je vrijednost test statistike t € (ty1, ti2) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace pri-
hvaéamo alternativnu hipotezu Hj.
(b) Za jednostrani test:
Ho(parametar = parametary)

Hi(parametar < parametar)

lijevu kriticnu tocku (ty, < 0) odredujemo iz uvjeta
P(T <ty)=a;
tyr = zq je kvantili za F, funkciju distribucije test statistike T.
Ako je vrijednost test statistike t € (ty, 00) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace prihvacamo
alternativnu hipotezu Hy.
(c) Za jednostrani test:
Ho(parametar = parametar)

Hi(parametar > parametary)

desnu kriticnu tocku (t, > 0) odredujemo iz uvjeta

P(T>ty) =a

tr = z1-q je kvantili za F funkciju distribucije test statistike T.

Ako je vrijednost test statistike t € (—oo, ty,) prihvaéamo nul-hipotezu Hy, inace pri-

hvaéamo alternativnu hipotezu Hj.

ikr ikr‘

Slika 15.1: Kriti¢no podrugje za jednostrani (lijevi i desni) test.
NAPOMENA 15.2 Vrijednosti a, B ovise o ty,. Zelimo da obe greske budu male a to je
kontradiktorno (ako o opada, ty, se mice u desno i f raste.)

U praksi se na pocetku izabere a = 0.05 ili @ = 0.01, zatim se odredi ty, i na kraju se
izracuna . Ako je  veliko onda ponavljamo test pomocu veéeg uzorka.
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tkr 1 ter

Slika 15.2: Kriti¢no podrugje za dvostrani test.

NAPOMENA 15.3 Svi teoremi o testiranju hipoteza o parametrima (ocekivanje, vjero-
jatnost i varijanca) su dani bez dokaza. Dokazi se temelje na rezultatima dobivenim u
poglavlju Intervali povjerenja i u uvodu objasnjenog postupka.
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

15.1 TEST HIPOTEZE ZA VJEROJATNOST BI-
NOMNE DISTRIBUCIJE

n — oo

MOTIV 15.1 Proizvodac lijeka tvdri da je lijek za alergiju djelotvoran 90% u vremen-
skom razdoblju od 8 sati tako da se ukloni alergijska reakcija koZe. Lijecnik je vrsio
istraZivanje. Na uzorku od 200 pacijenata s alergijskim problemima lijek je bio ucinkovit
kod njih 160. Koji je zakljucak lije¢nik dobio- treba li vjerovati deklaraciji proizvodaca?
Pretpostavimo da je odluku donio uz razinu znacajnosti 1% tj. vjerojatnost da je odbacio
istinitu tordnju je 1%.

TEOREM 15.1 Ako je broj ponavljanja u Bernoullijevoj shemi veliki onda za param-
etarsku hipotezu Ho(p = po) test statistika

T= Y P
vpo(1 = po)
ima standardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).
Neka je zadan nivo (razina) znacajnosti a.
(a) Za dvostrani test:
nul-hipoteza Ho(p = po) i alternativna Hy(p # po)
kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

04 a
P(T < tkrl) = E/ P(T > ter) = E/’

ot =29, b = 21-g SU kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(0, 1).
Ako je vrijednost test statistike
t = Vn—L— € (1, tr2) prihvaéamo nulhipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu

Vpo(1-po)

Hl.

(b) Za jednostrani test:

nul-hipoteza Ho(p = po) i alternativna Hi(p < po)

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T < ty,) = a;

ter = zq je kvantili za F¥, funkciju distribucije T ~ N(0, 1).

Ako je vrijednost test statistike

t=+n i B (tkr1, 00) prihvacéamo nul-hipotezu Hy, ina¢ prihvaéamo alternativnu

Vpo(1-po)
H;.

(c) Za jednostrani test:
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nul-hipoteza Ho(p = po) i alternativna Hy(p > po)

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T > ty,) = «;

ter = 21-q je kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(O, 1).

Ako je vrijednost test statistike

t=+n X ¢ (=09, tyy) prihvaéamo nul-hipotezu Hy, inac prihvaéamo alternativnu

Vpo(1-po)
H;.

PRIMJER 15.3 Napravljen je slucajni pokus bacanje novcica. Pokus je ponovljen
n=4040 puta i dobiveno je 2048 grbova. Znamo da je uspjeh u pokusu binomna slucajna
varijabla s parametrom p vjerojatnost da padne grb. Testiramo nulhipotezu Hy(p = 0.5)
tj. testiramo hipotezu da je novcic ispravan. Alternativna hipozeza je Hi(p # 0.5). Neka
je nivo znacajnosti a = 0.05.

RjeSenje: Postavljamo hipoteze:

nul-hipoteza Hy(p = 0.5)

alternativna hipoteze Hi(p # 0.5) Hi(p <0.5)i Hi(p > 0.5).

Za zadani a = 0.05 provjeravamo dvostrani test.

t1 = 20.025, 2 = Z0.975 su kvantili standardne normalne distribucije F*.

—tk1 = Z1-0.025 = 20975 = 1.96, = ti,1 = —1.96, ti0 = 20975 = 1.96.

Podrugje prihvaéanja za nul-hipotezu Hy(p = 0.5) za nivo znacajnosti
a = 0.05je (t, tz) = (=1.96,1.96).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy), je

— 2048
_ 208 _ 5
= Vi——P% _ \apa0. —20 "2 _ ).88104.

po(1 = po) \J05-(1-05)

Kako je t € (t1, tk2) unutar podrucja prihvatljivosti nul-hipoteze, prihva¢amo
nul-hipotezu Hy(p = 0.5), nov¢ié je ispravan.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.4 motiv

Proizvodac lijeka todri da je lijek za alergiju djelotvoran 90% u vremenskom razdoblju
od 8 sati tako da se ukloni alergijska reakcija koZe. Lijecnik je vrsio istraZivanje. Na
uzorku od 200 pacijenata s alergijskim problemima lijek je bio u¢inkovit kod njih 160. Koji
je zakljucak lijecnik dobio- treba li vjerovati deklaraciji proizvodaca? Pretpostavimo da je
odluku donio uz razinu znacajnosti 1% tj. vjerojatnost da je odbacio istinitu tordnju je
1%.
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RjeSenje: Postavljamo hipoteze:
Ho(p = 0.9), deklaracija o lijeku je isprvna
Hi(p < 0.9) deklaracija je laZzna.

U zadatku je zadano a = 0.01, pp = 0.9, x = %, n = 200.

X—po

Test statistika je T = Vn
po(1 = po)

i ima standardnu normalnu distribuciju

T ~N(0,1), n —> co.
Za jednostrani test, kriticnu toc¢ku #, odredujemo iz uvjeta P(T < ti,) = a. Tako je
tir = zo kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(0, 1).
Kriti¢na tocka je ty, = z4 = —z1-o = —2.33.
Podrucje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(p = 0.9) za nivo znacajnosti
a = 0.01 je (tx,, ) = (—2.33, 00).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),
b= Vi = \/ﬁ-ﬂ:—uz.
Kako t ¢ (tx,, o0) nije unutar podrucja prihvatljivosti nul-hipoteze, prihvacamo
alternativnu Hi(p < 0.9) tj. deklaracija nije vjerodostojna uz razinu znacajnosti
1%.
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15.2 TESTIRANJEHIPOTEZE ZA OCEKIVANJE
NORMALNE DISTRIBUCIJE

kad je varijanca poznata

(izan>30)

MOTIV 15.2 Prekidna ¢vrstoéa kablova proizvedenih u jednoj tvornici ima uzoracku ar-
itmeticku sredinu 815 kg i standardnu devijaciju 45 kg. Novom tehnologijom u proizvod-
nom procesu tordi se da je prekidna cvrstoéa poveéana. Da testira tu tvrdnju kontrolor
je testirao 50 kablova i dobio uzoracku aritmeticku sredinu 840 kg. Hoce li kontorlor
prihvatiti tordnju proizvodaca uz razinu znacajnosti 1%.

U 13. i 14. poglavlju (Intervali povjerenja) uocili smo da pomocu statistika
T(X1, ..., X;) donosimo zakljucke o parametrima teorijske distribucije (o¢ekivanje u
i varijanca 02). U slu¢aju velikog uzorka sve statsitike imaju normalnu distribuciju
N(u, %) bez obzira o teorijsku distribuciju populacije. Zato, za velike uzorke,

2

ako nije poznata varijanca, moZemo korigiranu uzoracku varijancu s* i uzoracku

-2 2

varijancu o~ uzeti za procjenu o-.

TEOREM 15.2 Neka je (X1, Xo,..X,) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima
poznatu distribuciju (normalna) s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom var-
ijancom o2 (ili poznatom korigiranom uzorackom varijancoms?). Ako je veliki uzorak
(n — o0) za parametarsku hipotezu Ho(u = o) test statistika T = \/ﬁ% ima stan-
dardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).

Neka je zadan nivo (razina) znacajnosti av.

(a) Za dvostrani test:

nul-hipoteza Ho(u = po) i alternativna Hy (i # po),

kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

o o
P(T < tyn) = 5 P(T > ty0) = >

b = 2g, b = 21-¢ SU kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(0, 1).
Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),

t=+n x_U” L € (tgn, tia) prihvacamo nulhipotezu Hy, inace prihvaéamo alternationu H.

(b) Za jednostarni test:
nul-hipoteza Ho(u = o) i alternativna Hy(u < po),
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kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T < ty,) = a;

tir = zq je kvantil za F*, funkciju distribucije test statistike T ~ N(0, 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),

t=+n x_U” L € (tyy, 00) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace prihvacamo alternationu Hy.
(c) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Ho(u = o) i alternativna Hy(u > o),

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T > ty,) = a;

tr = z1-q je kvantil za F¥, funkciju distribucije test statistike T ~ N(0, 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xu),

t= \/ﬁ;% € (=00, t,) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace prihvacamo alternativnu H;.
PRIMJER 15.5 Slucajna varijabla X ~ N(u, 0% = 4). U uzorku veli¢ine n=25 vrijednost
uzoracke aritmeticke sredine je X = 14.7. Za nivo znacajnosti a = 0.01 testirati

(a) nul-hipotezu Ho(p = 16) i alternativnu hipotezu Hy(u # 16),

(b) nul-hipotezu Ho(u = 16) i alternativnu hipotezu Hy(u < 16).

RjeSenje :

Zadan je uzorak iz normalne distribucije pa za parametarsku hipotezu Ho(u = po)
test statistika T = Vn % ima standardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).
Nivo znacajnostije « = 0.01,in = 25.

(a)Testiramo:

nul-hipotezu Hy(u = 16) i alternativnu hipotezu H; (1 # 16),

Kriti¢ne tocke su kvantili za F* :

tn =23 = 20005, —tkr1 = 20995, —t1 = 2.58, t1 = —2.58.

to = Z1-¢ = 20995, tio = 2.58.

Podrucje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 16) za nivo znacajnosti a = 0.01 je
(tkr1, ter2) = (—2.58,2.58).

Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., X»),

t= \/ﬁ% = \/ﬁ% = —3.25 ¢ (tk1, trr2) pa odbacujemo nul-hipotezu Hy(u =
16) i prihva¢amo alternativnu hipotezu Hi(u # 16).

(b) Testiramo:

nul-hipotezu Ho(u = 16) i alternativnu hipotezu Hy(u < 16).

Kriti¢na tocka je kvantili za F* : ty, =z, = zo01, tr = —2.33.

Podrugje prihvaéanja za nul-hipotezu Hyo(u = po) za nivo znacajnosti a = 0.01 je
(tkr, 00) = (—2.33, 00).
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Vrijedng)st test statistike T(Xq, Xo, ..., X3),
t = \/ﬁ% = V25- @ = -3.,25 ¢ (-2.33, ), pa odbacujemo nul-hipotezu i
prihva¢amo alternativnu hipotezu H; (1 < 16).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.6 motiv

Prekidna ¢vrstoca kablova proizvedenih u jednoj tvornici ima uzoracku aritmeticku
sredinu 815 kg i standardnu devijaciju 45 kg. Novom tehnologijom u proizvodnom procesu
turdi se da je prekidna Cvrstoéa povecana. Da testira tu tvrdnju kontrolor je testirao 50
kablova i dobio uzoracku aritmeticku sredinu 840 kg. Hoce li kontorlor prihvatiti tordnju
proizvodaca uz razinu znacajnosti 1%.

RjeSenje:
Uzorak je veliki n > 30, pa za parametarsku hipotezu Ho(u = uo) test statistika
T = \/ﬁ% ima standardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).
Testiramo:
nul-hipoteza Ho(u = 815) i alternativna Hy (¢ > 815)
pomocu jednostranog testa.
U zadatku su poznati podatci n = 50, = 45, X = 840, a = 0.01.
Za veliki uzorak standardnu devijaciju o procijenit ¢emo sa uzorackom devijaci-
jom 0. Za jednostrani test, kriticnu tocku f;, odredujemo iz uvjeta P(T > ty,) = ;
ter = z1-o = 2.33 je kvantil standardne normalne distribucije.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 815) za nivo znacajnosti 0.01 je
(=00,2.33).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),
t = \/ﬁy% = @% = 3.93 ¢ (—0,2.33) pa odbacujemo nul-hipotezu i
prihvacamo alternativnu hipotezu Hi(u > 815. Kontrolor ée prihvatiti tvrdnju
proizvodaca o poboljSanju prekidne ¢vrstoce.
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15.3 TESTIRANJEHIPOTEZA ZA OCEKIVANJE
NORMALNE DISTRIBUCIJE

kad je varijanca nepoznata

MOTIV 15.3 Da testira prekidnu cvrstoéu uZadi kontrolor je testirao 6 uZadi i dobio
uzoracku aritmeticku sredinu 3515 kg i korigiranu uzoracku varijancu 66 kg. Proizvodac
tordida je 3630 kg. Hoce li kontorlor prihvatiti tordnju proizvodaca uz razinu znacajnosti
1%.

MOTIV 15.4 I[zvrSena su mjerenja tlacne cvrstoce [C%] uzorka betona visoke kvalitete
(A) i obicnog betona (B). Dobiveni su sljedece vrijednosti

A | 357 356 413

B | 346 358 302
Pretpostavimo da su tlacne ¢vrstoce normalno distribuirane i da imaju jednake var-

ijance. Testirajte hipotezu da je oba tipa betona imaju jednaka ocekivanja uy = up uz
alternativnu hipotezu da je 11 > Uz, uz razinu znacajnosti 5%.

TEOREM 15.3 Neka je (X1, X>,..X,) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima
normalnu distribuciju s nepoznatim parametrom ocekivanje u i nepoznatom varijancom
02. Za parametarsku hipotezu Ho(u = po) test statistika

X — X —
T= Vet = o128
S Y

ima Studentovu distribuciju T ~ t(n — 1).

Neka je zadan nivo (razina) znacajnosti a.

(a) Za dvostrani test:

nul-hipoteza Ho(u = o) i alternativna Hy(u # o),
kriticne tocke ti,1, tiyn, odredujemo iz uvjeta

04 04
P(T < tkrl) = E/ P(T > ter) = 5;

tn =2y, bjp = 21-g SU kvantili za F, funkciju distribucije T ~ t(n —1).
Ako je v_rijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),

t=+n x_?“” € (tkr1, tkrp) prihvacamo nulhipotezu Hy, inace prihvacamo alternationu H;.
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(b) Za jednostarni test:

nul-hipoteza: Ho(u = o) i alternativna Hi(u < po), kriticnu tocku ty, odredujemo iz
uvjeta P(T < ty,) = a.

tr = zq je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xu),

t=4n %_Sfo € (txy, ) prihvaéamo Hy, inace prihvacamo alternativnu H;.

(c) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Ho(u = o) i alternationa Hy(u > o) kriticnu tocku ty, odredujemo iz
uvjeta P(T > ty,) = a;

tr = z1-a, je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).

Ako je v_rz'jednost test statistike T(X1, Xz, ..., Xy),

t=+n x_;o € (=09, tyy) prihvacamo nulhipotezu Hy, inace prihvacéamo alternationu H;.

NAPOMENA 15.4 Kvantili za Studentovu distribuciju zan =5, t(4),
F(zy) =a:

a | 005 | 001
a | 005 | 0.01

¢ | 0.025 | 0.005
Za | =213 | =153

za | -2.78 | —4.60
Zia | 213 | 153 2

ziig | 278 | 4.60

PRIMJER 15.7 Neka sluc¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o>. Uzet je utorak velicinen = 5 i dobivena je vrijednost
uzoracke aritmeticke sredinex = 10.2,ivrijednost korigirane uzoracke varijances® = 0.64.
Za nivo znacajnosti a = 0.05 testirati

(a) nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternativnu hipotezu Hy(u # 10),

(b) nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternationu hipotezu Hy(u < 10).

RjeSenje:
Za parametarsku hipotezu Ho(u = o) test statistika

X — X -
T= et _ 2o
S 5

ima Studentovu distribuciju T ~ t(n — 1).
Zanivo znacajnosti « = 0.051in = 5 (a) testiramo:
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nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternativnu hipotezu Hy(u # 10).
Zaa =005 n-1=4,
kriticne tocke su kvantili Studentove distribucije (5 — 1) :

tn = z¢ = 20025, —te1 = 20975, —tkn =2.78, tn = =278,

tiro = 21-9 = 20995, b2 =2.78.

Podrugje prihvacanja za nulhipotezu Ho(u = o) za nivo znacajnosti @ = 0.05 je
(tkr1, tiaz) = (=2.78,2.78).

Vrijedn9st test statistike T(X1, X, ..., Xy),

t= Vn=E = V5. 10240 = 055902 € (t1, tir2) je upala u podrugje prihvacanja,
pa prihva¢amo nulhipotezu Ho(u = 10).

(b) Testiramo:
nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternativnu hipotezu Hy(u < 10).
Za a = 0.05 kriti¢na tocka je kvantil Studentove distribucije #(5 — 1) :

tir = Za = 2005, —tr = 2095, —tr =213, t, =—2.13.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hyo(u = 10) za nivo znacajnosti a = 0.05 je
(tkr/ OO) = (_213/ OO)

Vrijedno_st test statistike T(X1, X, ..., Xy),

t = vn x_,sflo = V5. 10210 = 0559 € (-2.13,00) pa prihvacamo nul-hipotezu
Ho(u = 10).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.8 motiv

Da testira prekidnu cvrstoéu uZadi kontrolor je testirao 6 uzadi i dobio uzoracku
aritmeticku sredinu 3515 kg i uzoracku standardnu devijaciju 66 kg. Proizvodac tvrdi da
je 3630 kg. Hoce li kontorlor prihvatiti tordnju proizvodaca uz razinu znacajnosti 1%.

Rjesenje:
Testira se:
nul-hipoteza Ho(u = 3630) i alternativna H(u < 3630)
pomocu jednostranog testa.
Test statistika T = \/ﬁ% = Vn-1 % ima studentovu distribuciju T ~
t(n—1).
Za jednostrani test kriti¢nu toc¢ku t, odredujemo iz uvjeta P(T < ti,) = a.
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tkr = za, je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).
Zaa=0.01lin=6,ty =zq4 = 2001, —tkr = 2099, —tkr = 3.37, tg, = =3.37.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 3630) za nivo znacajnosti a = 0.01
je (=3.37, ).

Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),

t = \/mfg“) = 5. w = —-3.89 ¢ (-3.37,) pa ne prihvaéamo nul-
hipotezu Ho(u = 3630), nego alternativnu Hj(u < 3630). Kontrolor ¢e odbaciti

tvrdnju proizvodaca s razinom znacajnosti 1%.

NAPOMENA 15.5 Nekasu (X1, X, ...Xn)1(Y1,Y2, ..., Yy) zadana dva slucajna uzorka
iz normalne distribucije nepoznatih ofekivanja u i iy ali jedankih varijanci o7 = 03. Ako
testiramo Ho(u1 = p2)

uz alternativne hipoteze Hy(u1 > p2) ili Hi(u1 < mup) ili Hy(uq # p2)

definiramo u = py — yp i testiramo Hy : u =0

uz alternatione hipoteze Hy(u > 0) ili Hy(u < 0) ili Hi(u # 0).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.9 motiv
IzvrSena su mjerenja tlacne Corstoce [C%] uzorka betona visoke kvalitete (A) i obicnog

betona (B). Dobiveni su sljedece vrijednosti

A | 357 359 413

B | 346 358 302

Pretpostavimo da su tlacne cvrstoce normalno distribuirane i da imaju jednake var-
ijance. Testirajte hipotezu da je oba tipa betona imaju jednaka ocekivanja pq = up uz
alternativnu hipotezu da je 11 > o, uz razinu znacajnosti 5%.

RjeSenje:
Definiramo novu varijablu razlike ¢vrsto¢a D i uzorak razlike ¢vrstoca

(AB[11 1 11

Uzorataka aritmeti¢ka sredina za D je d = 41, a korigiranqauzoratka varijanca
52 = 3700
Za ovaj uzorak testiramo nul-hipotezu Ho(u = 0)

uz alternativnu hipotezu H; (u > 0). Koristimo test statistiku T = y/n % kojaima
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studentovu distribuciju T ~ t(n — 1).
Za jednostrani test, kriticnu to¢ku t;, odredujemo iz uvjeta P(T > t,) = a.
tir = z1-a, je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).
U zadatku je zadana razina znacajnosti @« = 0.05in = 3 pa iz tablice ¢(2) o¢itavamo
tr = 21-o = 2.92.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(u = 0) za nivo znacajnosti a = 0.05
je (=00,2.92).
Ako je vrijednost test statistike t = n% € (txr, o0) prihvacamo nul-hipotezu,
inace prihva¢amo alternativnu.
t = 3% = 1.167 € (-0,2.92), pa prihvacamo nul-hiptezu Hy : u = 0, .
nul-hipotezu Ho(u1 = p2).

S razinom znacajnosti 5% prihva¢amo hipotezu da oba betona imaju jednaka
ocekivanja ¢vrstoce.
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15.4 TESTIRAN]JE HIPOTEZA za varijancu nor-

malne razdiobe

MOTIV 15.5 Ocekivana masa palete opeka je 1166.4 kg. Standardna devijacija mase
palete opeka je 5.5 kg. Kontrolor je testirao uzorak od 20 paleta i dobio uzoracku standardnu
devijaciju 6.5 kg. MoZe li kontrolor zakljuciti da je standardna devijacija u porastu uz
nivo znacajnosti 5%?

TEOREM 15.4 Neka je (X1, X2, ..X,,) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima nor-
malnu distribuciju s nepoznatim parametrom varijancom 2. Za parametarsku hipotezu

Ho(o? = ag) test statistika

n-1 n =
5=
0 %

T =

(0)

ima hikvadrat distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode T ~ x*(n — 1).
Neka je zadan za nivo (razina) znacajnosti a.

(a) Za dvostarni test:

nul-hipoteza Hy(0? = aé) i alternativna Hy(0? # a%),

kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

a a
P(T < tkrl) = E/ P(T > ter) = E

tn = zg, o = 21-4 SU kvantili za funkciju distribucije x*>(n — 1).
Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xn),

t= OS5 € (tin, o)

prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu Hy.
(b) Za jednostrani test:

nul-hipoteza Hy(0? = aé) i alternativna Hy(0? < G%),

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T < ty,) = av.

tiy = za je kvantil za funkciju distribucije x*(n — 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),

t= %’57 € (tyy, ©0)

prihvacéamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu Hy.
(c) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Ho(0 = o3) i alternativna Hy(o* > o3),

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T > ty,) = a.

tiy = Z1-q, je kvantil za funkciju distribucije x*(n — 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),
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t= 03 € (—oo, tyy)

o % . o ,
prihvacéamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu H;.

tkr ! kr

Slika 15.3: Kriti¢no podrugje za jednostrani (lijevi i desni) test.

R

IR

tkr 1 tkr 2

Slika 15.4: Kriti¢cno podrugje za dvostrani test.

NAPOMENA 15.6 Kovantili za hikvadrat distribuciju zan = 4, x*(4),

F(zp)=a:

a 0.05 | 0.01
a | 005 | 0.01

g 10.025 | 0.005
zo | 0.71 | 0.29

za | 048 | 0.21
Z1—q | 948 | 11.27 2

z1-¢ | 11.14 | 14.86

PRIMJER 15.10 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u,0%). U uzorku velicine n = 5 vrijednost korigirane uzoracke varijance je
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s? = 0.64 Za nivo znacajnosti a = 0.05 testirati
(a) nul-hipotezu Ho(o? = 0.82) i alternativnu hipotezu Hy(c* # 0.8),

(b) nul-hipotezu Ho(o? = 0.8?) i alternativnu hipotezu Hy(0* < 0.8).

RjeSenje:
Za parametarsku hipotezu Hy(c? = ag) test statistika

22

n-1 n
T: 2’5-2:—2‘
% 9%

ima hikvadrat distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode T ~ x*(n — 1).

(a) Testitamo:
nul-hipotezu Hy(0? = 0.8?) i alternativnu hipotezu H; (0% # 0.82),

Za a = 0.05, n = 5 kriti¢ne tocke su kvantili distribucije x4)
t = 2g = z0.025, tr1 = 048,

tko = 21-¢ = 20995, tr2 = 11.14.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(o? = 0.8?) za nivo znadajnosti
a = 0.05je (tx1, trrz) = (0.48,11.14).

Vrijednost test statistike T(X1, X», ..., Xy),

t= ("0_21)? = 0.4@0.64 =4 € (0.48,11.14) pa prihvac¢amo nul-hipotezu Hj.
(b) Testiramo:

nul-hipotezu Hy(o? = 0.8?) i alternativnu hipotezu H(0? < 0.8?).
Za a = 0.05, n = 5, kriti¢na tocka je kvantil distribucije x>@4) :
tr = 2o = 2005, tr = 0.71.
Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(0? = 0.64) za nivo znacajnosti @ = 0.05
je (txr, 00) = (0.71, 00).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),

t= %@2 = 0.4@0.64 =4 € (0.71, o) pa prihva¢amo nul-hipotezu Hy(o? = 0.64).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.11 motiv
Oc¢ekivana masa palete opeka je 1166.4 kg. Standardna devijacija mase palete opeka je
5.5 kg. Kontrolor je testirao uzorak od 20 paleta i dobio uzoracku standardnu devijaciju 6.5

kg. Moze li kontrolor zakljuciti da je standardna devijacija u porastu uz nivo znacajnosti
1%?
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RjeSenje :
U zadatku su zadani n = 20, 0 = 6.5, i nivo znacajnosti a = 0.01.
Ako se testira:
nul-hipoteza Hy(o = 5.5) i alternativna H(c > 5.5),
pomocu jednostranog testa, izabiremo test statistiku

T=1%

%

koja ima hikvadrat distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode T ~ x2(19).
Kriti¢nu to¢ku ti, odredujemo iz uvjeta P(T > t;,) = a.
tkr = z1-a, je kvantil za funkciju distribucije xX2(n—-1).
Za nivo znacajnosti a = 0.01 o¢itamo iz tablice x*(19) vrijednost t, = zp99 = 36.19.
Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(o = 5.5) je (=0, 36.19).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., X;),

t = Uﬂ%’c}z = % 6.5 = 3435 € (-09,36.19), pa prihvacamo o nul-hipotezu
Ho(o = 5.5).

Kontrolor ée zaklju¢iti da se standardna devijacija nije poveéala uz nivo znacajnosti
1%.

257 Radni materijal



15.5. Ponovimo

15.5 Ponovimo

TEST HIPOTEZA za parametar ¢

slucajni uzorak

(Xlr XZ/ ceey XTZ)

parametar t
nivo (razina) znacajnosti | @ = 0.01ili 0.05
nul-hipoteza Hy(t = to)

alternativna hipoteze

Ho(t # to), Ho(t < to) ,Ho(t > to)

test statistika

Tuz Ho

dvostrani test za ¢

D(T <ty) + D(T > tpp) =

trn = 2e to = 214

prihvat za Hy t € (t1, )
jednostrani test za ¢ P(T<ty)=a
by = Za
prihvat za Hy t € (tgy, 00)
jednostrani test za ¢ P(T>t,) =«
tr = Z1-a
prihvat za Hy t € (—o0,ty)

TEST HIPOTEZA za p (n > 30)

sluajni uzorak

(X1, X2, ..., X)) n > 30 B(n, p)

parametar p,

nivo (razina) znacajnosti

a =0.01ili 0.05

TEST HIPOTEZA za u (n > 30)

nul-hipoteza Ho(p = po)

alternativna hipoteze Ho(p # po), Ho(p < po) ,Ho(p > po)
L X—po

test statistik T = —— ~ N(0,1

est statistika \Vn i 0,1)

slu¢ajni uzorak

(X1, X2, .., Xp) n > 30 iliN(u, 0?)

parametar (i, o2 poznat
nivo (razina) znacajnosti | a« = 0.01ili 0.05
nul-hipoteza Ho(u = o)

alternativna hipoteze

Ho(p # o), Ho(p < o) Ho( > pho)

test statistika
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TEST HIPOTEZA za u (normalne distribucije)

slucajni uzorak

(X1, X2, ..., Xu) 1 < 30 li N(u, 02)

parametar (i,

a2 nepoznat

nivo (razina) znacajnosti

a =0.01ili 0.05

nul-hipoteza

Ho(u = po)

alternativna hipoteze

Ho(u # po), Ho(p < pro) Ho(p > po)

test statistika

T= «/ﬁx‘g“o ~tHn—1)

TEST HIPOTEZA za o>

slu¢ajni uzorak

(X1, X2, ..., Xp) 1 < 30 ili N(u, 02)

2
parametar o<,

nivo (razina) znacajnosti

a =0.01ili 0.05

nul-hipoteza

2_ 2
Ho(o” = ay)

alternativna hipoteze

Hy(0? # 03), Ho(0 < -0) ,Ho(o? > 07)

test statistika

T=Vn-11582~ x*(n-1)

0Q
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