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Poglavlje 1

ELEMENTI KOMBINATORIKE

KOMBINATORIKA je grana grana matematike koja se bavi osnovnim svojstvima
konac¢nih skupova i metodama prebrojavanja. Poznati kombinatorni problemi
su: problem izbora upravnog odbora, problem mostova u Konigsbergu, problem
magi¢nih kvadrata, problem 4 boje. Zadatak ovog poglavlja je da se upozanju
metode prebrojavanja koje ¢e se iskoristiti za ra¢unanje vjerojatnosti slucajnih
dogadaja.

1.1 UVOD

MOTIV 1.1 Izracunajte koeficijent uz x® u razvoju (1 + x°)!4,

Definicija 1.1 (FAKTORIJEL)
Za prirodan broj n € IN, definiramo prirodan broj “n faktorijela” u oznaci n! sa:

nl=1-2-3.-...-n,
a dogovorno 0! = 1.
(BINOMNI KOEFICIJENT)

Neka sun, k € N, k < n. Binomni koeficijent je prirodni broj u oznaci
(Z) ("n povrh k”) definiran na sljedec¢i nacin:

(n):n(n—l)-...-(n—k+1) n!

k 1-2-.. -k T K-k
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1.1. UVOD

a dogovorno: () =1, (§) =1.
PRIMJER 1.1 T: Svojstva binomnih koeficijenata:
0 (i) = (%)-
i) (1) + (1) = ()

RjeSenje:
D: tko Zeli znati vise

(@) (Z) = k!(r:l;k)! = (n—nlé)zkl = (n—k)!(;fi(n—k))! = (nik)‘
(ii)
(n) ( n ) n! n!
+ = +
k)T \k+1 K-k (k+1)(n—Fk—-1)!

n! n!
kKl(n—k—-1)(n—-k) " kK'(k+1)(n—k-1)!
nlk+1)+nl(n—-k)
k'(k+ 1)(n —k - 1)!(n —k)
nl(n +1)
(k+1)!(n—k)!
(n+1)!
k+DI((n+1) - (k+1))!

_ (n+1)
- \k+1/)

NAPOMENA 1.1 Stirlingova formula
Za priblizno izracunavanje faktorijela velikih brojeva moZemo primijeniti aproksima-
tivnu Stirlingovu formulu:

n —n

n'~n"-e 2nn.

PRIMJER 1.2 Izracunajte 5! pomoéu Stirlingove formule. Kolika je greska aproksi-
macije?
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

RjeSenje:
Pomo¢u Stirlingove formule ra¢unamo 5! ~ 5° - e™ V215 = 118.019. Kako je po
definiciji 5! = 1-2-3-4 -5 = 120 greska aproksimacije je 1.981.

Peti Peanov aksiom prirodnih brojeva je aksiom matemati¢cke indukcije koji

¢emo koristiti u dokazima formula za broj permutacija, varijacija i kombinacija.

TEOREM 1.1 AKSIOM MATEMATICKE INDUKCIJE (AMI)
Neka je IN skup prirodnih brojeva. Ako je M C IN, i vrijedi:

(i) 1eM,
(ii)) (¥meN), meM=>m+1eM

onda je M = IN.

AMI primijenjujemo pri dokazivanju opcenite valjanosti formula koje sadrze
varijablu n € IN.

TEOREM 1.2 (BINOMNI TEOREM)
Neka su a,b € R, n € IN. Binomni teorem izraZava razvoj n-te potencije binoma
formulom:

n

(a+b)" = Z (Z)akb”_k, VnelN
k=0

Dokaz: tko Zeli znati vise
Tvrdnja se dokazuje pomoc¢u aksioma matematicke indukcije (AMI). Neka je

M= {n EN:(@+b)" = i(:)akb”_k}.

k=0

Treba dokazati daje M = IN.

(BI)1eM:
Lo
(a+b)! = Z(k)albl‘k
k=0
a+b = b+a.
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1.1. UVOD

(PL)m € M:

(a+b)" = Zm: (?)akbm'k

k=0
(K.I.) Treba pokazati koriste¢i (P1.) dajem + 1 € M tj.

m+1
oyt = 3 (7 e
k=0
Racunamo
(@a+b)"™ = (@+b)"™a+b)
= PI.
= (m
= Z(k)akbm_k*(a+b)
k=0
_ Zm:( ) S pm- k+zm:( ) Jpm1k
k=0 k=0
m—1 m m m m
_ k+11,m—k m+11,0 071,m+1 k1m+1-k
= Ez(k)” b +(m)” l’+(0)”b +§:(k)”b
k=0 k=1
& m m m (M
_ kym+1-k m+11,0 07,m+1 k1,m+1-k
= Z:k—1yb +&)” b(oy”’ +§:(k%b

Zakljuc¢ujemo prema AMI daje M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.3 motiv
Izracunajte koeficijent uz x® u razvoju (1 + x°)14.
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

RjeSenje:

Prema binomnom teoremu raéunamo (1 + x3)!4 = ZZ:O (Z) 1k(3y—*. U razvoju
éemo odrediti k iz uvjeta da je (x®)"* = x°. Za n = 14 dobili smo da je k = 12.
Dvanaesti ¢lan u razvoju je x°, pa je njegov koeficijent ('Z) = (%3) = 91. TraZeni
koeficijent uz potenciju x° je 91.
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1.2. PRINCIPI PREBROJAVANJA

1.2 PRINCIPI PREBROJAVANJA

MOTIV 1.2 U gradu ima 8 studentskih restorana ravnomjerno rasporedenih u 4 gradske
etorti. U okolini svakog restorana nalaze se dvije sportske dvorane. Student Zeli unajmiti
stan. Na koliko nacina moZe odabrati Cetvrt, studentski restoran i sportsku dvoranu ako:
a) nije bitno ni da studentski restoran bude u istoj cetorti niti dvorana; b) nije bitno
da studentski restoran bude u istoj cetvrti ali dvorana treba biti; c) sve bude u najbliZoj

okolini.

TEOREM 1.3 (PRINCIP SUME)

Neka konacni skupovi imaju n; elemenata, n; € IN, i = 1,2, ..k, |S;| = n; i neka su
disjunktni za svaki izbor i # j, ;N S; = (.
AkojeS =S1USyU ..U Sy, onda skup S ima n=ny + np + ... + ny elemenata:

11U S2 U ... US| = IS1] + |Sa] + ... + [Si]-

TEOREM 1.4 (PRINCIP PRODUKTA)

Neka konacni skupovi S; imaju n; elemenata, n; e N, 1 =1,2, ..k,
|Sil = n;. Ako je S = S1 X Sy X ... X S (kartezijev produkt skupova), onda skup S ima
n=nq - Ny - ... - Ny elemenata (uredenih k-torki s=(s1,s, ...,S)):

|S1 X So X ... X Skl = [51] - |S2]| - ... - |Skl-

PRIMJER 1.4 Bacamo dvije igraée kocke razlicite boje.
(a) Koliko razlicitih ishoda ima ako bacamo jednu za drugom?
(b) Na koliko razlicitih nac¢ina mogu pasti ako ih bacamo zajedno?

Rjesenje:

S1 ima nq = 6 elemenata, S, ima n, = 6 elemenata.
(@) S=S51USy, IS]=151|+ 1Szl =ny +npy =12.

(b) S =51 X Sa, S| =151]+S2| = mina = 36.

Princip produkta ili osnovni princip kombinatorike ima drugu interpretaciju

u teoremu o uzastopnom prebrojavanju.

TEOREM 1.5 ( TEOREM O UZASTOPNOM PREBROJAVAN]U)

Proucavamo uredene k-torke. Neka prvi element uredene k-torke moZemo izabrati na
ny nacina, a za vec izabrani proi element, drugi moZemo izabrati na ny nacina i tako dalje
do k-tog koji moZemo izabrati na ny nacina. Tada uredenu k-torku moZemo izabrati na

n=nq - Ny - ... - N nacina.

Radni materijal 8



1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.5 motiv

U gradu ima 8 studentskih restorana ravnomjerno rasporedenih u 4 gradske cetvrti.
U okolini svakog restorana nalaze se dvije sportske dvorane. Student Zeli unajmiti stan.
Na koliko nac¢ina moZe odabrati Cetvrt, studentski restoran i sportsku dvoranu ako: a) nije
bitno ni da studentski restoran bude u istoj cetvrti niti dvorana; b) nije bitno da studentski
restoran bude u istoj cetvrti ali dvorana treba biti; c) sve bude u najbliZoj okolini.

RjeSenje:

a)n = 4-816=512,
b) n = 4-8-4=128
c)n =4-2-2=16.
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1.3. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJAN]JA

1.3 PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA

MOTIV 1.3 Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova)
i brojeva 11 5 ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova?

Definicija 1.2 Neka skup S ima n razlicitih elemenata. Svaka uredena n-torka elemenata

skupa S zove se permutacija skupa S.
T: Broj svih n-¢lanih permutacija je

Pm)y=nl=n-n-1)-n-2)-...-2-1;

D: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo izabrati
na 1 nacina, drugi moZemo izabrati na (1 — 1) nacina, tre¢i na (n — 2) nacina itd.

D: tko Zeli znati vise

Pomo¢u AMI pon:NekajeM = {n €N : P, =n!}.
(B.I) Provjeravamo je li 1 € M. Za n = 1 broj uredenih jednorki iz skupa koji ima
samo 1 element jednak P; = 1. Prema formulin! = 1! =1zan =1; Takoje1 € M.
(P.I) Pretpostavimo m € M,
tj. vrijedi formula V;, = m!.
(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M,
tj. treba pokazati da vrijedi Py,41 = (m + 1)!.
Skup svih permutacija od m + 1 element moZemo podijeliti na m + 1 podskupova
u kojima su permutacije s fiksnim prvim elementom npr. a;, sve permutacije s
fiksnim prvim elementom a; itd. Tako je

Puii=(m+1)-P,=CLL)=(m+1)-m!'=(m+1),

pa smo pokazalidajem +1 € M.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.6 motiv
Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 1
i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova.
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1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

RjeSenje:

Svaka lozinka je jedna permutacija bez ponavljanja n = 4-¢lanog skupa S =
{v,¢,1,5}). Ukupan broj permutacija bez ponavljanja je P(4) =4!=1-2-3-4 = 24.
Mozemo formirati 24 lozinke.

PRIMJER 1.7 Koliko ima svih Cetveroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki
skupa S={1,2,3,4} takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:
Svaki 4-znamenkasti broj je permutacija n = 4-¢lanog skupa S. Broj permutacija je
P(4)=4!'=1-2-3-4=24.

1.3.1 PERMUTACIJE S PONAVLJANJEM

MOTIV 1.4 Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova)
i brojeva 11 5, ako sa slovo v ponovi 2 puta?

MOTIV 1.5 Eksperiment koji ima k=3 ishoda ponavljamo n=7 puta. Koliko je mogucih
nizova eksperimenata takvih da se prvi ishod dogodi 1 put, drugi ishod 2 puta, a tre¢ ishod
4 puta?

Definicija 1.3 Neka skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, np druge vrste, ...
, Ny k-te vrste, n = ny + ny + ... + ng. Uredena n-torka elemenata skupa S zove se n-clana
permutacija s ponavljanjem.

T: Broj n-¢lanih permutacija s ponavljanjem je

— n!
Py(ny,ny, ..., ng) = —
nyinp:...ng:

D: tko Zeli znati vise

Pretpostavimo da su svi elementi u permutaciji sa ponavljanjem razli¢iti i da
imamo permutaciju bez ponavljanja od n = ny + ny + ... + n; elemenata. Uku-
pan broj tih permutacija je (11 + n2 + ... + ng)! . U permutaciji s ponavljanjem
moZemo zamijeniti mjesta na kojima su elementi prve vrste na n;! nac¢ina i pri
tom se permutacija nece promijeniti. Sli¢no zaklju¢ujemo i za elemnte druge, ...,
k-te vrste. Za svaku permutaciju s ponavljanjem postoji n1!ny!...n! permutacija

11 Radni materijal



1.3. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJAN]JA

bez ponavljanja u kojima se ne mijenja poredak razli¢itih elemnata skupa S. Mi-
jenjajuci poredak razli¢itih elemenata dobili bismo ukupan broj permutacija bez
ponavljanja od n = ny + np + ... + n; elemenata. Stoga je ukupan broj permutacija
bez ponavljanja jednak (11 + np + ... + ng)! = n1!n2!...nk!l_3n(n1,n2,..., ni). Otuda
slijedi da je ukupan broj permutacija s ponavanjem dan formulom

n!

Pn(nlanI“-/ nk) = n]!TlZ!...nk!.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.8 motiv
Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v (malo slovo) i brojeva 1 i
5, ako se slovo v ponovi 2 puta?

Rjesenje:

Lozinka je je 4-¢lana permutacija s ponavljanjem elemenata iz skupa S = {v, 9,1, 5},
takodajen = ny +ny +n3 =2+ 1+1 = 4. Broj permutacija s ponavljanjem je
I_J,Z(nl,nz, e, Ng) = 1_34(2, 1,1) = % = 12. MoZemo formirati 12 lozinki.

PRIMJER 1.9 Koliko ima peteroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz skupa
S ={1,2,3, 4y, takvih da se znamenke ponavljaju i to znamenka 1 dva puta?

Rjesenje:

Svaki 5-znamenkasti broj je 5-¢lana permutacija s ponavljanjem elemenata tako
dajen=mny;+ny+n3+ng =2+1+1+1=>5.Broj permutacija je Fn(nl, Ny, ..., Ng) =
P5(2,1,1,1) = 55— = 60.

PRIMJER 1.10 U kutiji je 10 kuglica: 4 crne, 2 bijele, 2 crvene, 1 zelene i 1 plava.
Izvlacim ih jednu po jednu i slaZem po redu u niz. (zapisemo i vratimo). Koliko mogucih
nizova mozemo napraviti?

RjeSenje:

Svaki niz duljine 10 je permutacija s ponavljanjem, tako dajen = ny +ny +nz +ng +
n5 =4 +2+2+1+1 = 10. Broj permutacija je P,(111, 12, ..., nx) = P10(4,2,2,1,1) =

PRIMJER 1.11 Koliko razli¢itih rijeci se moZe napraviti od slova u rijeci VIVAMARIA?

Radni materijal 12



1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Rjesenje: Py(2,2,3).

PRIMJER 1.12 Uzorak s vraanjem

Skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, nodruge vrste, ... , ny k-te vrste,
n=ny + ny + ... + ny. Uredena r-torka ima r elemenata prve skupine, r, elemenata druge
skupine, ...,r elemenata k - te skupine r=ry+ro+...+rx. Broj uredenih r-torki s vracanjem

je:

Py(r1,12, .., 1) - (11) 1 (12)" - ... - ()%

Ako je n veliki a r mali u odnosu na n moZemo odrediti broj uredenih r-torki s

vraéanjem:

Pr(rlf 12,y rk)'

PRIMJER 1.13 U velikoj kutiji su crvene, bijele i plave olovke. Na koliko nacina moZemo
izabrati uzorak od 9 olovaka takav da su 2 crvene, 3 bijele i 4 plave olovke.

RjeSenje:
Koristimo formulu za uzorak s vra¢anjem (veliki # u odnosu na 7).
Osnovni skup je velik n(nepoznat)). Uzorak je uredena r-torka sastavljena od
r =11+ ry + r3 =243+4=9 olovaka.
Broj uzoraka je broj uzoraka s vracanjem je Po(4,2,3).
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.14 motiv

Ponavljamo eksperiment koji ima k=3 ishoda n=7 puta a da se uvjeti eksperimenta
ne mijenjaju. Broj mogucih nizova eksperimenata takvih da se prvi ishod dogodi n; = 1
puta, np = 2 puta,... k-ti ishod ny = 4 puta je:

ﬁn(”lr n2, ..., nk)/
= 7!
P7(1/214): 1|.2|.4|'

jer je broj razlicitih nizova eksperimenata jednak broju uzoraka s vracanjem.
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14 VARIJACIJE BEZ PONAVLJANJA

MOTIV 1.6 (a) Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i c (mala
slova) i brojeva 1 i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova

(b) Koliko se lozinki duljine 3 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 1
i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova

Definicija 1.4 Nekaskup S iman razlicitih elemenata. Uredena r-torka (r < n) elemenata
skupa S zove se varijacija r-tog razreda od n elemenata.

T: Broj svih varijacija r-tog razreda od n elemenata je

n!

(n —'1’)!;

Vif)=”(”_1)(”—2)'-..~(n—r+1):

V" = p(n) = n!
D: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo izabrati
na #n nacina, drugi moZemo izabrati na (n — 1) nacina, tre¢i na (n — 2) nacina, r-ti
na (n —r + 1) nadin.

D: tko Zeli znati vise

Pomoc¢u AMI po n : Neka je M = {ne]N:V,(qr) = 1<r<n

- (n-n"

(B.I) Provjeravamojelil € M. Zan = 1 parametar 1 < r < n moZe poprimiti samo

vrijednost r = 1 pa je broj uredenih jednoorki iz skupa koji ima samo 1 element

jednak V;l) = 1. Prema formuli (H”T'r), = ﬁ =1zan=1;Takojel € M.

(P.I) Pretpostavimo m € M,

pa tada za svaki dani 1 < r < m vrijedi formula V,S? = (m"fr)!‘

(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M.

(i) Ako je r = 1 onda je ocito broj svih uredenih jeednorki iz skupa koji ima m + 1

element jednak ngrl = m+ 1. Prema formuli (n”T'r), = % =(m+1l)zan=m+1

ir=1
Takojem+1leMzar=1.

(ii) Akoje 2 < r <m + 1 treba pokazati da vrijedi Vf;)ﬂ = (,Sfri),!),-

Za svaki fiksni r moZemo skup svih varijacija podijeliti na m + 1 podskupove u

kojima su varijacije s fiksnim prvim elementom npr. a;, sve varijacije s fiksnim
prvim elementom a, itd. Tako je

m! _ (m+ 1)
m—-r+1)! (m+1-r!

" _ (1) _ _
VO = m+1)- Ve = (PL) = (m+1)-

Radni materijal 14



1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Tako smo pokazalidajem+1eMza2 <r<m+1.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.15 motiv

(a) Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva
115, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova
(b) Koliko se lozinki duljine 3 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 1

i 5, ako nije dozvoljeno ponavljanje znakova

Rjesenje:

(a) Lozinka duljine 4 znaka je jedna varijacija 4.tog razreda od n = 4-¢lanog
skupa$S = {v,c, 1,5} tj. permutacija bez ponavljanja od 4 elementa. Broj varijacija
je Vf) = P(4) = 4! = 24. MoZemo formirati 24 lozinke. (b) Lozinka duljine 3 znaka
je jedna varijacija 3-eg razreda od n = 4-¢lanog skupa$ = {v, c, 1, 5}. Broj varijacija
je Vf) = ﬁ = 24. MoZemo formirati 24 lozinke.

PRIMJER 1.16 Koliko ima dvoznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz skupa
S={1,2, 3,4}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?

RjeSenje:
Svaki 2-znamenkasti broj je varijacija 2-og razreda od n = 4-¢lanog skupa S. Broj

varijacija je V) = i = 12.

PRIMJER 1.17 Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz

skupa S={0,1,2,5,7}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?

Rjesenje:

Svaki 4-znamenkasti broj je varijacija 4-og razreda od n = 5 elemeata. Broj vari-
jacija je V) = 2 = 120.

Nula ne moZe biti na prvom mjestu pa od Vé4) moramo oduzeti sve varijacije
3-eg razreda od 4 elementa Vf) = (4f—!3)! = 24. TraZenih brojeva ima Vé4) - Vf’) =

120 — 24 = 96.

PRIMJER 1.18 Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva djeljivih s 5 sastavljenih od
znamenki iz skupa S = {0,1,2,5,7}, takvih da se znamenke ne ponavljaju?
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1.4. VARIJACIJE BEZ PONAVLJANJA

RjeSenje:

Broj je djeljiv s 5 ako mu je zadnja znamenka 0 ili 5.

Prvo, fiksiramo zadnju znamenku 5.

Svaki takav troznamenkasti broj je varijacija 3-eg razreda od n = 4-¢lanog skupa
S =1{0,1,2,7). Broj varijacijaje V{ = iy = 24

Nula ne moZze biti na prvom mjestu pa od Vf) moramo oduzeti sve varijacije 2-og
razreda od 3 elementa iz skupa {1, 2,7} Véz) = ﬁ =6.

Zatim, fiksiramo zadnju znamenku 0. Svaki takav 3-znamenkasti broj je varijacija
3-eg razreda od n = 4-¢lanog skupa

S =1{1,2,5,7), pa ih ukupno ima V{ = iy =24

Ukupan broj traZenih brojeva je Vf) - Véz) + Vf) =24—-6+24=42.

PRIMJER 1.19 Na koliko se nacina u razredu u kojem je 30 ucenika moZe odabrati
glumacka druzina za ”Crvenkapicu”? Likovi su Crvenkapica, vuk, baka i lovac.

RjeSenje: Vgé).

141 VARIJACIJE S PONAVLJANJEM

MOTIV 1.7 Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova)
i brojeva 115, ako je dozvoljeno ponavljanje znakova.

Definicija 1.5 Neka skup S ima n razliCitih elemenata. Uredena r-torka elemenata n-
¢lanog skupa S ali tako da se elementi mogu i ponavljati (v moZe biti i vece od n) zove se
varijacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata.

T: Broj varijacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata
—

Vf’l

D: Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element mozemo izabrati
na 7 nacina, drugi moZemo izabrati na n nacina, tre¢i na n nacina, itd., r-ti na n

nacina jer je dozvoljeno ponavljanje elemenata iz skupa S.
D: tko Zeli znati vise

Radni materijal 16



1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

Pomo¢u AMI por:NekajeM = {re N : V,(;) =n", n € N}
(B.I) Provjeravamo je li 1 € M. Za r = 1 broj uredenih jednorki iz skupa koji ima

—(1
samo 1 element jednak V;) = n. Prema formuli n" = n!

=nzar=1,pajel € M.
(PI) Pretpostavimo da je m € M,
tj. vrijedi formula 1_/;? =n".
(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M.
tj. treba pokazati da vrijedi 1_/:”“) = n"*L,
Skup svih varijacija s ponavljanjem moZemo podijeliti na n podskupova u kojima
su varijacije s ponavljanjem s fiksnim prvim elementom npr. a, sve varijacije s
fiksnim prvim elementom a; itd. Tako je

V;mﬂ) =n- ‘—/;m) =(PL)y=n-n"=n""
Pokazalidajem+1€ Mzan € N.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.20 motiv

(a) Koliko se lozinki duljine 4 znaka moZe formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva
11 5, ako je dozvoljeno ponavljanje znakova. (b) Koliko se lozinki duljine 3 znaka moze
formirati od slova v i ¢ (mala slova) i brojeva 11 5, ako je dozvoljeno ponavljanje znakova.
Rjesenje:
(a) Lozinka je varijacija s ponavljanjem 4-tog razreda od n = 4-¢lanog skupa
S =7v,¢,1,5. Broj varijacija je fo = 4* = 256. MoZemo formirati 256 lozinki.
(b) Lozinka je varijacija s ponavljanjem 3-tog razreda od n = 4-¢lanog skupa

=
S =v,¢,1,5. Broj varijacija je Vi) = 4% = 64. MoZemo formirati 256 lozinki.

PRIMJER 1.21 Koliko ima dvoznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenki iz skupa
S =1{1,2,3,4}, takvih da se znamenke ponavljaju?

Rjesenje:
Svaki takav dvoznamenkasti broj je varijacija s ponavljanjem 2-og razreda od

n = 4-¢lanog skupa S. Broj varijacija je 712) =42 =16.

PRIMJER 1.22 Razdioba razli¢itih predmeta
Svaka razdioba r razli¢itih predmeta na n razlic¢itih mjesta je varijacija s ponavljanjem

r-tog razreda od n elemenata. Broj razdioba je: VS).
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PRIMJER 1.23 3 kuglice razlicitih boja rasporedujemo u 6 kutija. Koliko razdioba

mozZemo dobiti?
—@3
RjeSenje: V(6 :

PRIMJER 1.24 Uocimo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razlicitih kuglica
s vraéanjem u kutiju (a poredak je vaZan), analogan rasporedu v razlicitih kuglica u n
razlicitih kutija.

PRIMJER 1.25 Iz kutije u kojoj je Sest kuglica razlicitih boja izvlacimo tri kuglice jednu
po jednu s vraéanjem ponovo u kutiju. Koliko razlicitih uzoraka moZemo dobiti tim

postupkom?
=3
RjeSenje: V(G .

PRIMJER 1.26 Listi¢ sportske prognoze ima 10 parova. Svaki par moZe dobiti oznaku
0,1 ili 2 (poraz, nerijeseno,pobjeda domacina). Koliko listica treba ispuniti da bi sigurno
jedan listi¢ bio dobitni?

Rjesenje: S ={0,1,2}, n = 3.
Listi¢ je varijacija s ponavljanjem r = 10-og razreda od n = 3 elementa. Broj
varijacija je Vs = 310 = 59049.

Radni materijal 18



1. ELEMENTI KOMBINATORIKE

1.5 KOMBINACIJE BEZ PONAVLJANJA

MOTIV 1.8 U skladistu je 100 proizvoda, 70 proizvoda prve klase, 20 proizvoda druge
klase i 10 proizvoda trece klase. Kontrolor testira tri proizvoda i daje pozitvnu ocjenu
ako su svi proizvodi prve klase. Na osnovu koliko posto svih uzoraka ée kontrolor dati
pozitivnu ocjenu proizvoda?

Definicija 1.6 Neka skup S ima n razlicitih elemenata. Svaki r-Clani podskup (r < n)
(redoslijed elemenata u skupu nije bitan) n-¢lanog skupa S zove se kombinacija r-tog

razreda od n elemenata.

T: Broj svih kombinacija r-tog razreda je od n elemenata je

) ¢ =(7) = i

vy
e

(i) C =

D: (i) Buduéi da u r-¢lanom skupu redoslijed nije bitan onda broj uredenih r-torki
od n elemenata moramo podijeliti s brojem permutacija r-¢lanog skupa.

(ii) Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju, prvi element moZemo izabrati
na n nacina, drugi moZemo izabrati na (n — 1) nacina, tre¢i na (n — 2) nacina, r-ti

na (n —r + 1) nadin.

D: tko Zeli znati vise

Pomocu AMI pon :
Nekaje M = {nEIN:Cg) = (n_”—r'),r,, 1<r<n}
(B.I) Provjeravamo je li 1 € M. Za n = 1 parametar 1 < r < n moZe poprimiti

samo vrijednost r = 1 pa je broj jednoc¢lanih podskupova iz skupa koji ima samo

1 element jednak C(ll) = 1. Prema formuli (n_’;!)!.r! = (1_%!‘1! =1zan =1; Tako je
leM.

(PI) Pretpostavimo m € M,

pa tada za svaki dani 1 < r < m vrijedi formula Cf,? = (m_Lr'),r,

(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazati dajem +1 € M.
(*) Ako je r = 1 onda je oito broj svih jednoc¢lanih podskupova iz skupa koji ima
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(m+1)!

m + 1 element jednak Cf;ll = m + 1. Prema formuli (n_"r!)!,r! = = = (m+1)za
n=m+1lir=1.
Pokazalismodajem+1leMzar=1.

(r  _ _ (m+l)

(++) Akoje 2 < r <m+ 1 treba pokazati da vrijedi C ', = 7=
Za svaki fiksni r moZemo skup svih kombinacija podijeliti na dva podskupa
u kojima su kombinacije bez ponavljanja koje sadrze fiksni element npr. a4, i
podskup u kojem su kombinacije bez ponavljanja koje ne sadrze fiksni element

a1. Tako je

m! m! m+ 1!

(m—r+1).'(r—1)! S TS

c” =chV+ ) = (PL) =

Tako smo pokazalidajem+1leMza2<r<m+1.
(¢**) Akojer = m+1 onda je o¢ito broj svih m +1 -¢lanih podskupova iz skupa koji

. . (m+1 _ (m+1)! _
ima m + 1 element jednak C = =)o) — 1

) = 1. Prema formuli (n_”y!)!lr!
zan=m+1lir=m+1.
Vrijedim+1eMzar=m+ 1.

Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

PRIMJER 1.27 Loto ima 39 brojeva. Izvlaci se slucajno 7 brojeva. Koliko razlicitih
listiéa s kombinacijama 7 brojeva treba ispuniti da se dobije jedan siguran pogodak?

Rjesenje: S ={1,2,3,...,39}, n = 39.

Listi¢ je kombinacija 7-og razreda (r = 7) od 39 elemenata. Broj kombinacija je
Cy) = (%) = 2383736353458 15380937 Treba ispuniti 15380937 listica da bi bili
sigurni da ¢emo imati jedan dobitak.

PRIMJER 1.28 U ravnini je 5 tocaka od kojih 3 nikada ne leZe na istom pravcu.
a) Koliko pravaca odreduju te tocke?
b) Koliko trokuta odreduju te tocke?

Rjesenje: S ={1,2,3,4,5},n = 5.

a) Pravac je kombinacija 2-og razreda (r = 2) od 5 elemenata. Broj kombinacija je
Céz) = (g) = 3 = 10. To¢ke odreduju 10 pravaca.

b) Trokut je kombinacija 3-eg razreda (r = 3) od 5 elemenata. Broj kombinacija je

Cé?’) = (g) = 55# = 10. To¢ke odreduju 10 trokuta.
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PRIMJER 1.29 Uzorak bez vraéanjem

Skup S ima n elemenata od kojih je ny jedne vrste, nodruge vrste, ... , ny k-te vrste,
n=ny + ny + ... + ny. Uredena r-torka ima ry elemenata prve skupine, r, elemenata druge
skupine, ...,rx elemenata k - te skupine r=ri+ro+... 471y

Broj uredenih r-torki bez vracanja je: C;\ -Cj2- ... -Cjf.

PRIMJER 1.30 Studenti dva turnusa biraju po tri predstavnika u Klub studenata proe
godine GE. Prvi turnus ima 20 studenata, a drugi 30 studenata. Koliko moguce je
razlicitih sastava Kluba studenata?

RjeSenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja (koristimo teorem o uzastopnom pre-
brojavanju i broj kombinacija r;-razreda od n; elemenata).

n=mny+ny, =20+30,r = r + 1, =3+3.

Ukupan broj nacina da se dobije 6-¢lani Klub je

Co - Coo = (F) - (%) = 4628400.

PRIMJER 1.31 U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Na koliko nacina se moZe
dobiti uzorak koji se sastoji od 5 dobrih i 3 neispravna proizvoda?

Rjesenje:

Koristimo formulu za uzorak bez vrac¢anja (koristimo teorem o uzastopnom pre-
brojavanju i broj kombinacija 7;-razreda od n; elemenata).
S=20T+7D,n=nr+np;, nt=20, np=7.

Uzorakr=5T+3D, r=rr+rp; rr =5, rp = 3.

Broj traZenih uzoraka je Cé%) . C(73) = (250) . (g) = 542640.

PRIMJER 1.32 Ako Zelimo ispitati kvalitetu 10 proizvoda od kojih je 6 ispravnih i 4
neispravna uzimamo uzorak od tri proizvoda. Koliko uzoraka ima u kojima

a) nema neispravnih proizvoda

b) ima jedan neispravan proizvod

c) ima barem dva ispravna proizvoda?
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RjeSenje: Koristimo formulu za uzorak bez vraéanja.

a) Osnovniskupiman = 10 elemenata; n = nt+np = 6+4. Uzorak bez neispravnih
proizvodaimar =rr+rp =3 +0.

Broj uzoraka koji nemaju neispravnih proizvoda je: CS) . CA(LO) =20.

b) Osnovni skup iman = 10 elemenata; n = nt+np = 6+4. Uzorak s 1 neispravnim
proizvodomimar=rr+rp=2+1.

Broj uzoraka koji imaju 1 neispravni proizvod je: Céz) . Cfll) =60.

¢) Osnovni skup ima n = 10 elemenata; n = ny + np = 6 + 4. Uzorak s bar dva
ispravna proizvoda moZe biti ako ima 1 ili 0 neispravna proizvoda.

Broj uzoraka s bar 2 ispravna proizvoda je:

A=a)+b)=C.cV+c?.clV =20+60=80.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.33 motiv

U skladistu je 100 proizvoda, 70 proizvoda prve klase, 20 proizvoda druge klase i 10
proizvoda trece klase. Kontrolor testira tri proizvoda i daje pozitvnu ocjenu ako su svi
proizvodi prve klase. Na osnovu koliko posto svih uzoraka ée kontrolor dati pozitivnu
ocjenu proizvoda?

Rjesenje:

Broj uzoraka velitine = 3 od 1 = 100 elemenata je C{)) =161700.
Koristimo formulu za uzorak bez vra¢anja.

Osnovni skup ima n = 100 = 11 + np + n3 = 70 + 20 + 10 proizvoda
Uzorak prve klase imar =r; + rp + 73 =3 + 0+ 0 = 3 proizvoda.
Broj uzoraka prve klase je: C%) . C(Z%) . Cg%) =54740.

Kontrolor ¢e dati pozitivnu ocjenu u % = 0.3385 ili u 33, 8% slucajeva.

1.5.1 KOMBINACIJE S PONAVLJANJEM
tko Zeli znati vise

MOTIV 1.9 Na koliko nacina moZmo rasporediti 3 bagera (jednaki) na 6 gradilista?

Definicija 1.7 Neka skup S ima n razli¢itih elemenata. Svaki r-clani podskup (r € IN),
n-¢lanog skupa S gdje se elementi mogu i ponavljati (redoslijed elemenata u r-torci nije
bitan) zove se kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata.
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T: Broj svih kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda od n elemenata je

@ G = (")

i) c =

n+r—17

ey =0 =
(iii) Cy = Prasr(n— 1,7).

D: tko Zeli znati vise

(i) Pomo¢u AMIpos=n+r—1:
NekajeM={s=n+r-1 eN:C" = (””_1),71,7611\1}-

n - r
(B.I) Provjeravamojeli1l € M.
Zas=1t. n+r =1, parametari sur = 1, n = 1. Broj 1-¢l. podskupova iz skupa

n+r—1) 1!

—@
koji ima samo 1 element jednak je c§ ' = 1. Prema formuli ( y )= @oom = 1za

s=1,pajes=1€M.
(PI) Pretpostavimo das =m € M,

tj. zan +r—1 = m vrijedi formula Eff) = (”+r_1) :

,
(K.I) U koraku indukcije trebamo pokazatidajes=m+1e€M
n+r—1) )

ti. dazan+r—1=m+1 vrijedi formula Eff) = ( .

(*) Ako je r = 1 onda je o¢ito broj svih 1-¢lanih podskupova s ponavljanjem iz

n+r—1)
r

skupa koji ima n = m + 1 element jednak 6211 = m + 1. Prema formuli (
(mlﬂ):(m+1)zan:m+1ir:1.

Pokazalismodajes=m+1eMzar=1.

(#*) Akoje n = 1 onda je ocito broj svih m + 1-¢lanih podskupova s ponavljanjem iz
skupa koji ima n = 1 elementjednak E§m+1 = 1. Prema formuli (”+:_1) = (Ziﬁ) =1
zan=1lir=m+1.

Takojes=m+1eMzan=1.

(¢ * x) U ostalim sluc¢ajevima, skup svih kombinacija s ponavljanjem moZemo
podijeliti na dva podskupa u kojima su kombinacije sa ponavljanjem koje sadrze
fiksni element npr. a1, i kombinacije sa ponavljanjem koje ne sadrze fiksni element

ai.
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Zato je

E(r)_E(r 1) Ezrzlz(n:f12)+(n+r—2)

Pokazalismodajes=m+1€Mza2<ri2<n.
Prema AMI zaklju¢ujemo da je M = IN.

(ii) Pokazat ¢emo na primjeru n = 3, r = 2 da formula vrijedi.

Neka je skup S = {1,2,3}. Sve kombinacije s ponavljanjem 2-og razreda od 3
elementa su (elemente smo poredali po uzlaznim vrijednostima):

{1,1} {1,2} {1,3} 2,2} {2,3} {3,3}.

Tih kombinacija ima 632 =6.

Definirajmo preslikavanje koje ¢e ovim podskupovima pridijeliti podskupove
dobivene tako da prvom ¢lanu podskupa dodamo 0, a drugom ¢lanu 1.

{1,1}—{1,2}

{1,2}—-{1,3}
{1,3}—{1,4}
{2,2}-{2,3}

{2,3}—>{2,4}

{3,31—{3,4}.

Slike su kombinacije bez ponavljanja 2-og razreda od 4-¢lanog skupa {1,2,3,4}.
Preslikavanje je bijekcija izmedu skupa svih kombinacija s ponavljanjem 2-razreda
od 3 elementa i kombinacija 2-razreda od 4 elementa. Budu¢i da postoji bijekcija,

ti su skupovi jednakobrojni pa vrijedi 6(32) = Cf) = 6.

(ii) Uo¢imo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razli¢itih kuglica s
vra¢anjem u kutiju, analogan rasporedu r jednakih kuglica u n razlic¢itih kutija.
Svaki raspored kako se r kuglica moZe rasporediti u n kutija je kombinaciju s pon-
avljanjem r-tog razreda od n elemenata. Zamislimo da imamo # kutija poredanih
u niz i da u njih bacamo k kuglica.

Problem je sada kao da slazemo kuglice i pregrade izmedu njih. Jedan raspored
mozemo gledati kao uredenu n — 1 + r -torku gdje imamo n — 1 izbor pregrada
i r izbora za kuglice. Svaki takav raspored je permutacija s ponavljanjem od
n —1+r elementata od kojih jedne vrste ima n — 1, a druge r. Ukupan broj takvih
permutacija s ponavljanjem ima 1_3n_1+r(n -1,7).
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PRIMJER 1.34 Zamislimo da imamo n=>5 kutija poredanih u niz i da u njih bacamo r=9
kuglica.

Problem moZemo razmatrati kao da slaZemo kuglice i pregrade medu kutijama. Imamo
n-1=4 jednake pregrade i r=9 jednakih kuglica. Dakle, imamo permutacije n+r-1=13
elemenata od kojih su 4 jedne vrste i 9 druge vrste pa je njihov broj: P13(4,9).

PRIMJER 1.35 Razdioba jednakih predmeta
Svaka razdioba v jednakih predmeta na n razlicitih mjesta je kombinacija s ponavljan-
jem r -tog razreda od n elemenata.

Broj razdioba je E,(;).
Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 1.36 motiv
Na koliko nacina mozZmo rasporediti 3 bagera (jednaki) na 6 gradilista?

Rjesenje: Bagere moZemo rasporediti na 6(63) = (”‘L:_l) = (6+§_1) = (g) = 56

nacina.

PRIMJER 1.37 3 kuglice iste boje rasporedujemo u 6 kutija. Koliko razdioba moZemo
dobiti?

RjeSenje: 6(63).
PRIMJER 1.38 Uocimo da je izbor r kuglica iz jedne kutije u kojoj je n razlicitih kuglica

s vracanjem u kutiju ( redoslijed nije vaZan), analogan rasporedu r jednakih kuglica u n
razlicitih kutija.

PRIMJER 1.39 Iz kutije u kojoj je 6 kuglica razli¢ite boje izvlacimo tri kuglice jednu po
jednu s vratanjem. Koliko uzoraka moZemo dobiti ako redoslijed nije vazan?

-3
RjeSenje: C(6 ).
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PRIMJER 1.40 U prodavaonici se moZe kupiti 5 vrsta carapa. Koliko razlicitih poklona

moZe napraviti prodava¢ ako je pakirao po 9 pari?

RjeSenje: S = {1,2,3,4,5}, n = 5 vrsta ¢arapa.
Poklon je kombinacija s ponavljanjem 9-razreda (r = 9) od 5 elemenata.
Broj poklona je Eég) = (””_1) = (5+g_1) = (193) =715.

r

PRIMJER 1.41 Iz kutije u kojoj je Sest kuglica razlicitih boja izvlacimo tri odjednom (bez
vraéanja). Koliko takvih kombinacija moZemo dobiti ako redoslijed nije vazan?

Rjesenje: C(63).

PRIMJER 1.42 Iz kutije u kojoj je 6 kuglica razli¢itih boja izvlacimo tri kuglice jednu po
jednu s vracanjem. Koliko uzoraka moZemo dobiti ako redoslijed nije vaZan?

-3
RjeSenje: C(6 ).
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1.6 Ponovimo

BEZ PONAVLJANJA

broj permutacija od n elemenata

P(n) =n!

broj varijacija r—tog razreda od n elemenata

= (n-n!

broj kombinacija r—tog razreda od n elemenata C(,f) = (’;) T (Z'_r),
S PONAVLJANJEM

br. permutacija s pon. od n el. Py(ny,n, ..., nx) = m

br. varijacija s pon. r—tog raz. od n el. V(r)

br. kombinacija s pon. r—tog raz. od n el. _(r) =
IZBOR - s vra¢anjem

IZBOR: r-¢l. uzorka iz n-¢l. skupa razli¢itih elemenata

nije vazan poredak E)(; )

vazan poredak V](:)
IZBOR - bez vracanja

IZBOR: r-¢l. uzoraka iz n-¢l. skupa razli¢itih elemenata

nije vazan poredak c

vaZzan poredak V;(f)

RAZDIOBE - proizvoljno predmeta u kutijama

RAZDIOBE: r predmeta u n razli¢itih kutija

=0

jednakih predmeta C,
razli¢itih predmeta Vir)
RAZDIOBE - najvise po jedan predmet u kutiji
RAZDIOBE: r predmeta u n razli¢itih kutija
jednakih predmeta c
razli¢itih predmeta %l

27
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1.6. Ponovimo

UZORCI
UZORCIL: veli¢iner =1 + 12 + ..+ 14 | izn =ny +np + .. + ;=€L. skupa
bez vracanja C,(fll) . C,(f;) . -C,(fkk)
s vradanjem Pu(r1, 12, oo 1) - (117)1(12)"2 - ... - (1)
s vracanjem n > r Z_Jr(rl, 72, ey ¥k)

Radni materijal 28



