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Poglavlje 11

MATEMATICKA STATISTIKA

Matematicka statistika je znanstvena disciplina koja provjerava matematicke mod-
ele slu¢ajnog pokusa u realnosti. Proucava svojstva slu¢ajnog uzoraka i donosi
zakljucke o populaciji iz koje je uzet slucajni uzorak. Statisticke metode daju
zakljucke s nekom vjerojatnos¢u pa se temelje na teoriji vjerojatnosti.

Deskriptivna statistika bavi se uredivanjem prikupljenih, empirijskih podataka,

njihovim grafi¢kim prikazivanjem i opisivanjem pomoéu numerickih vrijednosti:

prosjek, standardna devijacija, korelacijski koeficijent,...

Induktivna statistika (Inferencijalna statistika )bavi se metodama koje se zasnivaju

na teoriji vjerojatnosti i koje omogucavaju da se donose zaklju¢ci o populaciji

pomocu uzoraka iz populacije.

Tri pravca u matematckoj statistici (induktivnoj statististici) su:

teorija procjene,

teorija testiranja statistickih hipoteza,

teorija planiranja eksperimenata.

U teoriji procjene osvnut ¢emo se na:

tockaste procjenitelje,

metodu max vjerojatnosti za odredivanje procjenitelja,tko Zeli znati vise

intervale povjerenja za procjenitelje za parametre normalne razdiobe.

U teoriji testiranja osvnut ¢emo se na:

test hipoteze o parametrima normalne razdiobe,
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Teorija planiranja eksperimenta razvija metodu sekvencijalne analize, broj pro-
matranja je slucajan, pa se provjera statstickih hipoteza ovom metodom izvodi
postepeno, u etapama. Hipoteza se moze prihhvatiti, odbiti ili produZiti eksperi-

ment.
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

11.1 DESKRIPTIVNA STATISTIKA

Definicija 11.1 (POPULACIJA)

Populacija (osnovni skup, statisticki skup) je skup svih elemenata od kojih bismo mogli
uzeti podatke o odredenim veli¢inama.
Populacija moZe biti konacna ili beskonacna.

PRIMJER 11.1 Populacija - sve obitelji u jednoj zgradi.
Velicine koje moZemo razmatrati: broj djece, mjesecni dohodak..

Definicija 11.2 (STATISTICKA VARIJABLA-OBILJEZJE)

Statisticko obiljeZje (vaijabla) je numericko svojstvo elemenata statistickog skupa.
Ako je skup vrijednosti R(X) statistickog obiljeZja diskretan onda za X kaZemo da je
diskretno obiljeZje, a ako je R(X) C R kaZemo da je kontinuirano obiljeZje.

Uzorak je podskup populacije koji uzimamo na unaprijed odreden nacin.

Definicija 11.3 (FREKVENCIJA, RELATIVNA FREKVENCIJA, KUMULATIVNA
RELATIVNA FREKVENCIJA, ARITMETICKA SREDINA,
VARIJANCA, STANDARDNA DEVIJACIJA)

Neka je X statisticko obiljeZje i neka se mjerenje ponovi n, konacno mnogo puta
(nezavisno) i dobije n statistickih podataka x;, i = 1,..,n. Slika R(X)={xl*(, k=1,.,7}
sadrZir razlicitih statistickih podataka. Ako se x;_ pojavi fy puta onda kaZemo da x; pripada
frekvencz]a fri relatzvna frekvencija -, koak=1,.,r
Vrijedi: Z fk=mn, Z % =1.

k=1 k=1
Za x € R kaZemo da ima kumulativnu relativnu frekvenciju F,(x)= ), %

k, xp<x
Aritmeticka redina n statistickih podataka x;, i =1, .., n:

_ 1y _ 1w,
x:Ein, x:EZxkfk'
i=1 k=1

Varijanca n statistickih podataka x;, i = 1,..,n:

n

1 :
——Z(xz—x)z—; X =%,

i=

1 . 1w, ., _
7= Z(xk ~9fi= Z(xk)sz -
k=1 =

Standardna devijacija je o.
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11.1. DESKRIPTIVNA STATISTIKA

Statisticke podatke koji se dobiju mjerenjem statistickog obiljezja X moZemo
prikazati:

tabli¢no: tablicom frekvencija i tablicom relativnih frekvencija,

graficki: grafikonom frekvencija, relativnih frekvencija, kumulativnih frekvencija,

histogramom (nad dobivenim podacima x; nacrtani su pravokutnici visine jed-
fe
),

nake frekvenciji fiili relativnoj frekvenciji 4
poligonom (izlomljena linija koja spaja tocke (x7, fi)).

Ako je n veliki i skup vrijednosti ima veliki broj elemenata (posebno kod kon-
tinuirane slucajne varijable-statistickog obiljeZja) formiramo r razreda. Prilikom
tabli¢cnog i grafickog prikazivanja vrijednosti slu¢ajnog uzorka na apscisu nanosimo
r podintervala (razreda), sa sredinama razreda Xp,,» ana ordinatu sumu frekven-
cija fx elemenata iz tog razreda.

Broj razreda r ponekad se ra¢una po formulama: r = v, r = 2</n.

U praksi se koristi slijede¢a shema za izbor broja razreda:

n T
40-60 6-8
60-100 | 7-10
100-200 | 8-12
200-500 | 12-17
> 500 21

PRIMJER 11.2 Mjerenjem kontinuirane slucajne varijable X= prosjecne teZine stude-
nata jednog turnusa na uzorku velicine 100 dobivena je vrijednost slucajnog uzorka
(%1, x2, ..., X100) dana u tablici:

razred | x;_ fx % F,(x)
60-62 | 61 5 0,05 | 0,05
63-65 | 64 18 0,18 | 0,23
66-68 | 67 42 042 | 0,65
69-71 | 70 27 027 | 0,92
72-74 | 73 8 0,08 | 1,00
ukupno n=100 | 1,00

Relativne frekvencije odgovaraju pojmu statisticke vjerojatnosti.
P(66 < X < 68) ~ 0,42
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

I,

0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2

0,15
0,1
0,05
T 1 h

60-62 63-65 66-68 69-71 72-74 60-62 63-65 66-68 69-71 7274

[om ]

Slika 11.1: Histogrami frekvencija i relativnih frekvencija iz primjera 11.2.

F(x)
1,2

1 /0/e
08 /

N 7
=

60-62 63-65 66-68 69-71 72-74

Slika 11.2: Graf kumulativnih relativnih frekvencija iz primjera 11.2.

Definicija 11.4 (STATISTICKA RAZDIOBA)

Statisticko obiljeZje (slucajna varijabla) X sa skupom vrijednosti R(X) opisano grafom
relativnih frekvencija ili grafom kumulationih relativnih frekvencija ima statisticku funkciju
distribucije F,(x). Slucajna varijabla X ima i teorijsku funkciju distribucije F(x).
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11.1. DESKRIPTIVNA STATISTIKA

TEOREM 11.1 (GLIVENKO)
Ako su vrijednosti u uzorku slucajne varijable X (statistickog obiljeZja) nezavisni,
onda je
P( sup ||IFu(x)—Fx)|| = 0)=1, kad n — oo.

—00<x<00

Kad je uzorak dovoljno velik, onda se s vjerojatnoscu skoro 1 statisticka razdioba malo
razlikuje od teorijske razdiobe.

Definicija 11.5 (Kvantil, medijan, prvi kvartil, tre¢i kvartil)

Ako je F funkcija distribucije slucajne varijable X onda se rjesenje jednadzZbe F(x,) = p
zove kvantil reda p.

Medijan Me = xo5; F(Me) = 0.5 tj. P(X < Me) = 0.5

Prvi kvartil Q1 = xo25; F(Q1) = 0.25#. P(X < Q1) =0.25

Drugi kvartil Qp = xo5 = Me

Treci kvartil Q3 = x0.75; F(Q3) = 0.75 tj. P(X < Q3) = 0.75

PRIMJER 11.3 Racunanje medijana statistickog obiljeZja X:
(A) Ako je niz statistickih podataka, vrijednosti nekog statistickog obiljeZja X rastuci
x1 < x2 < ... < xp, 0nda je

X+, zZa n neparan,
2
Me = X% + x%+1
T, zZa n paran.

PRIMJER 11.4 Odredite medijan za zadani niz statistickih podataka
3445688810, n=9, neparan.
Me = xp1 = x5 = 6.

2

PRIMJER 11.5 Racunanje medijana statistickog obiljeZja X:

(B) Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajucim frekvenci-
jama f; onda je

S—(h+ho+.+f)

Me=Lp, +d-
Me fk+1

gdje je k izabran tako da je

’ n ’
sz(f1+f2+...+fk)3ESf1+f2+-~-+fk+fk+1:1:k+1/

Le je lijevi rub k + 1 razreda, d je Sirina razreda.
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

PRIMJER 11.6 Racunanje prvog kvartila statistickog obiljezja X:
(A) Ako je niz statistickih podataka, vrijednosti nekog statistickog obiljeZja X rastuci
x1 <x2 < ... < xp, 0nda je

Xeijelo(4+1), 24 1 nije djeljiv s 4;
Ql = x% + X%H

5 za n djeljiv s 4.

PRIMJER 11.7 Odredite prvi kvartil za niz statistickih podataka
3445688810,n =9, nijedjeljivs 4.

Q1 = Xeijelo(z+1) = X3 = 4.

PRIMJER 11.8 Racunanje prvog kvartila statistickog obiljeZja X:
(B) Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajucim frekvenci-
jama f; onda je

%—(fl +f2+---+fk)

=Lo +d-
Ql 2 fk+1

gdje je k izabran tako da je

’ n '
E=(h+hotetf)< <fithtotfitfir=Fy,

Lo, je lijevi rub k + 1 razreda, d je Sirina razreda.

PRIMJER 11.9 Racunanje treceg kovartila:
(A) Ako je niz statistickih podataka, vrijednosti nekog statistickog obiljeZja X rastuci
x1 < xp < ... < Xy, Onda je

Xeijelo(3n 41y, ZA M 1ife djeljiv s 4;
Q3 =1 xa +x

> , zandjeljivs 4.

PRIMJER 11.10 Odredite tre¢i kvartil niz statistickih podataka
3445688810,n=29,nijedjeljiv s 4.

Qs = Xijerg(3p 1) = X7 = 8

PRIMJER 11.11 Racunanje treceg kvartila:
(B) Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajucim frekvenci-
jama f; onda je

3n —(f1 +f2+ ---+fk)
= d.-2 ,
Q3 LQ3 " fk+1
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11.1. DESKRIPTIVNA STATISTIKA

gdje je k izabran tako da je

, 3n ’
Fe=(hithtetfosp<fitfototfitfin=Fy

Lo, je lijevi rub k + 1 razreda, d je Sirina razreda.

Definicija 11.6 (MOD)
Mod je vrijednost statistickog obiljezja koja ima najveéu frekvenciju. MoZe se dogoditi da
mod ne postoji ili da postoji vise modova.

PRIMJER 11.12 Odredite mod niza statistickih podataka

3445688810.
Xi fl
3 |1
4|2
511
6 |1
8 |3
10| 1

x; = 8 ima maksimalnu frekvenciju f; = 3, Mo = 8.

PRIMJER 11.13 Racunanje moda:
Ako su vrijednosti statistickog obiljeZja date u razredima s odgovarajuéim frekvencijama
fionda je
Mo = LMo +d- L ,
A+ Ay
gdje je k izabran tako da je fi maksimalan, Ly, je lijevi rub k — tog razreda, d je Sirina

razreda, A1 = fi — fie1, Do = fr = fre-

Definicija 11.7 (koeficijent varijacije)

Koeficijent varijacije je relativna mjera standardne devijacija i racuna se na dva nacina
Qs -
Qs+ Q1

Definicija 11.8 (koeficijent asimetrije-eng. skewness)

Ky = % -100 ili pomoéu kvartila Ky =

Koeficijent asimetrije za slucajnu varijablu X je broj K4 koji karakterizira simetriju raz-
diobe i definira se kao kvocijent treceg centralnog momenta i kuba standardne devijacije

o:
_

Kqg=—.
o3
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

Definicija 11.9 Koeficijent asimetrije statistickog obiljeZja X, ako su vrijednosti statistickog
obiljeZja date kao niz X} s frekvencijama f;, i =1, ..., 1, definira se kao

gdje je
_ 1 r C sy r N
Ha = n ijl (xisr X) flf (;:1 fl - n)/

P Y, -2 (3 f=n.
i=1 i=1

NAPOMENA 11.1 Ako je K4 = 0 onda je razdioba frekvencija simetricna u odnosu na
pravac x = X onda se poklapaju x = Me = Mo. (Normalna razdioba ima K4 = 0)

1

¥=Me=Mo Y

Ako je Ky > 0 onda je razdioba frekvencija asimetricna u odnosu na pravac x = X,
asimetrija je pozitivna i vrijedi x > Me > Mo.
Ako je Ko < 0 onda je razdioba frekvencija asimetricna u odnosu na pravac x = X,

asimetrija je negativna i vrijedi x < Me < Mo.

Definicija 11.10 (koeficijent spljostenosti (eksces)-engl. kurtosis)

Koeficijent spljostenosti slucajne varijable X je broj Kg koji karakterizira zaobljenost raz-
diobe i definira se kao pomocu kvocijenta etvrtog centralnog momenta i cetvrte potencije
standardne devijacije o :

Definicija 11.11 Koeficijent spljostenosti statistickog obiljeZja X, ako su vrijednosti
statistickog obiljeZja date kao niz x; s frekvencijama f;, i = 1, ..., r, definira se kao

_ B

K== -3,
E==

11 Radni materijal



11.1. DESKRIPTIVNA STATISTIKA

10 1

X <Me< Mo

x>Me> Mo

Mo Me X X X Me Mo X

gdje je
A_lij oy Er:._ .
H4_I’l i:1(xisr x) flf (i:1fl_n)/

#= 1Y w (e
i=1 i=1

NAPOMENA 11.2 Ako je Kg = 0 onda je razdioba frekvencija normalna razdioba.
(Normalna razdioba ima Kg = 0)

Ako je Kg > 0 onda je graf funkcije razdiobe frekvencija uZi od grafa normalne razdiobe
(spljostenost je manja).

Ako je Kg < 0 onda je graf funkcije razdioba frekvencija siri od normalne razdiobe
(spljostenost je veca).

Slika 11.3: Spljostenost

Radni materijal 12



11. MATEMATICKA STATISTIKA

PRIMJER 11.14 Mjerenjem kontinuirane slucajne varijable X= prosjecne teZine stu-
denata jednog turnusa na uzorku velicine 100 dobivena je vrijednost slucajnog uzorka
(x1, X2, ..., X100) dana u tablici:

’

razred | X fi F, % Fn(x)
60-62 | 61 5 5 1005 005
63-65 | 64 18 23 1018 | 0,23
66-68 | 67 42 65 | 042 | 0,65
69-71 | 70 27 92 1027 | 092
72-74 | 73 8 100 | 0,08 | 1,00

ukupno n=100 1,00

Odrediti oCekivanje, varjancu, standardnu devijaciju, mod, medijan, prvi kvartil, treci
kvartil, koeficijent varijacije, koeficijent asimetrije, koeficijent spljostenosti.
NAPOMENA: Razredi su u tablici dati smbolicno npr. razred 60—62 je razred 59.5—62.5
tako da je Sirina razreda d = 3.

Rjesenje:

5
T U
ocekivanje x = 100 ; X, fi = 67.45

5 1y -
varijanca o> = - Z(xlfsr ~X)2f; = 8.527
i=1

ﬂ—(f1+f2+...+fk)

medijan Me = Ly +4 - 2
fk+1

! n 4
Fk:fl +f2:23S E :50Sf1+f2+f3:65:Fk+1,
Lye = 65.5je lijevi rub k + 1 = 3. razreda, d = 3 je irina razreda.

, gdje je k + 1 = 3 izabran tako da je

-+ fot...+ 50 — 23
Me = Ly +d - 2 h + /o M _ 65543, — 67.4.
fk+1 42
A+t +f)

prvi kvartil Q; =Lg, +4d-

I; , gdje je k + 1 = 3 izabran tako da
k+1

pﬁ:ﬁ+ﬁ:%s§:%gﬁ+ﬁ+ﬁ:@:ﬁw
Lo, = 65.5]elijevirub k + 1 = 3. razreda, d = 3 je Sirina razreda.

-t ot .+ -
Qi=Lg, +d-* (h ffz 5 5543 222 L5603
k+1
?’Tn_(f1+f2+"'+fk)

tre¢i kvartil Q3 = Lo, +d - , gdjeje k+1 = 4 izabran tako da

fk+1
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11.1. DESKRIPTIVNA STATISTIKA

. / 311 ’

]eFk:f1+f2+f3:65§Zz75§f1+f2+f+f4:92:Fk+1,

Lo, = 68.5je lijevirub k + 1 = 4. razreda, d = 3 je Sirina razreda.
Y-(i+thottf) 75 - 65

- 4 = :
Qs =Lg, +d I 68.5+3- —

= 69.611.

mod Mo =Ly, +d - A il A gdje je k = 3 izabran tako da je f; = 42 maksimalan,
1 2

Lyo = 65.5 je lijevi rub k = 3. razreda, d = 3 je Sirina razreda, A1 = fy — fi-1 =
fi—f=42-18, A2 = fy = frs1 = fa— fa =42 -27.

A
:L . = . .
Mo M0+d A1+A2 655+3 %4+ 15

o V8.527

- N 0 o
koeficijent varijacije Ky = = -100% = 6745

X
Q3 - Q1 _ 69.611 - 65.643 >
= = =29337 x 1
0+ Q1 69611165643 ~ 2007 x10

= 67.346.

-100% = 4.32%

Ky
r
.. . T o~ 1 . =3
koeficijet asimetrije i spljostenosti p3 = - Z(xisr -x)°fi =-2293
i=1

U I
== ) (G, — 0 fi=19937
i=1

— —

3 pa

=

Ky =

onl
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

11.2 Ponovimo

STATISTICKO OBILJEZJE

X

X1,X2, ..

statisticko obiljeZje

vrijednosti stat. obiljezja o Xn

*

xj, xz, .

firfor o fr
i

n’ 7, ey
Fn(x):%+%+...+
jtakav dajex < x;
Fu(x)

r razli¢itih vrijednosti

frkvencije

relativne frkvencije

S|y

kumulativne rel. frkvencije

statisticka razdioba za X st. obilj.

teorijska razdioba za sl. var.X

F(x)

Fu(x) = F(x)

po vijerojatnosti kad n — oo

MJERE POLOZAJA
vrijednosti stat. obilj. ARITMETICKA SREDINA
X1,X2, ey Xn X=1(q+x+.. 1)
B S X = % ;:1 x; -f]i‘
rrazreda [L;,Dj], j=1,..1; xjs | X = % ;:1 x;sr -f]’.*

vrijednosti stat. obilj.

MOD

xl/xZI ceey xn

x ako je je fymax

*

x’i,x;, s Xy

x; akoje je frmax

X1srs X257y vvey Xrsy Xy, ako je je f;max
; A
rrazreda [L;,D;], j=1,..r | Mo =Ly +d- AlTlAz’

k

ako je fy max

Lo lijevi rub k razreda Ly,
d girina razreda
Aq fe— fim
Ay fe = fra
15
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11.2. Ponovimo

vrijednosti stat. obilj.

MEDIJAN

X1,X2, ...,X, uzlazan niz

Me = xua, za n neparan;
2

X1,X2, ...,X; uzlazan niz

Me = % . (x% + x%ﬂ), Za n paran;

rrazreda [L;, Dj], j=1,..r

Me=Lye+d 7= (4= (fi+fo+..+f)

k

fith+ +fi<5<fitfht+fi+ fin

Le lijevi rub k + 1 razreda Ly,
d $irina razreda.
KVANTILI
kvantil reda p xp takav daje F(xy) = p
prvi kvartil Q1=x 1
drugi kvartil= MEDIJAN | Me = x 1
tre¢i kvartil Qs =x 2
vrijednosti stat. obilj. Q1

X1, X2, ..., Xy uzlazan niz

Q1= Xcijelo(4+1), Za 1 Nije djeljiv s 4;

X1,X2, ..., X, uzlazan niz

Me = % : (xs + xﬁﬂ), za n djeljiv s 4;

rrazreda [L;, Dj], j=1,..r

Q1:LQl+d-]ﬁ-(%—(f1+f2+---+fk))

k

At+fho+o+fi<E<fitfho+o+fit fin

LQI

lijevi rub k + 1 razreda Ly,q,

d

girina razreda.

vrijednosti stat. obilj.

Qs

X1,X2, ...,X, uzlazan niz

Q3 = Xeijelo(3n 41) 22 11 Nije djeljiv s 4;

X1,X2, ..., Xy uzlazan niz

Me = % ) (x% + xsTnH), za n djeljiv s 4;

rrazreda [L;, Dj], j=1,..r

Q=Lo,+d- 7= (E-(fi+fot..+f)

k

fithtt i<T <A+ i+t fit fin

Lo, lijevi rub k + 1 razreda Ly,q,
d irina razreda.
MJERE RASIPANJA
vrijednosti stat. obilj. VARIJANCA
X1, X2, ey Xn =12+l 4. +ad)-F
xj,xa,...,x; o2 = % ;:1(x;)2 'f]-* _
rrazreda [L;, D], j=1,..1; xjs 0% = % ;=1(x;sr)2 -f]‘f —-%
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11. MATEMATICKA STATISTIKA

vrijednosti stat. obilj. U3
* * * -~ _ 1 r * =2 3 *
X}, Xy, eees Xy g3 = ijl(x]‘ —X) f]

rrazreda [Lj,Djl, j=1,..1; Xjs | i3 = %Z;zl(x;sr %) -f]’.*

—

vrijednosti stat. obilj. [
* % * —~ _ 1 r * =2 4 %
X/ Xy e Xy pa =+ ijl(xj -X9) f]

rrazreda [L;,Dil, j=1,..1; Xjs | fla = %Z;zl(x;sr — Xy -f]’f

MJERE OBLIKA

RIERSS

koeficijent asimetrije Ka

koeficijent spljostenosti | K

t
Il
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