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Poglavlje 12

TEORIJA PROCJENA

Teorija procjene sastoji se u konstrukciji metoda za ocjenu vrijednosti jednog ili
viSe parametara poznate distribucije slu¢ajne varijable.

U prethodnom poglavlju smo za slucajnu varijablu X (statisticko obiljeZje)
promatrali n vrijednosti x1, x7, ..., X, kao uzorak veli¢ina n.
U ovom poglavlju ¢emo vrijednosti x1,x2, ..., x, promatrati kao pojedina¢ne vri-
jednosti niza od n nezavisnih slucajnih varijabli Xj, Xj, ..., X;; koje imaju istu dis-

tribuciju kao i slu¢ajna varijable X.

Definicija 12.1 (SLUCAJNI UZORAK wvelicine n)

Neka je X slucajna varijabla (statisticko obiljezje populacije) s funkcijom distribucije
F(x). Slucajni uzorak veliCine n za slucajnu varijablu X je sluc¢ajni vektor (X1, Xo, ..., Xn),
gdje su sve slucajne varijable X;, i=1,...,n, nezavisne sa zajednickom funkcijom distribu-
cije vjerojatnosti F(x).

Vrijednost sluc¢ajnog uzorka je uredena n-torka (x1,x2, ..., x,) ako je izmjerena vrijednost
slucajnih varijabli X; jednaka x; € R(X), i=1,...,n.

Ako je X diskretna slucajna varijabla (R(X) je konacan ili prebrojiv), onda je (X1, X2, ..., Xy)
diskretni slucajni uzorak , a ako je X kontinuirana slucajna varijabla (R(X) C R), onda je
(X1, X2, ..., Xyn) kontinuirani slucajni uzorak.

Definicija 12.2 (STATISTIKA)
AkojeY = h(X1, X3, ..., Xn), gdje je h funkcija od n varijabli, onda se slucajna varijabla
Y naziva statistika.

NAPOMENA 12.1 Odabrani elementi uzorka velicine n iz populacije trebaju biti iz-
abrani slucajno. Trebamo koristiti tablicu slucajnih brojeva za izbor n slucajnih brojeva
ili program za generiranje slucajnih brojeva.
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PRIMJER 12.1 Zadana je diskretna slucajna varijabla X s funkcijom vjerojatnosti

X; 0112
1111
Pil213]5%

Sto je uzorak veli¢ine 2 za ovu slucajnu varijablu?
Odredi sve moguce vrijednosti slucajnog uzorka velicine 2 za X.

Rjesenje:

Slucajni uzorak veli¢ine 2 za slu¢ajnu varijablu X je slu¢ajni vektor (Xi, X>), gdje
su sve slucajne varijable X i X, nezavisne i jednake funkcije distribucije kao i X.
Slika slucajne varijable Xje R(X) = {0, 1, 2}. Slu¢ajne varijable X; i X, mogu poprim-
iti iste vrijednosti kao i X. Vrijednost slu¢ajnog uzorka je uredena dvojka (x1, x2)
elemenata iz R(X), tj. to je varijacija s ponavljanjem r = 2-og razreda od n = 3
elemenata. Broj svih takvih varijacija je V;z) =32=09.

Sve moguce vrijednosti slu¢ajnog uzorka veli¢ine 2 za slu¢ajnu varijablu X:

(0,0), (0,1), (0,2),

(1,0), (1,1), (1,2),

(2,0), 2,1), (2,2).
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12. TEORIJA PROCJENA

12.1 TOCKASTE PROCJENE PARAMETARA

MOTIV 12.1 Koliki uzorak iz normalne razdiobe s varijancom 81 treba biti da bi s
vjerojatnoséu 0.9544 apsolutna razlika uzoracke aritmeticke sredine i oCekivanja bila

manja od 5.57?

Slucajna varijabla je odredena svojom funkcijom distribucije. Mnoga statisticka
obiljezja imaju zajednicku teorijsku funkciju distribucije pa govorimo o poznatim
distribucijama (razdiobama): binomna, uniformna, normalna, Poissonova,....
Svaka razdioba karakterizirana je svojim parametrima n,p,a,b, , o2 A, ..

X~ B(n,p),

X~ U(a,b),

X ~ N(g, 0?),

X ~ Po(A), ...

Ako Zelimo odrediti vezu izmedu teorijske i statisticke razdiobe postavljaju se
dva zadatka:

1. parametarske procjene, kada pretpostavimo teorijsku razdiobu i moramo
odrediti (procijeniti) parametre te razdiobe.

2. neparametaske procjene, kada moramo odabrati razdiobu.

Definicija 12.3 (PROCJENITEL] ILI ESTIMATOR)
Procjenitelj nepznatog parametra t je funkcija sluc¢ajnog uzorka

T = h(Xy, X2, ..., Xn).

Procjenitelj je statistika.

Zadatak je odrediti procjenitel; T za parametar f koji ¢e “najbolje” procijeniti £.

Za procjenu jednog parametra moZemo izabirati razne procjenitelje (funkcije h).

Definicija 12.4 (NEPRISTRANI PROCJENITEL])
Procjenitelj T je nepristran za parametar t ako je ocekivanje od T jednako vrijednosti
parametra t: E(:.I-:) =t

Definicija 12.5 (ASIMPTOTSKI NORMALAN PROCJENITEL])

Procjenitelj T jeasimptotski normalan za parametar t ako slucajnoj varijabli !
Var(T)
asimptotski, kad n— oo, pripada standardna normalna razdioba (distribucija) N(0,1).
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12.1. TOCKASTE PROCJENE

Definicija 12.6 (UZORACKA ARITMETICKA SREDINA)

— n
Statistika X = h(X1, Xa, ..., X)) = % Y. X; zove se uzoracka aritmeticka sredina.
i=1
Vrijednost uzoracke aritmeticke sredine racuna pomocu

n r
X = h(xli-XZ/---/xﬂ) = % Z Xi, X = % Z x;;fk'
i=1 k=1

TEOREM 12.1 (Svojstva uzoracke aritmeticke sredine)

(i) Neka je X slucajna varijabla s teorijskim ocekivanjem p, i varijancom 62,0 < % <
oo, koju ispitujemo pomocu slucajnog uzorka (X1, X, ..., X,,). Uzoracka aritmeticka
sredina X je pouzdan procjenitelj za y:

E(X) =

(ii) Var(X) = o2,
(iii) X ~ N(y, 02) ako je normalna distribucija.

(iv) Uzoracka aritmeticka sredinaX je asimptotski normalan procjenitelj za u: X =
XN, 1),
Var(X)

Dokaz:tko Zeli z;lnati vise .
(i) E(X) = E(% LX)= %El EX) =3 Y p=p
(if)

- 1y 1 - 1 -

Var(X) = Var(— X)) = zVar(Z X)) = EVW(Z X))
i=1 =

n n
i=1

= — Var(X;) = 1n Var(X)—1

(iii) prema (i) i (ii).

(iv) Prisjetimo se centralnog grani¢nog teorema:
Nekaje S, = X + Xo + ... + Xy, tada sluajna varijabla \/_“ konvergira
kN(,1).

Y Su
w B Su—nu
konvergira (n — o0) k N(0,1).

\ Var(X) \/7 7
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12. TEORIJA PROCJENA

PRIMJER 12.2 Izracunati P(69 < X < 75), ako je X uzoracka aritmeticka sredina
uzorka velicine n=36 iz normalne razdiobe X ~ N(70, 144).

Rjesenje:
Akoje X ~ N(70,144) i n = 36, onda je X ~ N(70,4),
X = it = X270 LN, 1),

PE<X<75) = F(I- ) - Pyt

75 -7 -7
= FY( ° > 0) - F"(69 5 O) = F*(2.5) — F*(=0.5) = 0.68.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 12.3 motiv
Koliki uzorak iz normalne razdiobe s varijancom 81 treba biti da bi s vjerojatnoscu
0.9544 apsolutna razlika uzoracke aritmeticke sredine i oekivanja bila manja od 5.5?

Rjesenje:
Neka je X ~ N(u,81) i P(IX — | < 5.5) > 0.9544.
Trebamo odrediti veli¢inu uzorka n.

Znamo da je X ~ N(y,i—l),a)_(* = Yt = n% ~N(,1).

o
X -
o

P(X -ul <55) = P(Vn—=—|< Vn

21—"*(\/5%) - 1.

22) = (X < Vi)
o o

Iz zadane vjerojatnosti dobivamo: 2F*( \/ﬁ%) —12>0.9544,
F*(\/E?) > 09772 = «/ﬁ% >2 = n>11.

Definicija 12.7 (UZORACKA VARIJANCA)

—, n —
Statistika Y.? = % Y. (X; — X)? zove se uzoracka varijanca.
i=1

n
21y xe-%
n
i=1

Vrijednost uzoracke varijance racuna se formulom

n n
— 1 _ 1 -
0=~ E (x; = %)% == E xf—x.
n = n
i=

i=1
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12.1. TOCKASTE PROCJENE

& 1w, . — 1w, _
o2 = - Z(xk - x)ka = Z(xk)sz -7
k=1 k=1

TEOREM 12.2 (Svojstva uzoracke varijance)

Neka je X slucajna varijabla s teorijskim ocekivanjem y i varijancom o2, koju ispitu-
jemo pomocu slucajnog uzorka (X1,Xa, ..., X,). Uzoracka varijanca ¥2 nije pouzdan
procjenitelj za 0% E(X?) = =152,

Dokaz:tko Zeli znati vise
Prisjetimo se da je Var(X)=E(X?) - E(X)? i Var(X) = 15

EE?) = E(% Y x2-%X)= % Y EG3) - ERX)
=1 i=1

= % ;[Var(Xi) + E(X;)?] - [Var(X) + E(X)?]

= [Var(X;) + E(X:)*] - [Var(X) + E(X)?]
n—1

= [0+ yz] - [%02 + yz] = a2

n

Definicija 12.8 (KORIGIRANA UZORACKA VARIJANCA)

— n —
Statistika S? = -5 ¥ (X; — X)? zove se korigirana uzoracka varijanca.
i=1

n
2 =) 1 2 2
S- = D a— Xs—nX).

n-—1 n—1(; i~ )

Vrijednost korigirane uzoracke varijance racuna se formulom

1 - 1 v
- _ =2 2 =2
s _n—].;(XI X) __n—l(;xi nx").

1 v, . - 1 v, . _
2= n—1 k;(xk ~X)2fi = m(;(xk)Z fe — %)

TEOREM 12.3 (Swvojstva korigirane uzoracke varijance)

Neka je X slucajna varijabla s teorijskim ocekivanjem y i varijancom o2, koju ispitu-
jemo pomocu slucajnog uzorka (X1, Xo, ..., Xn).
Korigirana uzoratka varijanca S je pouzdan procjenitelj za 0% E(S?) = o>

Radni materijal 8



12. TEORIJA PROCJENA

Dokaz: Prisjetimo se da je E(X?) = 1152,

n .n_].z 2

n <= no_ =
E($?) = B = —E@) = — - —
TEOREM 12.4 (O VEZI 2,2 I DISTRIBUCIJA x2(n — 1), {(n — 1))

Neka su X, ?, Y2 statistike slucajnog uzorka (X1, X2, ..., Xn) iz normalne razdiobe
X ~ N(u, 0?).
Tada vrijedi:
(i) Statistika "51S? = 532 ~ y2(n - 1),

(ii) Statistika n% = Vn - 1% ~tn—1).

Dokaz: tko Zeli znati vise

(i) Dokaz je sloZen i koristi svojstvo x?(n) distribucije: Y ~ x?(n) ako je
Y=Y1+Y2+..+Yz, Y; ~N(O,1).

(ii) Koristimo svojstvo Studentove distribucije s n stupnjeva slobode t(n) :
Z ~tn)akoje Z=Y/5,zaY ~N(0,1), U ~ X3 (n).

Ra¢unamo za X ~ N(u,0%), X ~ N(y, %), X = \/ﬁ% ~N(0,1):

X - X - - X- -
Vi A/J -~ B ovNn 1 Vi B Vn—-1 1
S o 1 g2 o n=1 S2

g2

il

N
|

=

>

|

=
i j
. |
@

o2

Prema tvrdnji (i) zaklju¢ujemo \/ﬁ% ~tn-1).

Koristeéi S? = %/2\2 mozemo dobiti i tvrdnju Vn — 1% ~tn-1).

PRIMJER 12.4 Izra¢unati uzoracku aritmeticku sredinu, uzoracku varijancu i korigi-
ranu uzoracku varijancu u primjeru "teZina studenata”.

Xesr | S
61 5
64 18
67 42
70 27
73 8
n=100
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12.1. TOCKASTE PROCJENE

14
RjeSenje: x = 1 ) X fi-
k=1

1w . 1
szksrfk: Tog(61%5+64+18+ 6742 +70%27 +73+8)

1349
=67,4
>0 =67,45

2= ﬁ(k)é(x;;ﬁfk — )

sz—nx)— —8 6136

o 1w, _, 3411
7’ = ) i X = e =8,5275
k=1

Radni materijal 10



12. TEORIJA PROCJENA

12.2 REGRESIJSKA ANALIZA

MOTIV 12.2 Deformacije x [mm] i Brinellova tordoéa y [%] za neki tip elika dani su
tablicom

x|06 09 11 11 13 22 26 28 33 35
y|68 67 65 53 44 40 37 28 34 32

Odredite pravce regresije, uzoracki koeficijent regresije i uzoracki koeficijent korelacoje.
Jesu li deformacija i Brinellova tvrdoca jako korelirane?

Definicija 12.9 (UZORACKA KOVARIJANCA. UZORACKI KOEFICIJENT KORELACIJE)
Neka je za zadani slucajni 2-dim vektor (X, Y) dobiven slucajni uzorak (x1, y1), (X2, Y2), .., (Xn, Yn)-
Statistika

— 1y — v T
fixy = ;og -X(i-Y)

zove se uzoracka kovarijanca. Vrijednost korigirane uzoracke kovarijance racuna se for-
mulom

1y _ _
Hy = ;;(xi -0 - )

Neka su'cy i 03 uzoracke standardne devijacije od X i Y. Uzoracki koeficijent korelacije

komponenti X i'Y slucajnog vektora je definiran s

—~ ﬁxy
SR
_ nExy-(C9) Ty

BN e R N b
NAPOMENA 12.2 (regresijska analiza)

Regresijska analiza (engl. regression analysis) je statisticka metoda za odedivanje veze
medu slucajnim varijablama. Promatramo u sluc¢ajnom vektoru (X,Y) jednu slucajnu
varijablu (npr. X) kao nezavisnu-kontroliranu (njene vrijednosti zadajemo). Druga
varijabla Y je sluc¢ajna varijabla i zanima nas kako ona ovisi o X.

Prema Napomeni ?? u poglavlju Dvodimenzionalni slucajni vektor racunamo uzoracke
pravce regresije.

Ako je X nezavisna varijabla i Y = aX + b, parametre a i b moZemo odrediti metodom
najmanjih kvadrata tako da E((Y — (aX + b))?) ima minimalnu vrijednost.

11 Radni materijal



12.2. REGRESIJSKA ANALIZA

T2 Hxvy . o ..
a= Pxy- = == je uzoracki koeficijent regresije Y po X.
1

-~ 02— — Hxy _

eV by GRSV R
_ _

y-7= = (-9,

07

Y=Y =pxy- ?(x — X) je pravac regresije Y po X.
1
Analogno, ako je X=aY+b

— —

01  Uxy

a=pxy- === je uzoracki koeficijent regresije X po Y
2
x-%= 22y )
2
X=X =py- %(y — V) je pravac regresije X po Y.

PRIMJER 12.5 U tablici su zapisani uzorci visina x i y od 12 mama i njihovih kéeri.

165 160 170 163 173 158 178 168 173 170 175 180
173 168 173 165 175 168 173 165 180 170 173 178

Oderedite uzoracki pravac regresije Y u odnosu na X i uzoracki pravac regresije X u
odnosu na Y. Odredite uzoracki koeficijent korelacije i uzoracki koeficijent regresije Y po
X. Jesu li visine mama i kéeri jako korelirane?

Rjesenje: Trebamo odreditiaib ujednadzbiy =ax+b:

a=

By _nELxy- (L9 (Ly)
2 apa-(Lap

b By (9 (- (E0) (Lx-y)
T nL - (Lx)

Racunamo: Y x = 2033, Yy = 2061, Y, x* = 344.95, Y x - y = 34942, Y y* =
354.22.

Uzoracki koeficijent regresije Y po X jea = 0.48, b = 90.9 pa je pravac regresije Y

Radni materijal 12



12. TEORIJA PROCJENA

po X y = 0.48x +90.9.

Trebamo odrediti a’ i b” ujednadzbix =a’y + b’ :

oty _nExy-(Ex)- Xy
32 WL — (L yP

—

yooxo Py o Ex)-Cy¥H-Cy - (Tx-y)
G Y nY,y> - (L y)?

Uzoracki koeficijent regresije X po Yjea’ = 1.02, b’ = —5.12 pa je pravac regre-
sije X po Y x = 1.02x — 5.12.

Uzoracki koeficijent korelacije je

Py = =
Xy — =< = -
y 0102

nyx-y—- (X0 - Xy

= 0.69.
V=Y 22— (Lx)? yn-Y 12— (Lyp>

f’\xy:

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 12.6 motiv
Deformacije x [mm] i Brinellova tordoéa y [%] za neki tip celika dani su tablicom

x|06 09 11 11 13 22 26 28 33 35
y|68 67 65 53 44 40 37 28 34 32

Odredite pravce regresije , uzoracki koeficijent korelacije i uzoracki koeficijent regresije.
Jesu li deformacije i Brienellova tvrdoca jako korelirane ?

Rjesenje: Trebamo odreditiaib ujednadzbiy =ax +b:

By _nExy-(C0-(Ly)
G EE EToE:

By __ (L CA)-(E9-Cxy)

2 nY 2 — (L

Ra¢unamo: Y, x = 183, Y, y = 440, Y x> = 4665, Y, x - y = 7701, Y y* = 23232.
Uzoracki koeficijent regresije Y po X jea = —1.32, b = 75.72 pa je pravac regresije

b=7-

=I

13 Radni materijal



12.2. REGRESIJSKA ANALIZA

Y po X y = —1.32x + 75.72.

Trebamo odreditia’ i b’ ujednadzbix =a’y + b’ :

LBy _nLxy-(L0)-(Ly)
a3 ny y*— (L y)?

ty _ (0 Ey)-(Ey- (Exy)
-
Uzoracki koeficijent regresije X po Y je a’ = —0.72, b’ = 55.72 pa je pravac
regresije X po Y x = —0.72x + 55.72.

=

P =%-

)

Uzoracki koeficijent korelacije je

_ nTxoy- (T Ty )
Pxy = =-0.97
V=Y - (Lx)? yn-L 2 - (Ly)>

Bududi je pyy, ~ —1 slucajne varijable su linearnoj vezi, jako korelirane.

Radni materijal 14



12. TEORIJA PROCJENA

12.3 METODA NAJVECE VJEROJATNOSTI (ML)

tko Zeli znati vise

U ovom poglavlju istaknuli smo primjere s oznakom vazZno u kojima su dani

procjenitelji za parametre osnovnih distribucija u smislu najvece vjerojatnosti.

MOTIV 12.3 U cetiri mjerenja Rockwellove tordoce jedne ploce radnici du dobili sljedece
vrijednosti:

64.9,64.1,63.8,64.0.

(a) Izracunajte vrijednost procjenitelja (u smislu najvece vjerojatnosti) za ocekivanje i
varijancu tvrdoce ako pretpostavimo normalnu distribuciju.

(b) IzraCunajte vrijednost nepristranih procjenitelja za ocekivanje i varijancu tvrdoce ako

pretpostavimo normalnu distribuciju.

Definicija 12.10 (FUNKCIJA VJERODOSTOJNOSTI) Neka je X slucajna varijabla
(statisticko obiljezje) sa teorijskom funkcijom distribucije F(x,t) s nepoznatim parametrom
t i sa funkcijom vjerojatnosti za diskretnu razdiobu i funkcijom gustoce vjerojatnosti za
kontinuiranu f(x,t). Neka je (x1,x2, ..., Xn) vrijednost slucajnog uzorka (X1, Xz, ..., Xn) za
promatranu varijablu.

Za diskretnu razdiobu funkcija vjerodostojnosti L(t) definira se kao funkcija vjerojatnosti
slucajnog uzorka (slucajnog vektora):

L(t) = P(X1 = xl,t) . P(X1 = X, t) tee P(X1 = xn,t).

Za kontinuiranu razdiobu funkcija vjerodostojnosti L(t) definira se kao funkcija gustoce
vjerojatnosti slucajnog uzorka (slucajnog vektora):

L(t) = f(x1,t) - f(xo,t) - oo s f(2xn, ).

Metoda najvece vjerojatnosti (ML = maximum likelihood method), za odredivanje
procjenitelja T = h(Xj,Xp, ..., X;;) za nepoznati parametar t sastoji se u izboru
one funkcije /1 takve da funkcija vjerodostojnosti L(t) (ili InL(t)) dostiZe najvecu

vrijednost za t = h(xq, x2, ..., Xy).

%L(t)zo = t=h(x, X, xn) = T=h(X1,X, . Xn).

PRIMJER 12.7 wvazZno
Metodom najvece vjerojatnosti pokaZite da je procjenitelj za parametar A u populaciji
s Poisonovom razdiobom Po(A) jednak T = X.
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12.3. ML-PROCJENITEL]JI tko Zeli znati vise

Rjesenje: Neka je X ~ Po(A).

Teorijska funkcija vjerojatnosti je f(x, ))=P(X = x,A) = ?C—Te/\.
Trebamo naéi ML-progjenitelj za A.

Funkcija vjerodostojnosti je

L(A) = PXi=x1,A)-P(Xq=x2,A)-...- P(Xq = xp, A)
AT A AR A AT ARY
= —¢'-—¢" = )
xq! X! X! x1lo!l xy,!

Trazimo maksimum funkcije vjerodostojnosti In L(A):

INL(}) = —nA + Y xIn A=Y In(xi),

d 1
ﬁlnL(A) =-n+ szi'
n

d 1 —
ﬁlnL(/\):O = A:E;xi:){.

n

1 = 1y

A= h(xl,xz,...,xn) = ; Z;xi = T= h(Xl,Xz,...,Xn) = ; Zl Xz'-
1= 1=

ML-procjenitelj za A u Poisonovoj razdiobi je T=X.

MoZemo pokazati da je Tnepristrani procjenitel;j E(T) = A.

Prisjetimo se da je E(X)=A i daje X nepristrani procjenitelj za otekivanje.

E(T) = E(X) = E(X) = A.

PRIMJER 12.8 vazno

Metodom najvece vjerojatnosti pokaZite da je procjenitelj
(a) za parametar u u populaciji s Normalnom razdiobom N(u,c?) ako je 62 poznato
jednak T=X
(b) za parametar 6 u populaciji s Normalnom razdiobom N(u, %) ako je u poznato jednak
T=x2

Rjesenje: Neka je X ~ N(u, d?).

(-

.. .. , . . .. 2\ 1 —T
Teorijska funkcija gustoce vjerojatnosti je f(x, u,0°) = vl z .
Trebamo na¢i ML-procjenitelje za u i o2.

Funkcija vjerodostojnosti je:
1 ~5b T2
L(u,0%) = f(x1,8) - fOo, t) - oo fon, 1) = (——=)"-e 22 =71
H f f (e oV
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12. TEORIJA PROCJENA

InL(y,0%) = (xi — p)* —nlno —nln V2m.

202

(@) 4 InL(y,0%) =~ L= =0,

d N 1 =
@lnL([u,a )=0 = u= szl =7,
ML-progjenitelj za ocekivanje u normalnoj razdiobi je T=X To je nepristrani
procjenitelj za u jer je E(T):y.
n
(b) £InL(,0%) = & X (v - w2 -2 =0,

E =
i=1

=

2 = (x; — u)* =0, uzoratka varijanca.

i=1

S|

d 2y _
%lnL(y,a)—O = 0o

ML-progjenitelj za varijancu u normalnoj razdiobi je T=1%2 To nije nepristrani

procjenitelj za o2 jer je E(T):"T‘laz.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 12.9 motiv

U cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne plocCe radnici du dobili sljedece vrijednosti:
64.9,64.1,63.8,64.0. (a) Izracunajte vrijednost procjenitelja (u smislu najvece vjerojatnosti-
ML-procjenitelj ) za ocekivanje i varijancu tordoce ako pretpostavimo normalnu distribu-
ciju.
(b) Izracunajte vrijednost nepristranih procjenitelja za ocekivanje i varijancu tordoce ako

pretpostavimo normalnu distribuciju.

Rjesenje: (a) ML-procjenitelj za otekivanje y je uzoratka aritmeti¢ka sredina X.

n
x=1 21 xj = 64.2
1=
ML-progjenitelj za varijancu o2 je uzoracka varijanca X2.

n
2 =1y (x-%?=0.175
=1

T
(b)Nepristrani procjenitelj za otekivanje u je uzoracka aritmeti¢ka sredina X.

n
z_1 —
x= Z x; = 64.2
i=1
Nepristrani procjenitelj za varijancu o2 je korigirana uzoracka varijanca S°.

n-1
L 21 (x; — x)% = 0.233.
1=

2
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12.3. ML-PROCJENITEL]JI tko Zeli znati vise

PRIMJER 12.10 vazZno
Metodom najvece vjerojatnosti pokaZite da je procjenitelj za parametar p u populaciji

. . . . _ X
s Binomnom razdiobom B(m, p) uz pretpostavku da je m poznato jednak T = .

RjeSenje: Neka je X ~ B(m, p). Teorijska funkcija vjerojatnosti je
f(x,m,p)=P(X = x,m,p) = (’f)(l — p)"*p*. Trebamo nac¢i ML-procjenitelj za p.
Funkcija vjerodostojnosti je

Llp) = PXi=x1,m,p) -P(Xq1=x2,m,p)-.. - P(X1 =x,,m,p)

[ () a-pyrsp

i=1

Trazimo maksimum funkcije vjerodostojnosti In L(p):

i) = Y fin (") + 01— ) InL = p) + xi1npl,

i

p=h(x1,x2, .., xg) = 2 -1 Y x= iy
— n —
T=hX,Xp, ... Xn) =1 -1y X;=1X.
i=1
ML-progjenitelj za p u Binomnoj razdiobi B(m, p) s poznatimmje T =
MoZemo pokazati da je Tnepristrani procjenitelj E(T) = p.
Prisjetimo se da je E(X)=mp ida je X nepristrani procjenitelj za o¢ekivanje.

E(T) = E(%X) = %E(X) = %E(X) = %mp =p.
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12. TEORIJA PROCJENA

12.4 Ponovimo

PROCJENITELJI PARAMETARA ZADANE DISTRIBUCIJE s o¢ekivanjem u i var-

ijancom o2

slu¢ajni uzorak (X1, X2,..,Xy) : Q> R"
statistika T=hX1,X3,..,X,), T:Q—> R
procjenitelj T= h(Xy, X2, ..., Xy)
nepristrani procjenitelj za parametar t | E(T) =t
uzoracka aritm. sredina X = %(X1 +Xo+...+Xp)

EX)=u,

Var(X) = f;—z
n— oo TE AN, 1)

ﬁ —

uzoracka varijanca X2 =1y.(X; - X)?

o2 = %Zi(xz - x)2
uzoracka stand. devijacija o

E(EZ) — nr_zl o2
korigirana uzoracka varijanca §?=-LyuX - X)?

=LY -2
korigirana uz. stand. devijacija s

E(S?) = o2

PROCJENITELJI PARAMETARA ZADANE DISTRIBUCIJE (ML)

distribucija ; parametar | procjenitelj
Po(A); A T=X
N(u,0%); u T=X
N(u,0?); o> T =12
(Bm, p); p T=3X

STATISTIKE PARAMETARA NORMALNE DISTRIBUCIJE N(u, 0?)

slucajni uzorak za X (X1, X2,...,X,) : Q> R”
statistika T = h(X1, X», ..., X;;) | distribucija

X ~N(y, %)

Vit ~ N(0,1)

\/E’_% ~ Hn —1)

1=ls2 ~ xA(n—-1)
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12.4. Ponovimo

REGRESIJSKA ANALIZA

slu¢ajni uzorak za (X, Y)

(x1, 1), (X2, Y2), oes (X0, Yi)

uzoracka kovarijanca

ﬁxy = %Zi(xi - i)(yl - y)

uzoracki koef. korelacije

Pxy = 575

01°02
nY X y—(L 0L Y)
Vi Z 2= 22 \n L 2—(L y)?

Y=aX+b a- uzoracki koef. regresije
Hxy
i a
D VE STV EYEOMT)
~ nyx—(Nx)
b 7- ‘%j X
_ CyE)-C0-Exy
_ n) =Y x)°
pravac regresije Y po X -y= %(x - X)
91
.. - Hxy —
pravac regresije XpoY |x-x=—=-(y—V)
92
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