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Poglavlje 13

INTERVAL POVJERENJA ZA
OCEKIVAN]JE

Definicija 13.1 (KVANTIL)
Neka je X sluc¢ajna varijabla s funkcijom distribucije F(x)i neka je zadan q € (0,1).
Broj z, zove se kvantil distribucije F ako vrijedi F(z4) = q.

Definicija 13.2 (INTERVAL POVJERENJA POUZDANOSTI y)

Neka je (X1, X2, ..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima poznatu distribu-
ciju s nepoznatim parametrom t i neka je zadana pouzdanost y € (0, 1).
Za procjenitelje G1 = h1(X1, Xz, ..Xy) i G2 = ha(Xy, X3, ..X,) za parametar t kaZemo da
¢ine interval povjerenja (G1, G2) za parametar t s pouzdanoséu y ako vrijedi: P(Gy < t <
Go) > y.
Parametar t poprimit e vrijednosti unutar intervala (g1, g2) s puzdanoséu y, gdje je

81 =hi(x1,x2,..x,), §2 = ha(x1,x2,..xp).



13.1.n > oo

13.1 INTERVALPOVJERENJA ZA OCEKIVANJE

ako je veliki uzorak n — oo

MOTIV 13.1 Slucajni uzorak od 50 studenata za broj bodova (max 100 bodova) iz VIS-
a od ukupno 200 studenata ove generacije pokazuje uzoracu aritmeticku sredinu 75 i
korigiranu uzoracku standardnu devijaciju 10.

(a) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a za ovu genaraciju
studenata s pouzdanoscu 95%.

(b) Kolika je pouzdanost da e interval povjerenja za ocekivani broj bodova biti [74,76]?
(c) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VI1S-a s pouzdanoséu 95% ako
je ovo bio uzorak iz podataka za sve generacije studenata koje je nastavnik vodio.

TEOREM 13.1 Neka je (X1, X>,..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima
poznatu distribuciju s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom varijancom o>
(ili poznatom korigiranom uzorackom varijancom’s?).

Ako je veliki uzorak (n — oo) onda inerval povjerenja (G1, G2) za parametar oCekivanje u
s pouzdanoséu y ¢ine procjenitelji

— o — o
Gi=X-A—=1iGy=X+A—,
! N7 N

ili R R

— S — S
Gi=X-A—iG=X+A—,
' N N

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, a A = z1+, kvantil standardne normalne distribucije

2
" 1+y
F(zuy) = 5~
2
Dokaz: tko Zeli znati vise

Prema Centralnom grani¢nom teormu za aritmetcku sredinu

X -

i

~ N(0,1), n — oo.

Primijenimo CGT na simetri¢ni interval (-4, A) :
P(-A < X8 < 1)~ P(A) = F'(=A) = 2P (1) — 1
5

P(X—/\% <y<X+/\%)z2F*(A)—1.

<¥
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13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < u < Gp) = y, onda moZemo odrediti A
tako da vrijedi F*(A) = 1+y tj. A = z1, kvantil standardne normalne distribucije
2

P*(Zlﬂ/) —_ l+_)/

Zakljucu]emmo daje za velike n P(X — A 3_ <p<X+A \/_) =
Procjenitelji G; = X — A% N Gy=X+ /\% ¢ine interval povjerenja

= o = o
(X—/\%, X+/\W)

za parametar ofekivanja u slucajne varijable X s puzdanoséu y ako je poznata
varijanca 2.
Parametar oc¢ekivanja u s pozdanos¢u y poprimit ¢e vrijednosti u u intervalu

(x = \/_,x + A \/_) gdje je A = Ziy kvantil standardne normalne distribucije

" 1
Flzm) = =L

NAPOMENA 13.1 Ovaprocjena parametra ocekivanja slucajne varijable moZe se koristi
u zadacima za odredivanje

(a) o= 2/\% Sirine inervala

(b) n = 4A? "2 minimalne veli¢ine uzorka

uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja (X — A-%= =, X+A \/_) gdje je A = z1 1y
kvantil standardne normalne distribucije F*(z 1+y) = ﬂ

NAPOMENA 13.2 (uzorak bez vracanja u konacnoj populaciji)

Neka je (X1,X2,..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima poznatu dis-
tribuciju s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom varijancom o (ili poznatom
korigiranom uzorackom varijancom’s?).

Neka je uzet uzorak bez vracanja iz konacne populacije velicine N. Ako je veliki uzorak
(n — o0), ( n < 30) onda interval povjerenja (G1,Gz) za parametar ofekivanja | s
puzdano$éu y ¢ine procjenitelji

— o N-n
Gi=X—-A—- ,
! Vi VN-1
— o N-n
Gr=X+A— ,
2= AFATE N DT
ili
— 3 N-n
=X - A— )
G1 7 I N-1

5 Radni materijal



13.1.n — oo

- 5 N-n
Gr=X+A— {/—,
2 Vi YN-1

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, a A = z1., kvantil standardne normalne distribucije
2

1+v
F(ziy) = =
2

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.1 motiv

Slucajni uzorak od 50 studenata za broj bodova (max 100 bodova) iz VIS-a od
ukupno 200 studenata ove generacije pokazuje uzoracu aritmeticku sredinu 75 i kori-
giranu uzoracku standardnu devijaciju 10.
(a) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a za ovu genaraciju stu-
denata s pouzdanoséu 95%.
(b) Kolika je pouzdanost da e interval povjerenja za ocekivani broj bodova biti [74,76]?
(c) Odredite interval povjerenja za ocekivani broj bodova iz VIS-a s pouzdanoscéu 95% ako
je ovo bio uzorak iz podataka za sve generacije studenata koje je nastavnik vodio.

RjeSenje: Pretpostavljamo da je X slucajna varijabla (statisticko obiljeZe) broj
bodova na ispitu iz VIS-a.
Prema prethodnoj napomeni odredit éemo interval povjerenja za o¢ekivanje ako
je veli¢ina uzorka velika n > 30 za konaénu populaciju N = 200 pri uzorku bez
vracanja.

Iz zadatka is¢itavamo podatke: s = 10, N = 200, n = 50, X = 75.

(a) Za pouzdanost y = 0.95 koeficijent A = 1.96.

_ 5 N-n
g1=xX—-A—" =75-24,
\n N-1

_ 5 N-n
Q=xX+A—" =75+24
Vn N-1

Uz pouzdanost 95% broj bodova za kolegij VIS za studente ove generacije je
unutar intervala [75 — 2.4,75 + 2.4].

Radni materijal 6



13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

(b) Ako je Sirina intervala 6 = 2 onda je

s N-n
0=21-—" =
\n N-1
paje2A-1.23 = 2 Dobili smo vrijednost A = 0.81.
Veza Aiy danaizrazom A =z 1y Kakoje kvantil z by = = 0.81 iz tablice za normalnu
razdiobu oc¢itamo da je F(0. 81) 0. 791
Pouzdanost y odredujemo iz izraza =L = 0.791

TraZena puzdanost je y = 0.582.

Uz pouzdanost 58.2% broj bodova za kolegij VIS u populaciji ove generacije
je unutar intervala [75 - 1,75 + 1].

(c) U ovom slucaju imamo veliku populaciju pa je interval povjerenja (G, G2)
za parametar oc¢ekivanja y s puzdanoséu y

- s - o
Gi=X-A—, Go=X+1-2,
: N Vi

gdje je X uzoratka aritmetitka sredina, a A = z1., kvantil standardne normalne
=

distribucije F*(z1 ) = HJ
2
Za pouzdanost y = 0.95 koeficijent A = 1.96.

Q=% -A—==75-277

SRS

9 =X+ A—==75+2.77

5

Uz pouzdanost 95% broj bodova za kolegij VIS u cjelokupnoj populaciji je
unutar intervala [75 — 2.77,75 + 2.77].

7 Radni materijal



13.2. NORMALNA 0% POZNATO

13.2 INTERVALPOVJERENJA ZA OCEKIVANJE
NORMALNE distribucije
ako je varijanca poznata

MOTIV 13.2 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznatog ocekivanja i poznate varijance o> = 0.64. Koliki minimalni uzo-
rak treba uzeti da bi greska procjene ocekivanja u bila najvise jednaka 0.5, uz pouzdanost
y =0.95?

TEOREM 13.2 Neka je (X1, X2, ..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 02) s nepoznatim parametrom oekivanje u i poznatom varijancom o>.
Interval povjerenja (G1, G2) za parametar ocekivanja p s puzdanoscu y ¢ine procjenitelji

— o) — o
Gi=X-A—, Ga=X+A—,
! N7 Vi

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, a A = z1., kvantil standardne normalne distribucije
2

Fe) = 5.
2

Dokaz: tko Zeli znati vise

>

£~ N(0,1).

n

Neka je X ~ N(u, 02), onda je X ~ N(u, %02), a
Na simetri¢nom intervalu (=4, A) :
P(-A < ZE < 1) = PF(A) = (=) = 2F*(\) — 1
. Vi

o

<'

f.
P(X—A% <y<X+/\%):2F*(/\)—1.
Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < u < Gz) = y, onda moZemo odrediti A tako
da vrijedi F*(A) = 1;7/ t. A = z1y je kvantil standardne normalne distribucije
2
* 1+y
F(zip) = oL

Procjenitelji G1 = X - Ain, Gy = X + A% ¢ine interval povjerenja

— o o
(X—A%,X+/\%)

za parametar ocekivanja u slu¢ajne varijable X ~ N(u, 0%) s pouzdano$éu y ako je
poznata varijanca o2.

Parametar ocekivanja u s pozdanoséu y poprimit ¢e vrijednosti u u intervalu

Radni materijal 8



13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

(x = \/_, X+ A \/_) gdje je A = Ziy kvantil standardne normalne distribucije
1+y

F* (Zl+y) = 5

NAPOMENA 13.3 Ouva procjena parametra olekivanja slucajne varijable X ~ N(u, 6)
poznate varijance, moZe se koristi u zadacima za odredivanje

(a) 6 = ZAL\/_ Sirine inervala

(b) n = 4A? "2 minimalne veli¢ine uzorka

uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja (X — A=, X + /\%), gdje je A = z 1y
kvantil standardne normalne distribucije F*(z 1y ) = HTV

NAPOMENA 13.4 Kvantili za standardnu normalnu distribuciju

F(Zl+))— 1+_')/

0.90 | 095 | 0.99
22 1095 | 0975 | 0995
165 | 1.96 | 258

Z

ﬁ
=

M

PRIMJER 13.2 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u, 0% = 0.64). Uzet je uzorak velicine n = 5 i dobivena je vrijednost uzoracke
aritmeticke sredine x = 10.2. Odredite interval povjerenja za oCekivanje slucajne varijable
s pouzdanoséu y = 0.95.
Rjesenje: P(X — A5_<M<X+)\\/_)— B B
Za ocekivanje p interval povjerenja pouzdanosti y je (X — Ain, X+ A%), gdje je
A = z14y kvantil standardne normalne distribucije.
Iz tablice otitavamo za y =095 A =2z, =1.96.
Koristeéi date vrijednosti iz uzorka n = 5, x = 10.2 dobivamo interval povjerenja
za [l

0.8

_ 0.8
-A A—)=(102-1.96 —,102 + 1.96 * —) = (9.49,10.90).
(x \/_x+ \/_) ( N \/5) ( )

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.3 motiv

Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u, 0) nepoznatog ocekivanja i poznate varijance o> = 0.64. Koliki minimalni uzo-
rak treba uzeti da bi greska procjene ocekivanja u bila najvise jednaka 0.5, uz pouzdanost
y =0.95?

9 Radni materijal



13.2. NORMALNA 0% POZNATO

RjeSenje: n = 4)\2‘5—; = AZgrgTzkaz’ gdje je A = z1+, kvantil standardne normalne,
2

" 1
F (Zﬁ) = %

Iz ta‘élice oc¢itavamo za y = 0.95, A = z1,, = 1.96.
2

n =196 +0.64 = 9.8345.

0.52

Radni materijal 10



13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

13.3 INTERVALPOVJERENJA ZA OCEKIVANJE
NORMALNE distribucije

ako je varijanca nepoznata

MOTIV 13.3 U Cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece
vrijednosti:

64.9,64.1,63.8,64.0.

Odredite interval povjerenja za oCekivanu vrijednost tordoce s pouzdanoséu 99%.

TEOREM 13.3 Neka je (X1, X, ..Xy,) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) s nepoznatim parametrom oekivanje u i nepoznatom varijancom o>.
(i) Interval povjerenja (G, G2) za parametar ocekivanja u s pouzdanoscu y

¢ine procjenitelji :

= S = S
Gi=X-A—iG=X+1—,
1 Vi 2 v
gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, 52 korigirana uzoracka varijanca,
a A =z kvantil sudentove distribucije t(n — 1), F(z1+) = HTy
2 2
(ii) Interval povjerenja (G1, G2) za parametar oCekivanja u s pouzdanoséu y
¢ine procjenitelji:

= 2
,G2:X+/\ ,

Gi=X-A
n-1 Vn-1

gdje je X uzoracka aritmeticka sredina, ¥ uzoracka varijanca, a A = z1.,
2

kvantil studentove distribucije t(n — 1).
Dokaz: tko Zeli znati vise

(i) Neka je X ~ N(u,0%), ondaje Y = \/ﬁ% ~tn—1).
Na simetricnom intervalu (=4, A) :
P(-A < «/ﬁ% < A) = F(A) = F(=A) = 2F(A) — 1
tj

P()‘(—A%<y<§+Ain)=2F(A)—1.

Ako je zadana pozdanost y, P(G; < u < G2) = y, onda moZemo odrediti A tako da

11 Radni materijal



13.3. NORMALNA 0> NEPOZNATO

1+y

vrijedi F(A) = . A = Zl+y kvantil studentove distribucije t(n — 1), F(Zl-w) = 1+7/

Procjenitelji
Gi=X-A—,G=X+A

¢ine interval povjerenja
= S < S
X—A—, X+ A—

za parametar ocekivanja u slucajne varijable X ~ N(y,0?) s puzdanoséu y ako je
nepoznata varijanca o2.

Parametar ocekivanja u s pozdano$¢u y poprimit ée vrijednosti u intervalu

_ 5 _ s
X—A—,x+1—),

gdjeje A = Ziy kvantil studentove distribucije

F(Z l+} ) = ﬂ

Akoj je tabhca studentove distribucije Y ~ #(n —1,) dana u obliku
P(]Y] > €) = p, onda A traZimo tako da je P(] \/_ ”l <A =

(ii) Koristimo vezu = n”TlZZ.
NAPOMENA 13.5 Sirina intervala povjerenja za olekivanje slucajne varijable X ~
N(u, 02) nepoznate varijance je

—

s
0=20—
\n
uz zadanu pozdanost y, gdje je A = z1+, kvantil studentove distribucije t(n—1), F(z1+,) =
Ly 2 2
5.

NAPOMENA 13.6 Kvantili za studentovu distribuciju zan =5, t(4),
1+y
F(Z 1+) ) =

0.95 | 0.99

22 10975 | 0.995

Ziy | 278 | 4.60
2

PRIMJER 13.4 Neka slu¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance *. Uzet je utorak veli¢ine n = 5 i dobivena je vrijednost
uzoracke aritmeticke sredine X = 10.2,ivrijednost korigirane uzoracke varijance’s? = 0.64.
Odredite interval povjerenja za ocCekivanje slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

Radni materijal 12



13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

Rjesenje: P(X — Aj_ <‘u<X+A\/_)—

Za otekivanje u interval povjerenja pouzdanosti y je (X — A%,)_( + A%), gdje je
A = z1y kvantil studentove distribucije t(n — 1).

Za n:25, A = z14 je kvantil studentove distribucije ¢(4).

Iz tablice oéitaifamo zay =095 A=z, =278

Koristeéi date vrijednosti iz uzorka x Z 10.2,1s? = 0.64 dobivamo interval pov-
jerenja za u :

— —

T A=, T+ A=) = (102 - 2.78 - 08 1024278 %) (9.20,11.19).
V5 V5

v

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 13.5 motiv

U cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece vrijednosti:
64.9,64.1,63.8,64.0.
Odpredite interval povjerenja za ocekivanu vrijednost tordoce s pouzdano$éu 99%.

RjeSenje: Za zadanu pouzdanost y = 0.99 interval povjerenja za ocekivanje
odrdujemo iz

P(X - /\3—<H<X+/\\/—)_ . .

Za ocekivanje u interval povjerenja pouzdanosti y je (X — A%,X + A%), gdje je
A =z kvantil studentove distribucije t(n — 1).

Zan= 4, A = z11y je kvantil studentove distribucije #(3).

Iz tablice ocitavamo za y =0.99, vrijednost A = z1,, = 5.84.

Koristeéi date vrijednosti iz uzorka x = 64.2, iZ? = 0.233 dobivamo interval
povjerenja za [ :

— —

_ 4 482
Fo A=, T+ A=) = (64.2-584. 2982 4o 584, %)—(642 14,64.2+1.4).
1

i i

S pouzdanoséu 99% ocekivana vrijednost tvrdoc¢e po Rockwellu ¢e se biti u inter-
valu [62.8,65.6].

13 Radni materijal



13.4. VJEROJATNOST BINOMNE

13.4 INTERVAL POVJERENJA ZA VJEROJAT-
NOST BINOMNE DISTRIBUCIJE
n (n — o0)

MOTIV 13.4 U anketi za izbore dobiveni su podatci za kandidata A:

u uzorku od n=2500 glasaca kandidat je dobio 1000 glasova.

Odredite interval povjerenja za postotak glasova koji ée dobiti kandidat A na izborima s
pouzdanoscu 0.95.

(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)

U Bernoullijevoj shemi s X; ~ B(1,p), i = 1, ..., n slu€ajna varijabla
n
X = Z X; broj uspjeha u Bernoullijevoj shemi ima binomnu distribuciju X ~

i=1
B(n, p).
Relativna frekvencija uspjeha u Bernoullijevoj shemi je slu¢ajna varijabla £ koja

— 1v
odgovara X = - Z X; uzorackoj aritmetickoj sredini slu¢ajnog uzorka (X1, Xo, ..X;).
i=1
Prisjetimo se da je X = % je procjenitelj za vjerojatnost p u Binomnoj distibuciji.

TEOREM 13.4 Ako je broj ponavljanja u Bernoullijevoj shemi velik
(n — o0), onda interval povjerenja (G1, Gp) za parametar p, vjerojatnost dogadaja A u
sluc¢ajnom pokusu s pouzdanoscu y Cine procjenitelji

- 1 - — - 1 =
Gl =X-A—=X(1-X) i G =X+A—+/X(1-X),
1 Nz 1-X)1G Nz (1-X)

- “ . . . v _ X . .. . .
gdje je X uzoracka aritmeticka sredina (X = < relativna frekvencija uspjeha u Bernoulli-
jevoj shemi), a

(a) A = z1+y kvantil standardne normalne distribucije F*(z1+) = %,
2

b) A = 21.
WA=

Dokaz: tko Zeli znati vise

Neka je (X1, X2, ..X,) slu¢ajni uzorak iz Bernoullijeve sheme, X; ~ B(1, p).
Prisjetimo se da vrijedi E(X;) = p, Var(X;) = p(1 — p) i za uzoracku aritmeticku

sredinu X = % Z X; vrijedi E(X) = P, Var(X) = %p(l -p).
i=1

Radni materijal 14



13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

(a) Prema CGT za (n — o0) za uzoracku aritmeti¢ku sredinu

- 1y —— |
X = - Zl‘ X; vrijedi X ~ N(p, p(1 = p)).
i=
Za simetri¢ni interval (-A, A) moZemo priblizno odrediti

— X_p ~ * —
P-As = <) = 2F @) - 1.

n

Nejednakost —A <

XP_ < ) ekvivalentna je nejednakosti: (ﬂ)2 < A?,

[pA-p) pQ=p)
n n
odnosno

(n+ A%)p? - (2Xn + A?)p + n)_(z <0
Trebamo rijesiti nejednakost po p.
PribliZzna rjeSenja p1, p> kvadratne jednadzbe (veliko 1) su :

— 1 — — — 1 — —
~ X - A—+X(1-X), ~ X+ A—4/X(1 - X).
p1 Nz ( ), P2 N7 ( )

Kakoje (n+ A%) > 0,p € (p1,p2)-
Zaklju¢ujemo da je

— 1 [ _ _ 1 — — X
P(X—AW VX1 -X)<p< X+)\ﬁw/X(l - X)) ~ 2F'(A) - 1.

Ako je zadana pouzdanost y tako daje P(G; < p < G2) = y onda moZemo odrediti
A tako da vrijedi F*(A) = HTy, tj. A = z1, kvantil standardne normalne distibucije
2

+ 1+y
F(ziy) = L.
Procjenitelji G; = X - /\# \VX1-X), Gy = X+ )\# X(1 - X) &ine interval
povjerenja (G1, G2) za paranetar vjerojatnost p uspjeha u Bernoullijevoj shemi.

(b) Prema Cebigevljevoj nejednakosti za slu¢ajnu varijablu X koja ima
E(X) =p, Var(X) = 1p(1 - p) u obliku

1- > 1-
Pp- A2 <X <pr A2y >1- 1L,

Nejednakost p — A @ <X<p+A @ ekvivalentna je nejednakosti (vidi

pod (a)): X — /\% JX1-X)<p<X+ /\% VX1 -X).

Zaklju¢ujemo da je

— 1 = — — 1 = - 1
P(X—/\W\/X(l—X Sst+/\%\/X(1—X))21—ﬁ.

Ako je zadana pouzdanost y tako daje P(G; < p < G2) = y onda moZemo odrediti

A tako da vrijedi 1 - % =yt A= \/i_
-V
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13.4. VJEROJATNOST BINOMNE

Procjenitelji G; = X - A% X(1-X), Gy = X + )\% X(1 - X) &ine interval

povjerenja (G1, G2) za paranetar vjrojatnosti p uspjeha u Bernoullijevoj shemi.

NAPOMENA 13.7 MozZemo izvestiinterval povjerenja i koristeci teorem Moivre-Laplacea
(CGT) za relativnu frekvenciju u Bernullijevoj shemi

X ~ T
P(ls —pl<e) = F(e
tj.

X X o |
P(s—e<p<s+e)=F(e o 1)) 1.

)~ L

Ako je zadana pozdanost y, P(G1 < p < G2) = y, onda moZemo odrediti ¢ tako da Urijedi
Fi(e p(le) = 1+y t] €= 21y \/p( ) odnosno ¢ = Z“yZ\/_’ uzp(l-p) <

Procjenitelji G1 = < —¢, Gy = K — ¢ cine interval povjerenja (G1, G2) za pamnetur
vjerojatnosti p usp]eha u Bemoullz]evo] shemi. varijable

X ~ B(n, p) s pouzdanoséu y ako je poznat parametar n broj ponavljanja pokusa.
Parametar vjerojatnost p s pozdanoséu y poprimit ée vrijednosti u u intervalu

1
— Z1+

( T}/Z\/ﬁ,

SR

x

— + Zi+

n

gdje je z1+, kvantil standardne normalne distribucije F*(z1+y) = %
2 2

PRIMJER 13.6 Odredite interval povjerenja za vjerojatnost p u Bernoullijevoj shemi s
pouzdanoscu y = 0.95 ako se pokus ponovi n=100, a broj uspjeha je 32.

RjeSenje: Za slucajnu varijablu X ~ B(n, p) vrijedi

- 1 = - 1 £ =
P(X—A%\/X(l—X)£p£X+/\% X1-X) =y

gdje je A = z1s, kvantil standardne normalne distibucije F*(z1+,) = HTy, X =
2

2

S

relativna frekvencija uspjeha.

Progjenitelji G; = X - )\— X1-X), Gy = X + /\7 X(1 - X) ¢ine interval

povjerenja (G, G2) za paranetar vjerojatnosti p.
Parametar vjerojatnost p s pouzdanos¢u y poprimit ¢e vrijednosti u intervalu
(E—/\# VX1 =%),x+ AL \/x(l - X)) gdjeje A = Zl+v kvantil standardne normalne
distibucije.

x 32

Iz uzorka je uzeta relativna fekvencija x = 7 = 375, za pouzdanost y = 0.95 iz
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13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

tablice o¢itamo A = z1+, = 1.96 i odredimo interval
2

_ 1 =/—/——— _ 1 =
(x — /\% Vx(1—x), x + /\% Vx(1 — X))

1 1
= (0.32 - 1.96—— /0.32(1 — 0.32), 0.32 + 1.96—— +/0.32(1 — 0.32))
V100 V100

(0.23,0.41).

Parametar vjerojatnosti p s pouzdanoséu y = 0.95 poprimit ée vrijednosti u inter-
valu (0.23,0.41).

PRIMJER 13.7 Pravljena je anketa o dolasku na predavanja VIS. Na uzorku 163 stu-
denta njih 62 je odgovorilo da je dolazilo na predavanja. Odredite interval povjerenja za
vjerojatnost dolaska studenata prve godine na predavanja VIS s pouzdanoscu 0.95.
(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)

Rjesenje: Parametar vjerojatnosti p s pozdanoséu y poprimit ée vrijednosti u u

intervalu (x — A% Vx(1 —x), x+ A# Vx(1 —x)) gdjeje A =z1+, kvantil standardne
2

normalne distibucije.

Iz uzorka je uzeta relativna fekvencija X = £ = £2 = (.38, za pouzdanost

y = 0.95 iz tablice o¢itamo A = z1, = 1.96 i odredimo interval
2

_ 1 —/—— _ 1 =
(x - /\% Vx(1—x), x + /\% Vx(1 —%))

1 1
= (0.38 — 1.96—— /0.38(1 — 0.38), 0.38 + 1.96—— +/0.38(1 — 0.38))
V163 V163
(0.30,0.45).

Parametar vjerojatnosti p s pouzdanoséu y = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti u inter-
valu (0.30, 0.45).
Vjerojatnost dolaska na predavanja VIS s pouzdanos¢u 0.95 je izmedu 0.30 i 0.45.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIM]JER 13.8 motiv
U anketi za izbore dobiveni su podatci za kandidata A:
u uzorku od n=2500 glasaca kandidat je dobio 1000 glasova.
Odredite interval povjerenja za postotak glasova koji ée dobiti kandidat A na izborima s
pouzdanoséu 0.95.
(Pretpostavimo da je izbor binomna distribucija)
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13.4. VJEROJATNOST BINOMNE

RjSenje: Parametar vjerojatnost p s pozdanos¢u y poprimit ¢e vrijednosti u u

intervalu (x— /\% Vx(1-%), x+ )\% Vx(1 —x)) gdjeje A =z1+, kvantil standardne
2
normalne distibucije.

Iz uzorka imamo relativnu fekvencijux = = % = 0.4, za pouzdanost y = 0.95

iz tablice o¢itamo A = zi+, = 1.96 i odredimo interval
2

_ 1 =/—/———= _ 1 =
(x - /\% Vx(1—-x), x + /\% Vx(1 —x))

1 1
(0.4-1.96 VOA(1=04), 04 +1.96 V041 = 04))
V2500 V2500

(0.38,0.42).

Parametar vjerojatnosti p s pozdanos¢uy = 0.95 poprimit ¢e vrijednosti uintervalu
(0.38,0.42).

Postotak glasova koje ¢e na izborima dobiti kandidat A s pouzdanos¢u 0.95 je
izmedu 38% i 42%.

PRIMJER 13.9 Ako Zelimo odrediti postotak p% glasova koje ¢e dobiti kandidat A na iz-
borima pravimo anketu. Koliki uzorak treba uzetida bi se za p odredio interval pouzdanosti
0.95 sirine 0.04?

RjeSenje: Parametar vjerojatnost p s pozdanosc¢u y poprimit ¢e vrijednosti u u

intervalu (x - /\% Vx(1=X%), x+ )\% Vx(1 -x)) gdjeje A =z1+, kvantil standardne
2

normalne distibucije.
1)

Sirina intervala 6 = 2/\# Vx(1 —x).
2

Kakojex(1 -Xx) < 411 moZemo ocijeniti veli¢inu uzorkan: n < —5
Za zadane 6 = 0.04, y = 0.95, dobivamo A = z1, =1.961i
2

(1”92

n< = 2401.

T2 004
Uzorak mora imati bar 2401 glasaca da bi s pouzdanoscu 0.95 interval povjerenja

za postotak bodova na izborima za kandidata A bio Sirok 0.04. (greska unutar
4%).
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13. INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE

13.5 Ponovimo

INTERVAL POVJEREN]JA ZA parametar ¢

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xn)
parametar t

pouzdanost y

interval povjerenjazat | P(G1 <t < Gp) >y

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE kad jen — oo

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xy), n=30
parametar U
pouzdanost y
interval povjerenjazat | P(G1 < u<Gy) >y
G =X-A%
Gy =X+ /\%
A Z1sy, kvantil N(0, 1)

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE NORMALNE distribucije

(varijanca poznata)

slu¢ajni uzorak (X1, X2, .y Xn), iz N(u,0?)
parametar o
pouzdanost Y
interval povjerenjazau | P(G1 S u<Gy) >y
G =X-A%
G =X+ )\%
A Z1sy, kvantil N(0, 1)

INTERVAL POVJERENJA ZA OCEKIVANJE NORMALNE distribucije

(varijanca nepoznata)
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13.5. Ponovimo

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xy), iz N(u, 02)
parametar i
pouzdanost y
interval povjerenjaza u | P(Gi < u<Gy) >y
Gi=X-A \j_
Gy=X+ )\%

A

z1+y, kvantil t(n — 1)
2

INTERVAL POVJERENJA ZA VJEROJATNOST BINOMNE distribucije

(veliki n)
slucajni uzorak (X1, X2, ..., Xy), iz B(n,p)
parametar p
pouzdanost y

interval povjerenja za u

P(G1<p<G2)>]/

Gi= - 3a-5

G =X+1L [Xa-X)

z1+y, kvantil N(0, 1)
2
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