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Poglavlje 14

INTERVAL POVJERENJA ZA
VARIJANCU

14.1 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU
NORMALNU distribucije
poznatog ocekivanja

MOTIV 14.1 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u,0?) nepoznate varijance o* i poznatog ofekivanja pu = 10. Uzet je uzorak
velicine n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval povjerenja

za varijancu o2 slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

TEOREM 14.1 Neka je (X1, X2, ..X,,) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) s nepoznatim parametrom varijancom o2, i poznatog ocekivanja y. Interval

povjerenja (G1, G,) za parametar varijance 6> s pouzdanoséu y &ine procjenitelji:

1 v 1 v
:—2 X — p)? i :—Z X; — p)?
G1 /\2 i:1(1 [J) le /\1 Z‘:1(1 V)z

gdje su Ay = z1y, Ay = 21y, kvantili hi-kvadrat distribucije x*(n),
2 2

1- 1
Fziy) = 5, Fz) = .
2

2

Dokaz: tko Zeli znati vise



14.1. u POZNATO

n
X. —
Neka je X ~ N(y, 0%),ondaje Y = Z(ZT{J)Z ~ X*(n).
i=1
Na intervalu (A1, Ap) :
n

P(A; < %Z(Xi — )% < Az) = F(Az) — F(Aq), 4.

i=1
P(—X(X WP <o? <—Z<X w?) = F(A2) = F().

Ako je zadana pozdanost y, P(G; < 02 < Gy) = y = H—V - 1_77/, onda moZemo

odrediti A1, A, tako da vrijedi F(A;) = 552, F(A) = 132 t] M =21y, h2 = 21y su
kvantili hikvadrat distribucije 13 (n).

n n
Progjenitelji G; = /% Z(Xi —u?, Gy = /\l Z(Xi — u)? ¢ine interval povijerenja
23 =

<—Z<X w? Z(X w?)

za parametar o slu¢ajne varijable X ~ N(, 0%) s pouzdano$éu .
Parametar varijanca 02 s pouzdano$¢u y poprimit ée vrijednosti u intervalu

1 n N 2l n e
(A_Z;(xl /J)//h;(xl {J) )/

gdjesu Ay = Ziy , A2 = Z1yy kvantili hikvadrat distribucije x(n).
Ako je tablica hlkvadrat d1str1buc1]e Y ~ x?(n), dana u obliku

4 L+y
P(Y>¢)=p,onda P(Y > Ap) = ——, P(Y > A1) = ——.

2

NAPOMENA 14.1 Ova procjena parametra varijance slucajne varijable
X ~ N(u, 0) poznatog oéekivanja moze koristiti za odredivanje Sirine inervala

. ,, 1 1
6:;@1-—#) (-3
uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja
1y » 1 v >
(/\—2 ;(xi — w5 T ;(xi - 1)),
gdje su Ay = Z1y, Ay = Z1yy kvantili hikvadrat distribucije x*>(n — 1).
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14. INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

NAPOMENA 14.2 Kvantili za hikvadrat distribuciju zan =5, %5,
1+y
F(ziy) = =L

0.95 | 0.9 0.95 | 0.99

B 10975 | 0995 | | 5L | 0.025 | 0.01

Ziy | 1283 [ 1675 | |z | 083 | 055
2 2

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 14.1 motiv

Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju
X ~ N(u,0?) nepoznate varijance o> i poznatog ocekivanja u = 10. Uzet je uzorak
velicine n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval povjerenja
za varijancu o2 slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.
Rjesenje: P(1- Y1, (xi — u)* < 0? <+ LiLy(xi — )?) = 7.
Zavarijancu 0%, poznatog ocekivvanja interval povjerenja pouzdanostiy je (%2 Yo (-
w)?, Ail (= w?), gdjesu Ay =z iy Ay =2z by kvantili hikvadrat distribucije

x2(n).
Zan=5 A =21, A =Z14y.

2

Iz tablice oéitavazmo zay =095 A1 =z1-, =0.83, A2 = z1,y =12.83.
2 2
5
Koristeci date vrijednosti iz uzorka Z(xi ~10=32+22+12+12=15
i=1

dobivamo interval povjerenja za o? :
1y 1y 1 1
— - u)?, — = 1)?) = (== - 15, — - 15) = (1.17, 18.07).
<A2;<x1 W Al;m W) = (55 15 gz 19 = (117, 18.07)
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14.2. u NEPOZNATO

14.2 INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU
NORMALNE distribucije
nepoznatog ocekivanja

MOTIV 14.2 U cCetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece
vrijednosti:

64.9,64.1,63.8,64.0.

Odredite interval povjerenja za varijancu tordoce s pouzdano$éu 99%.

TEOREM 14.2 Neka je (X1, X2, ..X,) slucajni uzorak slucajne varijable
X ~ N(u, 0%) s nepoznatim parametrom varijancom o, nepoznatog ocekivanja . Interval
povjerenja (G1, Ga) za varijance o* s pouzdanoséu y ine procjenitelji:

ke I U

G ,
! Ay A

gdje je 2 korigirana uzoracka varijanca, a Ay = z1-y, Ay = z1+y, kvantili hikvadrat
2 2

distribucije x*(n — 1),
Fzi,) = 3L, Fziy) = 5.
2 2

Dokaz: tko Zeli znati Se

Neka je X ~ N(y,02), ondaje Y = 55182 ~ y2(n - 1).
Na intervalu (/\1, /\2) : P(/\] < 110;2152 < Az) = F(Az) - F(Al) t]

-1 -1
p" Ve 2 Doy o iy,
A2 A
Ako je zadana pozdanost v, P(G1 < 02 < Gp) =y = % - 1—77/ i onda moZemo

odrediti A1, A, tako da vrijedi F(A1) = 1_TV,F(/\Q) = HTV §. A =215, A2 = 214
2 2

kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).

Procjenitelji G1 = %SZ, Gy = (HA—_IDS2 ¢ine interval povjerenja

n-Dop -Dm
( o n 5%)

za parametar o slu¢ajne varijable X ~ N(, 0%) s pouzdano$éu .
Parametar varijanca o> s pouzdano$éu y poprimit ée vrijednosti u u intervalu

Radni materijal 6



14. INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

1 1
( nAz )'57, (n— )’2

Akoje tabhca hikvadrat d15tr1buc1]e Y ~ )(Z(n — 1), dana u obliku
P(Y > €) = p,onda P(Y > Ay) = X, P(y > Ay) = 3L,

), gdjesud; =z1- y,Az = Z1y kvantili hikvadrat distribucije x*(n—1).

NAPOMENA 14.3 Ova procjena parametra varijance slucajne varijable
X ~ N(u, 0?) nepoznatog oéekivanja moZe koristiti za odredivanje

1 1

— (n — 1V (— — —
= (1= DR~ 1)

Sirine inervala uz zadanu pozdanost y za interval povjerenja

n-1m m-1o
( " S5, T S%),

gdje su Ay = z1y, Ay = z1+y kvantili hikvadrat distribucije x*(n — 1).

2 2

NAPOMENA 14.4 Kovantili za hikvadrat distribuciju za n = 4, x*(4),

F(Z 1+7 ) = 1+_)/
095 | 0.9 y | 095 099
By 10975 [ 0995 | | 12X | 0.025 | 0.01
Ziy | 1114 | 1486 | |z, | 048 | 021
2 2

PRIMJER 14.2 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o>

i nepoznatog ocekivanja u. Uzet je uzorak velicine
n = 5 i dobivena je vrijednost uzorka (7,8,10,9,9). Odredite interval povjerenja za

varijancu o slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

Rjesenje: P(( )52 < 52 < 1= 1)52) =

Za varijancu ¢? interval povjerenja pouzdanosti y je (%’5\2, @/5\2), gdje su
M =z15, Ay = z14, kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).

Zan= 25, iz tablicze o¢itavamo zay = 095, Ay = z1-, = 048,

Ao =z = 1114 i
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14.2. u NEPOZNATO

_ 1 1
Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka: x = - Xj = 5(7 +8+10+9+9)=8.6,
i=1
Y (i-%=32+22+12+12=15
i=1

(x; — 8.6)°

Mm

-2 _ YA
s = n—lz(xl X)) = —5 L

= 71((7 —~8.6)°+(8—8.6)>+(10-8.6)>+(9—-8.6)+(9-8.6%) =13

dobivamo interval povjerenja za o :

(n— 1)»2 n-1)-

G-1 G-1)
P o 57) = (

1 13 g 1Y) = (047,10.83).

(

PRIMJER 14.3 Neka slu¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o>

i nepoznatog oCekivanja u. Uzet je uzorak velicine
n = 5 i dobivena je vrijednost korigirane uzoracke varijance’s> = 0.64. Odredite interval

povjerenja za varijancu o> slucajne varijable s pouzdanoséu y = 0.95.

Rjesenje: P() 1)52 <o’< ”_1)52) =y.

Za varijancu ¢ interval povjerenja pouzdanosti y je ((" 1)52 - 1)SZ)

gdje su
A = z1y, Ay = 214, kvantili hikvadrat distribucije x?(n — 1).

Zan= 25, iz tablicze o¢itavamo zay = 0.95, Ay =z1-, =048,

Ay =z1y = 1114, i

Koristezéi date vrijednosti iz uzorka's?> = 0.64 dobivamo interval povjerenja za 02 :
(=D 1=V (6-1) o\ G-1)

-0.64, ———2 . 0.64) = (0.229,5.33).

( Az "M 11.14 0.48

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 14.4 motiv

U cetiri mjerenja Rockwellove tvrdoce jedne ploce radnici du dobili sljedece vrijednosti:
64.9,64.1,63.8,64.0.
Odredite interval povjerenja za varijancu tordoce s pouzdano$éu 99%.

Radni materijal 8



14. INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

Rjesenje:

(n— 1)52 (ﬂ )

Za varijancu o2 interval povjerenja pouzdanosti y je (5 SZ) gdje su

A=z iy Ay = Z1+7/ kvantili hikvadrat distribucije xX2(n-1).

Zan= 4 iy=0. 99 iz tablice za x?(3) o¢itavamo za A = z1, = 0.07
2
Ay =z = 12.84.
2

Koriste¢i date vrijednosti iz uzorka s> = 0.233 dobivamo interval povjerenja za

(722

m-1)o (n—-1)5 3 (3) _
5 T ) = (5357 0233, 5 g7 0:233) = (0.054,9.98).

Interval povjerenja za varijancu uz pouzdanost 99% je [0.05,9.98].

NAPOMENA 14.5 Intervali povjerenja za varijancu i standardnu devijaciju ako je n
veliki.
(@)zan> 30, P(—2L— < g2 < —200 = y,

(V2n-3+A7)2 (V2n—-3-7A)2
A= Ziny kvantili standardne normalne distribucije;

(b)zan>1OOP(\ A‘/—_<a<o+)\\/_)_y,

A = z1+y kvantili standardne normalne distribucije.
2

PRIMJER 14.5 Uzet je uzorak veli¢ine 100 za visinu 18-godisnjakinja i dobivene su
vrijednosti za uzoracku aritmeticku sredinu X = 165 cm i uzoracku varijancu o2 =
5.8% cm.
Pretpostavimo da visina djevojaka ima normalnu distribuciju.
(a) Odredite interval povjerenja za ocekivnje u (srednju visinu) s pouzdanoscu
y = 0.95.
(b) Odredite interval povjerenja za standardnu devijaciju o s pouzdanoséu
y = 0.95.
(c) Koliki treba biti uzorak da s pouzdanoséu y = 0.95 standardna devijacija

ne odstupa od uzoracke standardne devijacije vise od 5%?

Rjesenje:

(@)zan>30,P(X-A “/’_ <p<X+A \/_) =y, A = z1 kvantili standardne
2

normalne distribucije
_ T — T
X—A—=<pu<x+A—
( N \/ﬁ)
5.8

5.8
= (165-1.96 < @ <165.+1.96———) = (163.8,166.2).
V100 # V100

9 Radni materijal



14.2. u NEPOZNATO

_ 1o pe iy A - il
(b) zan > 100, P(c /\‘/2_”<o<a+/\m)—y,A—z%kvantlh

standardne normalne distribucije

o —~ o
— <u<o+i—)

V2n V2n
= (5.8-1.96—

(-7

5.8
<p<58+196——) = (4.9,6.6).
V200 : V200

(c) P(c — /\\/% <o<o+ )\\%) =y, A= Ziy kvantili standardne normalne
distribucije.
— 58 58y - i v 58 . 59
Iz P(5.8 — 1.96 Tor <O < 5.8 +1.96 @) =0.951i uvjeta 1.96 o < 5.8-5%

zaklju¢ujemo da je za n > 769.

y 1090 | 095 | 0.99
— | 0.95]0.975 | 0.995
Ziy | 1.65 | 1.96 | 2.58
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14. INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU

14.3 Ponovimo

INTERVAL POVJEREN]JA ZA VARIJANCU NORMALNE distribucije

(otekivanje poznato)

slucajni uzorak

(X1, X2, ..., Xy), iz N(u, 02)

parametar

o2

pouzdanost

4

interval povjerenja za o

2

P(G1<0d*<Gy) 2y

G = /\lz Z?:1(Xi - [«l)z

Gi= 1 Ll (X — p)?

M

z1, kvantil x?(n)
2

Ao

Z1yy, kvantil x?(n)
2

INTERVAL POVJERENJA ZA VARIJANCU NORMALNE distribucije

(ocekivanje nepoznato)

slu¢ajni uzorak

(Xll XZ/ ceey Xn)/ iz N(y/ 02)

2

parametar o
pouzdanost y
interval povijerenja za 0> | P(G1 <02 < Gy) >y
—n-1 Q2
Gi=5%"5

—n=1l g2
Gy = 0 S

M

z1-y, kvantil 2(n-1)
2

Z1+y, kvantil x2(n—-1)
2

11
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