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Poglavlje 15

TESTIRANJE HIPOTEZA

Teorija testiranja statistickih hipoteza sastoji se u odredivanju kriterija na osnovu
kojeg pomocu eksperimentalnih vrijednosti slucajne varijable moZemo odluéiti
prihvacamo li ili odbacujemo hipotezu. Parametarske hipoteze odnose se na
parametre poznate funkcije distribucije slucajne varijable, a neparametarske se
odnose na nepoznatu razdiobu.

Definicija 15.1 (STATISTICKA HIPOTEZA)

Statisticka hipoteza je bilo koja pretpostavka o distribuciji neke slucajne varijable
(slucajnog vektora). Neparametarska hipoteza je pretpostavka o funkciji distribucije neke
slucajne varijable. Parametarska hipoteza je pretpostavka o parametrima poznate dis-
tribucije neke slucajne varijable. Statisticke hipoteze oznacavamo s Ho, Hy, .., Hy.

PRIMJER 15.1 Ho(A = Ag) je parametarska hipoteza za parametar A u Poissonovoj
distribuciji.

Definicija 15.2 (PROSTA HIPOTEZA)
Parametarska hipoteza je prosta hipoteza ako sadrZi samo jednu pretpostavku o
parametru (npr. Ho(u = po)). Parametarska hipoteza je sloZena ako se sastoji od konacno

ili beskonacno mnogo prostih hipoteza
(npr. Hi(u > po), Hi(u < po), Hi(p # po)).

Definicija 15.3 (STATISTICKI TEST)

Testiranje statistickih hipoteza mogucée je ako postaje barem dvije alternativne hipoteze:
Hy nul-hipoteza i njoj alternativna Hy hipoteza (u nekom smislu suprotna). Statistiku
T na uzorku (X1, X, ..., Xn) pomocu koje se donosi odluka o prihvaéanju nul-hipoteze
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ili prihvaéanju neke od alternativno postavljenih hipoteza ako je dobivena vrijednost
slucajnog uzorka (x1,x2,...,X,) zovemo statistickom testom. Test statistika ima svoju
poznatu distribuciju.

PRIMJER 15.2 Neka je nul-hipoteza Ho(p = po) za slucajne varijable koje imaju B(1, p)
binomnu distribuciju.

1 n
Test statistika T = - Z X; ima normalnu distribuciju T ~ N(p, 1p(1 — p)), zan — oo.
i=1

Definicija 15.4 (GRESKA PRVE VRSTE, NIVO ZNACAJNOSTI)

Testom je napravljena greska prve vrste ako se nije prihvatila ispravna nul-hipoteza.
Vjerojatnost da se napravi greska prve vrste naziva se nivo (razina) znacajnosti i oznacava
sa.

Definicija 15.5 GRESKA DRUGE VRSTE, JAKOST TESTA

Testom je napravljena greska druge vrste ako se prihvatila lazna nul-hipoteza.
Vierojatnost da se napravi greska druge vrste oznacava s f.
Vjerojatnost da se ne napravi greska druge vrste zove se jakost testa oznacavasn, n = 1-p.
(Jakost testa je vjerojatnost da se odbaci lazna nul-hipoteza.)

Definicija 15.6 Kriticno podrucje

Vrijednost ty, statistike T na uzorku (X1, Xo, ..., X)) na osnovu koje odluc¢ujemo prihva-
camo li ili odbacujemo nul-hipotezu Hy zove se kriticna tocka.

Skup vrijednosti statistike T za koje se prihvaca Hy zove se podrucje prihavéanja nul-
hipoteze, a skup vrijednosti statistike T za koje se ne prihvaca Hy zove se kriticno podrucje.
Jednostrano kritiéno podrucje moZe biti odredeno s uvjetom T > ty, za ty, > 0 ili uvjetom
T <ty za ty, <O.

Dvuostrano kriticno podrucje odredeno je s uvjetom T < tyq i T > tyyn za ty < tgo.

NAPOMENA 15.1 Neka je zadan nivo znacajnosti « i test statistika T za parametarsku
hipotezu Ho(parametar = parametary).
(a) Za dvostrani test:

Hy (parametar = parametar)

Hj (parametar # parametar)

kriticne tocke ti1, tio, odredujemo iz uvjeta
P(T <tyn) =5, P(T > tip) = 5;

b =2g ity = 21-9
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

su kvantili za F, funkciju distribucije test statistike T.
Ako je vrijednost test statistike t € (ty1, tir2) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace pri-
hvaéamo alternativnu hipotezu Hj.
(b) Za jednostrani test:
Ho(parametar = parametary)

Hi(parametar < parametary)

lijevu kriticnu tocku (t, < 0) odredujemo iz uvjeta
P(T <ty)=a;
tyr = zq je kvantili za F, funkciju distribucije test statistike T.
Ako je vrijednost test statistike t € (ty,, 00) prihvaéamo nul-hipotezu Hy, inace prihvacamo
alternativnu hipotezu H;.
(c) Za jednostrani test:
Ho(parametar = parametary)

Hi(parametar > parametary)

desnu kriticnu tocku (t, > 0) odredujemo iz uvjeta

P(T > ty) = o

ter = Z1-o je kvantili za F funkciju distribucije test statistike T.

Ako je vrijednost test statistike t € (—o9, ty,) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace pri-

hvaéamo alternativnu hipotezu Hj.

t, ty

7

Slika 15.1: Kriti¢no podrugje za jednostrani (lijevi i desni) test.

NAPOMENA 15.2 Vrijednosti a, B ovise o ty,. Zelimo da obe greske budu male a to je
kontradiktorno (ako o opada, ty, se mice u desno i f raste.)

U praksi se na pocetku izabere o« = 0.05 ili & = 0.01, zatim se odredi ty, i na kraju se
izracuna . Ako je g veliko onda ponavljamo test pomocu vecéeg uzorka.
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tkr 1 ter

Slika 15.2: Kriti¢no podrugje za dvostrani test.

NAPOMENA 15.3 Svi teoremi o testiranju hipoteza o parametrima (ocekivanje, vjero-
jatnost i varijanca) su dani bez dokaza. Dokazi se temelje na rezultatima dobivenim u
poglavlju Intervali povjerenja i u uvodu objasnjenog postupka.
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

15.1 TEST HIPOTEZE ZA VJEROJATNOST BI-
NOMNE DISTRIBUCIJE

n — oo

MOTIV 15.1 Proizvodac lijeka tvdri da je lijek za alergiju djelotvoran 90% u vremen-
skom razdoblju od 8 sati tako da se ukloni alergijska reakcija koZe. Lijecnik je vrsio
istraZivanje. Na uzorku od 200 pacijenata s alergijskim problemima lijek je bio ucinkovit
kod njih 160. Koji je zakljucak lije¢nik dobio- treba li vjerovati deklaraciji proizvodaca?
Pretpostavimo da je odluku donio uz razinu znacajnosti 1% tj. vjerojatnost da je odbacio
istinitu tordnju je 1%.

TEOREM 15.1 Ako je broj ponavljanja u Bernoullijevoj shemi veliki onda za param-
etarsku hipotezu Ho(p = po) test statistika

T= Y P
vpo(1 = po)
ima standardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).
Neka je zadan nivo (razina) znacajnosti a.

(a) Za dvostrani test:

nul-hipoteza Ho(p = po) i alternativna Hy(p # po)
kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

04
P(T < ti) = 5 P(T > ti) = =

it = 24, bk = 21-g SU kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(0,1).
Ako je vrijednost test statistike

t= _Po ter1, tkr2) prihvacamo nulhipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu
\/_ (p (1 ( krl k1’2)
H;.

(b) Za jednostrani test:

nul-hipoteza Ho(p = po) 1 alternationa Hy(p < po)
kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T < ty,) = a;

kr = Za je kvantili za F¥, funkciju distribucije T ~ N(0,1).
Ako je vrijednost test statistike

t_\/_\/pu

Hi.
(c) Za jednostrani test:

€ (tgr1, o) prihvacamo nul-hipotezu Hy, ina¢ prihvaéamo alternativnu
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15.1. ZA VJEROJATNOST

nul-hipoteza Ho(p = po) i alternativna Hy(p > po)

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T > ty,) = a;

tr = z1-q je kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(O, 1).
Ako je vrijednost test statistike

t= i ¢ —00, t,) prihvaéamo nul-hipotezu Hy, ina¢ prihvacamo alternationu
P p p

Vpo(1-po)
H;.

PRIMJER 15.3 Napravljen je slucajni pokus bacanje novcica. Pokus je ponovljen
n=4040 puta i dobiveno je 2048 grbova. Znamo da je uspjeh u pokusu binomna slucajna
varijabla s parametrom p vjerojatnost da padne grb. Testiramo nulhipotezu Hy(p = 0.5)
tj. testiramo hipotezu da je novci¢ ispravan. Alternativna hipozeza je Hi(p # 0.5). Neka
je nivo znacajnosti o = 0.05.

Rjesenje: Postavljamo hipoteze:

nul-hipoteza Hy(p = 0.5)

alternativna hipoteze Hi(p # 0.5) Hi(p <0.5)i Hi(p > 0.5).

Za zadani a = 0.05 provjeravamo dvostrani test.

t1 = 20.025, tr2 = Z0.975 su kvantili standardne normalne distribucije F*.

—ti1 = Z1-0.025 = 20975 = 1.96, =t = —1.96, ti0 = 20975 = 1.96.

Podrugje prihvaéanja za nul-hipotezu Hy(p = 0.5) za nivo znacajnosti
a = 0.05je (t, tz) = (=1.96,1.96).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., X;), je

— 2048
_ 2048 _ 5
= Vi——P% _ \apa0. —240 "2 _ ).88104.

po(1 = po) \J05-(1-05)

Kako je t € (tx1, tr2) unutar podrucja prihvatljivosti nul-hipoteze, prihvacamo
nul-hipotezu Hy(p = 0.5), nov¢ié je ispravan.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.4 motiv

Proizvodac lijeka tvdri da je lijek za alergiju djelotvoran 90% u vremenskom razdoblju
od 8 sati tako da se ukloni alergijska reakcija koZe. Lijecnik je vrsio istraZivanje. Na
uzorku od 200 pacijenata s alergijskim problemima lijek je bio u¢inkovit kod njih 160. Koji
je zakljucak lijecnik dobio- treba li vjerovati deklaraciji proizvodaca? Pretpostavimo da je
odluku donio uz razinu znacajnosti 1% tj. vjerojatnost da je odbacio istinitu tordnju je
1%.
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

RjeSenje: Postavljamo hipoteze:
Ho(p = 0.9), deklaracija o lijeku je isprvna

Hi(p < 0.9) deklaracija je laZzna.

U zadatku je zadano a = 0.01, pp = 0.9, x = %, n = 200.
X bl po

Test statistika je T = Vn
po(1 = po)

i ima standardnu normalnu distribuciju

T ~N(0,1), n — co.
Za jednostrani test, kriticnu toc¢ku #, odredujemo iz uvjeta P(T < ti,) = a. Tako je
tir = zo kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(0, 1).
Kriti¢na tocka je ty, = z4 = —21-o = —2.33.
Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(p = 0.9) za nivo znacajnosti
a = 0.01 je (tx,, 00) = (—2.33, 00).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., X»),

X = po 300 — 0-

b= Vn———— = V200 —22——— = -4.72.

Kako t ¢ (tx,, o) nije unutar podrucja prihvatljivosti nul-hipoteze, prihvacamo
alternativnu Hi(p < 0.9) tj. deklaracija nije vjerodostojna uz razinu znacajnosti
1%.

9 Radni materijal



15.2. ZA OCEKIVANIJE 1 > 30

15.2 TESTIRANJEHIPOTEZE ZA OCEKIVANJE
NORMALNE DISTRIBUCIJE

kad je varijanca poznata

(izan>30)

MOTIV 15.2 Prekidna ¢vrstoéa kablova proizvedenih u jednoj tvornici ima uzoracku ar-
itmeticku sredinu 815 kg i standardnu devijaciju 45 kg. Novom tehnologijom u proizvod-
nom procesu tordi se da je prekidna cvrstoéa poveéana. Da testira tu tvrdnju kontrolor
je testirao 50 kablova i dobio uzoracku aritmeticku sredinu 840 kg. Hoce li kontorlor
prihvatiti tordnju proizvodaca uz razinu znacajnosti 1%.

U 13. i 14. poglavlju (Intervali povjerenja) uocili smo da pomocu statistika
T(X1, ..., X;) donosimo zaklju¢ke o parametrima teorijske distribucije (o¢ekivanje u
i varijanca 02). U slu¢aju velikog uzorka sve statsitike imaju normalnu distribuciju
N(u, %) bez obzira o teorijsku distribuciju populacije. Zato, za velike uzorke,

=2

ako nije poznata varijanca, moZemo korigiranu uzoracku varijancu s* i uzoracku

-2 2

varijancu o~ uzeti za procjenu o-.

TEOREM 15.2 Neka je (X1, X>,..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima
poznatu distribuciju (normalna) s nepoznatim parametrom ocekivanje u i poznatom var-
ijancom o2 (ili poznatom korigiranom uzorackom varijancoms?). Ako je veliki uzorak
(n — o0) za parametarsku hipotezu Ho(u = o) test statistika T = \/ﬁ% ima stan-
dardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).

Neka je zadan nivo (razina) znacajnosti av.

(a) Za dvostrani test:

nul-hipoteza Ho(u = po) i alternativna Hy (i # po),

kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

o a
P(T < tkrl) = E/ P(T > ter) = E}

bt = 24, bk = 21-g SU kvantili za F*, funkciju distribucije T ~ N(0, 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),

t= n@ € (tkr1, tira) prilvaéamo nulhipotezu Hy, inace prihvacamo alternativnu Hy.
(b) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Ho(u = o) i alternativna Hy(u < po),

Radni materijal 10



15. TESTIRANJE HIPOTEZA

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T < ty,) = a;
tyr = zq je kvantil za F*, funkciju distribucije test statistike T ~ N(0, 1).
Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xn),

t=n x_oy L € (tyy, 00) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternationu Hy.

(c) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Ho(u = o) i alternativna Hy(u > o),

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T > t,) = a;

tr = 21-q je kvantil za F¥, funkciju distribucije test statistike T ~ N(0, 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, X2, ..., Xu),

t= \/ﬁ;% € (=09, t,) prihvacamo nul-hipotezu Hy, inace prihva¢amo alternativnu H;.
PRIMJER 15.5 Slucajnavarijabla X ~ N(u, 0% = 4). U uzorku velicine n=25 vrijednost
uzoracke aritmeticke sredine je x = 14.7. Za nivo znacajnosti a = 0.01 testirati

(a) nul-hipotezu Ho(p = 16) i alternativnu hipotezu Hy(u # 16),

(b) nul-hipotezu Ho(u = 16) i alternationu hipotezu Hq(u < 16).

RjeSenje :

Zadan je uzorak iz normalne distribucije pa za parametarsku hipotezu Ho(u = o)
test statistika T = Vn % ima standardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).
Nivo znacajnostije a = 0.01,in = 25.

(a)Testiramo:

nul-hipotezu Ho(u = 16) i alternativnu hipotezu Hy(u # 16),

Kriti¢ne tocke su kvantili za F* :

t1 =23 = 20005, —tkr1 = 20995, —t1 =2.58, b1 = —2.58.

trz = 21-2 = 20995, tr2 = 2.58.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 16) za nivo znacajnosti a = 0.01 je
(tr1, trern) = (—2.58,2.58).

Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., X;),

t= \/ﬁ@ = \/ﬁw = —3.25 ¢ (tk1, trr2) pa odbacujemo nul-hipotezu Hy(u =
16) i prihva¢amo alternativnu hipotezu H; (1 # 16).

(b) Testiramo:

nul-hipotezu Ho(u = 16) i alternativnu hipotezu Hq(u < 16).

Kriti¢na toc¢ka je kvantili za F* : ty, =z, = 2001, t,y = —2.33.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = po) za nivo znacajnosti a = 0.01 je
(ter, 0) = (—2.33, ).
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15.2. ZA OCEKIVANIJE 1 > 30

Vrijedng)st test statistike T(Xq, Xo, ..., X3),
t = \/ﬁ% = V25- % = -3.,25 ¢ (-2.33, ), pa odbacujemo nul-hipotezu i
prihva¢amo alternativnu hipotezu H; (i < 16).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.6 motiv

Prekidna ¢vrstoéa kablova proizvedenih u jednoj tvornici ima uzoracku aritmeticku
sredinu 815 kg i standardnu devijaciju 45 kg. Novom tehnologijom u proizvodnom procesu
turdi se da je prekidna cvrstoéa poveéana. Da testira tu tvrdnju kontrolor je testirao 50
kablova i dobio uzoracku aritmeticku sredinu 840 kg. Hoce li kontorlor prihvatiti tordnju
proizvodaca uz razinu znacajnosti 1%.

RjeSenje:
Uzorak je veliki n > 30, pa za parametarsku hipotezu Ho(u = po) test statistika
T = \/ﬁ% ima standardnu normalnu distribuciju T ~ N(0, 1).
Testiramo:
nul-hipoteza Ho(u = 815) i alternativna H;(u > 815)
pomocu jednostranog testa.
U zadatku su poznati podatci n = 50, ¢ = 45, X = 840, a = 0.01.
Za veliki uzorak standardnu devijaciju o procijenit ¢emo sa uzoractkom devijaci-
jom 0. Za jednostrani test, kriti¢nu totku f, odredujemo iz uvjeta P(T > t;,) = a;
ter = z1-a = 2.33 je kvantil standardne normalne distribucije.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 815) za nivo znacajnosti 0.01 je
(—00,2.33).
Vrijednost test statistike T(X1, X», ..., Xy),
t = \/ﬁ;% = @% = 3.93 ¢ (—0,2.33) pa odbacujemo nul-hipotezu i
prihva¢amo alternativnu hipotezu Hi(u > 815. Kontrolor ¢e prihvatiti tvrdnju
proizvodaca o poboljsanju prekidne ¢vrstoce.
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

15.3 TESTIRANJEHIPOTEZA ZA OCEKIVANJE
NORMALNE DISTRIBUCIJE

kad je varijanca nepoznata

MOTIV 15.3 Da testira prekidnu cvrstoéu uZadi kontrolor je testirao 6 uZadi i dobio
uzoracku aritmeticku sredinu 3515 kg i korigiranu uzoracku varijancu 66 kg. Proizvodac
turdi da je 3630 kg. Hoce li kontorlor prihvatiti tordnju proizvodaca uz razinu znacajnosti
1%.

MOTIV 15.4 I[zvrSena su mjerenja tlacne cvrstoce [CI%] uzorka betona visoke kvalitete
(A) i obicnog betona (B). Dobiveni su sljedece vrijednosti

A | 357 356 413

B | 346 358 302
Pretpostavimo da su tlacne Cvrstoce normalno distribuirane i da imaju jednake var-

ijance. Testirajte hipotezu da je oba tipa betona imaju jednaka ocekivanja yy = up uz
alternativnu hipotezu da je 11 > U, uz razinu znacajnosti 5%.

TEOREM 15.3 Neka je (X1,X2,..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima
normalnu distribuciju s nepoznatim parametrom oCekivanje i i nepoznatom varijancom
02. Za parametarsku hipotezu Ho(u = po) test statistika

X - X -
T= et = o2 i
S 5

ima Studentovu distribuciju T ~ t(n — 1).

Neka je zadan nivo (razina) znacajnosti a.

(a) Za dvostrani test:

nul-hipoteza Ho(u = o) i alternativna Hy(u # o),
kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

a a
P(T < tyn) = 5 P(T > tiy0) = >

bl = 2Zg, ta = Z1-g SU kvantili za F, funkciju distribucije T ~ t(n —1).
Ako je vrijednost test statistike T(X1, X2, ..., Xu),
t= \/ﬁ% € (tkr1, tkrp) prihvacamo nulhipotezu Hy, inace prihvacamo alternationu H;.
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15.3. ZA OCEKIVANJE normalne

(b) Za jednostarni test:

nul-hipoteza: Ho(u = o) i alternativna Hi(u < po), kriticnu tocku ty, odredujemo iz
uvjeta P(T < ty,) = a.

tyr = zq je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),

t=4n %_/Sflo € (txy, ) prihvaéamo Hy, inace prihvacamo alternativnu Hy.

(c) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Ho(u = po) i alternationa Hyi(u > o) kriticnu tocku ty, odredujemo iz
uvjeta P(T > ty,) = a;

tkr = z1-a, je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).

Ako je v_rijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),

t=+n x_;“o € (=00, t,) prihvacamo nulhipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu Hy.

NAPOMENA 15.4 Kvantili za Studentovu distribuciju zan =5, t(4),
F(zy)=a:

a | 005 | 0.01
a | 005 | 001 —

¢ 1 0.025 | 0.005
zo | -2.13 | -1.53

zg | —2.78 | —4.60
210 | 213 | 153 2

zi-a | 278 | 4.60

PRIMJER 15.7 Neka slu¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u, 0%) nepoznate varijance o*. Uzet je utorak velic¢ine n = 5 i dobivena je vrijednost
uzoracke aritmeticke sredinex = 10.2,ivrijednost korigirane uzoracke varijances® = 0.64.
Za nivo znacajnosti a = 0.05 testirati

(a) nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternativnu hipotezu Hy(u # 10),

(b) nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternationu hipotezu Hy(u < 10).

RjeSenje:
Za parametarsku hipotezu Ho(u = o) test statistika

X — X —
T= et = o2
S Y

ima Studentovu distribuciju T ~ t(n — 1).

Za nivo znacajnosti a = 0.05in =5 (a) testiramo:
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternativnu hipotezu Hy(u # 10).
Zaa=0.05 n-1=4,
kriti¢ne tocke su kvantili Studentove distribucije (5 — 1) :

tn = z¢ = 20025, —t1 = 20975, —tkn = 2.78, tn = =278,

e = 21-¢ = 20995, tr2 = 2.78.

Podrugje prihvacanja za nulhipotezu Ho(u = o) za nivo znacajnosti a = 0.05 je
(tkr1, ter) = (=2.78,2.78).

Vrijedn9st test statistike T(X1, X, ..., Xy),

t= Vn=E = V5. 10240 = 055902 € (ty1, tir2) je upala u podrugje prihvacanja,
pa prihva¢amo nulhipotezu Hy(u = 10).

(b) Testiramo:
nul-hipotezu Ho(u = 10) i alternativnu hipotezu Hq(u < 10).
Za a = 0.05 kriti¢na tocka je kvantil Studentove distribucije £(5 — 1) :

thr = Za = 2005, —tr = 2095, —tr =213, t, =—2.13.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 10) za nivo znacajnosti a = 0.05 je
(tkrr oo) = (_213/ OO)

Vrijedno_st test statistike T(X1, X, ..., Xy),

t = \/Ex—;o = 5. % = 0.559 € (-2.13,00) pa prihvacamo nul-hipotezu

Ho(u = 10).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.8 motiv

Da testira prekidnu ¢vrstocu uzadi kontrolor je testirao 6 uZadi i dobio uzoracku
aritmeticku sredinu 3515 kg i uzoracku standardnu devijaciju 66 kg. Proizvodac tvrdi da
je 3630 kg. Hoce li kontorlor prihvatiti tordnju proizvodaca uz razinu znacajnosti 1%.

Rjesenje:
Testira se:
nul-hipoteza Hy(u = 3630) i alternativna H(u < 3630)
pomocu jednostranog testa.
Test statistika T = n% = Vn-1 % ima studentovu distribuciju T ~
t(n—1).
Za jednostrani test kriti¢nu toc¢ku t, odredujemo iz uvjeta P(T < ti,) = a.

15 Radni materijal



15.3. ZA OCEKIVANJE normalne

tkr = za, je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).
Zaa=001in=6,t, =z, = 2001, —tkr = 20,99, —tgy = 3.37, ty, = —3.37.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(u = 3630) za nivo znacajnosti a = 0.01
je (=3.37, ).

Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., Xy),

t = \/nTli%yo = 5. $12-3630 = _3.89 ¢ (-3.37,0) pa ne prihvacamo nul-
hipotezu Ho(u = 3630), nego alternativhu Hi(u < 3630). Kontrolor ¢e odbaciti

tvrdnju proizvodaca s razinom znacajnosti 1%.

NAPOMENA 15.5 Nekasu (X1, Xp,...Xn)i(Y1,Y2, ..., Yy) zadana dva slucajna uzorka
iz normalne distribucije nepoznatih ocekivanja uy i po ali jedankih varijanci G% = o%. Ako
testiramo Ho(u1 = p2)

uz alternativne hipoteze Hy (11 > up) ili Hi(p1 < mug) ili Hi(u1 # p2)

definiramo i = p1 — po i testiramo Ho : u =0

uz alternatione hipoteze Hy(u > 0) ili Hy(u < 0) ili Hi(u # 0).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 15.9 motiv
IzvrSena su mjerenja tlacne Corstoce [C%] uzorka betona visoke kvalitete (A) i obicnog
betona (B). Dobiveni su sljedece vrijednosti

A | 357 359 413
B | 346 358 302

Pretpostavimo da su tlacne cvrstoce normalno distribuirane i da imaju jednake var-
ijance. Testirajte hipotezu da je oba tipa betona imaju jednaka ocekivanja py = po uz
alternativnu hipotezu da je 1 > o, uz razinu znacajnosti 5%.

RjeSenje:
Definiramo novu varijablu razlike ¢vrstoca D i uzorak razlike ¢vrstoca

]A-B \ 1 1 111

Uzoracaka aritmeticka sredina za D je d = 41, a korigiranqauzoracka varijanca

s2, = 3700
Za ovaj uzorak testiramo nul-hipotezu Ho(u = 0)

X~ s
guo koja ima

uz alternativnu hipotezu Hy (1 > 0). Koristimo test statistiku T = v/n
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

studentovu distribuciju T ~ t(n — 1).
Za jednostrani test, kriticnu to¢ku t;, odredujemo iz uvjeta P(T > t;,) = a.
tkr = z1-a, je kvantil za F, funkciju distribucije test statistike T ~ t(n — 1).
U zadatku je zadana razina znacajnosti @ = 0.05in = 3 pa iz tablice (2) o¢itavamo
tr = Z1-o = 2.92.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(u = 0) za nivo znacajnosti @ = 0.05
je (—00,2.92). i
Ako je vrijednost test statistike t = n% € (txr, 00) prihvacamo nul-hipotezu,
inace prihvaéamo alternativnu.
t = V335 = 1167 € (-,2.92), pa prihvacamo nul-hiptezu Hp : u = 0, tj.
nul-hipotezu Ho(u1 = po).

S razinom znacajnosti 5% prihva¢amo hipotezu da oba betona imaju jednaka

ocekivanja ¢vrstoce.
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15.4. ZA VARIJANCU

15.4 TESTIRAN]JE HIPOTEZA za varijancu nor-

malne razdiobe

MOTIV 15.5 Ocekivana masa palete opeka je 1166.4 kg. Standardna devijacija mase
palete opeka je 5.5 kg. Kontrolor je testirao uzorak od 20 paleta i dobio uzoracku standardnu
devijaciju 6.5 kg. MoZe li kontrolor zakljuciti da je standardna devijacija u porastu uz

nivo znacajnosti 5%?

TEOREM 15.4 Neka je (X1, X2, ..Xy) slucajni uzorak slucajne varijable X koja ima nor-
malnu distribuciju s nepoznatim parametrom varijancom 2. Za parametarsku hipotezu
Hy(o? = 03) test statistika

-1 -
T="1r-9=2.7
9 o)

ima hikvadrat distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode T ~ x*(n — 1).
Neka je zadan za nivo (razina) znacajnosti a.

(a) Za dvostarni test:

nul-hipoteza Hy(0? = og) i alternativna Hy(0? # ag),

kriticne tocke ty,1, tkrp, odredujemo iz uvjeta

a a
P(T < tkrl) = E’ P(T > ter) = E

bl = 2g, b = 214 SU kvantili za funkciju distribucije xX2(n—=1).
Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xu),

t= 055 € (i, o)

prihvacéamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu Hy.
(b) Za jednostrani test:

nul-hipoteza Hy(0? = aé) i alternationa Hy (0% < a%),

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T < ty,) = a.

tiy = za je kvantil za funkciju distribucije x*(n — 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xn),

t= %@‘2 € (ty, )

prihvacéamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu Hy.
(c) Za jednostarni test:

nul-hipoteza Hy(0? = o%) i alternativna Hy(0® > o%),

kriticnu tocku ty, odredujemo iz uvjeta P(T > ti,) = a.

tiy = Z1-q, je kvantil za funkciju distribucije x*(n — 1).

Ako je vrijednost test statistike T(X1, Xa, ..., Xy),
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

t= 105 € (—oo, tyy)

o % . o ,
prihvaéamo nul-hipotezu Hy, inace prihvaéamo alternativnu Hy.

ty

7

Slika 15.3: Kriti¢no podrugje za jednostrani (lijevi i desni) test.

NS

S][s

Slika 15.4: Kriti¢no podrugje za dvostrani test.

NAPOMENA 15.6 Kovantili za hikvadrat distribuciju za n = 4, x*(4),

tkrl

ter

F(zp)=a:
a | 005 0.01
zo | 0.71 | 0.29
Z1—q | 948 | 11.27

a | 0.05 | 0.01
¢ 10.025 | 0.005
zg | 048 | 021
z_e | 11.14 | 14.86

PRIMJER 15.10 Neka slucajna varijabla ima normalnu distribuciju

X ~ N(u,0%). U uzorku velicine n = 5 vrijednost korigirane uzoracke varijance je

t

7
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15.4. ZA VARIJANCU

s? = 0.64 Za nivo znacajnosti a = 0.05 testirati
(a) nul-hipotezu Ho(o? = 0.82) i alternativnu hipotezu Hy(c* # 0.8),

(b) nul-hipotezu Ho(o? = 0.8?) i alternationu hipotezu Hy(0* < 0.8).

RjeSenje:
Za parametarsku hipotezu Ho(o? = 0?) test statistika

n-1 n =
T=— /?:_2.22
9 o

ima hikvadrat distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode T ~ x(n=1).

(a) Testitamo:
nul-hipotezu Hy(0? = 0.8?) i alternativnu hipotezu H; (% # 0.82),

Za a = 0.05, n = 5 kriti¢ne totke su kvantili distribucije x?(4) :
tkn = z¢ = 20025, b1 = 0.48,

to = 21-¢ = 20995, iz =11.14.

Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(c? = 0.8%) za nivo znadajnosti
a = 0.05je (tx1, trz) = (0.48,11.14).

Vrijednost test statistike T(X1, X», ..., Xy),

t= (’:21)52 = 0.4@0.64 =4 € (0.48,11.14) pa prihvac¢amo nul-hipotezu Hj.
(b) Testiramo:

nul-hipotezu Hy(0? = 0.8?) i alternativnu hipotezu H; (02 < 0.8?).
Za a = 0.05, n = 5, kriti¢na tocka je kvantil distribucije x*(4) :
tkr = Zq = 20.05, tkr =0.71.
Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Ho(o? = 0.64) za nivo zna&ajnosti & = 0.05
je (tkr, o0) = (0.71, 00).
Vrijednost test statistike T(X1, X», ..., Xy),
p= b2 o 0%0.64 =4 € (0.71, o0) pa prihva¢amo nul-hipotezu Ho(o? = 0.64).

%
Prisjetimo se motivacijskog primjera:
PRIMJER 15.11 motiv
Ocekivana masa palete opeka je 1166.4 kg. Standardna devijacija mase palete opeka je
5.5 kg. Kontrolor je testirao uzorak od 20 paleta i dobio uzoracku standardnu devijaciju 6.5

kg. Moze li kontrolor zakljuciti da je standardna devijacija u porastu uz nivo znacajnosti
1%?
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

Rjesenje :
U zadatku su zadani n = 20, ¢ = 6.5, i nivo znacajnosti a = 0.01.
Ako se testira:
nul-hipoteza Hy(o = 5.5) i alternativna Hy(o > 5.5),
pomocu jednostranog testa, izabiremo test statistiku

T=1%2

%0

koja ima hikvadrat distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode T ~ x%(19).
Kritiénu to¢ku ti, odredujemo iz uvjeta P(T > ty,) = a.
ty = Z1-4, je kvantil za funkciju distribucije x?(n — 1).
Za nivo znacajnosti @ = 0.01 o¢itamo iz tablice x*(19) vrijednost t, = zg.99 = 36.19.
Podrugje prihvacanja za nul-hipotezu Hy(o = 5.5) je (=0, 36.19).
Vrijednost test statistike T(X1, Xo, ..., X;),

t = Uﬂgffz = % - 6.52 = 34.35 € (-0,36.19), pa prihvaéamo o nul-hipotezu
Hy(o =5.5).

Kontrolor ¢e zaklju¢iti da se standardna devijacija nije poveéala uz nivo znacajnosti
1%.
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15.5. Ponovimo

15.5 Ponovimo

TEST HIPOTEZA za parametar ¢

slucajni uzorak

(Xl/ XZ/ sy Xn)

parametar t
nivo (razina) znacajnosti | a = 0.01ili 0.05
nul-hipoteza Hy(t = to)

alternativna hipoteze

Hy(t # to), Ho(t < to) ,Ho(t > to)

test statistika

T uz Hy

dvostrani test za t

P(T < tiy1) + P(T > typ) =

tirn = ze to =214

prihvat za Hy t € (tr1, ter2)
jednostrani test za ¢ P(T<ty) =«
tyr = Za
prihvat za Hy t € (tgy, 0)
jednostrani test za ¢ P(T>t,)=a
thr = Z1-a
prihvat za Hy t € (=00, ty)

TEST HIPOTEZA za p (n > 30)

slucajni uzorak

(X1, X2, ..., X)) n > 30 B(n, p)

parametar p,

nivo (razina) znacajnosti

a =0.01ili 0.05

nul-hipoteza

Ho(p = po)

alternativna hipoteze

Ho(p # po), Ho(p < po) ,Ho(p > po)

test statistika

TEST HIPOTEZA za u (n > 30)

)_(—po
T = ——F— ~ N(0,1
\/ﬁ VPro-(1-po) ©.1)

slucajni uzorak

(X1, X2, ..., Xp) 1> 30 iliN(u, 02)

parametar (i, o2 poznat
nivo (razina) znacajnosti | @ = 0.01ili 0.05
nul-hipoteza Ho(u = o)

alternativna hipoteze

Ho(p # o), Ho(p < o) Ho(p > pho)

test statistika

Radni materijal
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15. TESTIRANJE HIPOTEZA

TEST HIPOTEZA za u (normalne distribucije)

slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xp) n < 30ili N(u, 0?)
parametar y, 02 nepoznat
nivo (razina) znacajnosti | @ = 0.01ili 0.05
nul-hipoteza Ho(u = po)
alternativna hipoteze Ho(u # po), Ho(u < po) Ho(u > o)
test statistika T=+n X_g“ ¢ ~tHn—1)
TEST HIPOTEZA za o2
slu¢ajni uzorak (X1, X2, ..., Xp) n < 301ili N(u, 0?)

2
parametar 0,

nivo (razina) znacajnosti | @ = 0.01ili 0.05

nul-hipoteza Ho(o?* = ag)
alternativna hipoteze Ho(o? # 0(2)), Hy(o? < 0) ,Ho(c? > 0(2))
test statistika T=Vn- 10%)52 ~ x2(n—-1)
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