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Poglavlje 2

KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

Teorija vjerojatnosti je matematicka disciplina ¢iji je zadatak formirati i proucavati
matematic¢ki model slu¢ajnog pokusa. U 17. stoljec¢u, inspirirani kockarskim igra-
mam matematicari B. Pascal i P. Fermat su se prvi bavili vjerojatnosnim prob-

lemima.

21 PROSTOR ELEMNTARNIH DOGADAJA

Pokus (eksperiment) je definiran odnosom uzroka i posljedica. Pretpostavke za
realizaciju pokusa su: ponavljanje pokusa proizvoljno kona¢no mnogo puta i poz-
navanje moguc ih ishoda.

Ishodi pokusa su jedini objekti za izgradnju matemati¢kog modela pokusa.

U deterministickom pokusu ishod je jednozna¢no odreden uvjetima pokusa, a u

slu¢ajnom pokusu ishod nije jednozna¢no odeden uvjetima pokusa.

Osnovna pretpostavka slu¢ajnog pokusa je da svako vrsenje pokusa mora dati
ishod (dogadaj) koji odgovara jednom i samo jednom elementarnom dogadaju.

MOTIV 2.1 (a) Bacamo igracu kocku. Koji su ishodi sluc¢ajnog pokusa?
(b) Bacamo istovremeno dvije igrace kocke. Koji su ishodi sluc¢ajnog pokusa?
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2.1. PROSTOR ELEMNTARNIH DOGADAJA

Definicija 2.1 (ELEMENTARNIDOGADA].PROSTOR ELEMENTARNIH DOGADAJA)
Slucajni pokus je definiran svojim osnovnim ishodima koji se medusobno iskljucuju i

zovu se elementarni dogadaji. Oznacavaju se malim grckim slovima wy, w2, ..

Skup Q = {w; : w; =elementarni dogadaji, i = 1,..,n,...} je neprazan skup i zove se

prostor elementarnih dogadaja.

PRIMJER 2.1 Slucajni pokus= bacanje novcica;
elementarni dogadaji: w1, wy; w1 = "palo pismo”, wo = "pala glava”;
Prostor elementarnih dogadaja QO = {w1, wz}.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 2.2 motiv
(a) Slucajni pokus= bacanje kocke;
elementarni dogadaji: w1, ..., we; w1 = "pao broj 17, .....,omegae = "pao broj 6”;
Prostor elementarnih dogadaja Q) = {wy, ..., we}
(b) Slucajni pokus= bacanje istovremeno dvije kocke;
elementarni dogadaji: @, ..., w3s; @1 = (1,1),... w36 = (6,6).
Prostor elementarnih dogadaja Q) = {w;, ..., W36}

PRIMJER 2.3 Slucajni pokus (eksperiment)= vrijeme trajanja tri sijalice;
elementarni dogadaj: w = (x,y,z) € R3: x> 0,y > 0,z > 0; Prostor elementarnih
dogadaja Q = {w = (x,y,z) e R¥: x>0,y > 0,z > 0}

PRIMJER 2.4 Slucajni pokus (eksperiment)= dnevna kolicina padalina i maksimalna
dnevna temperatura u Zagrebu;

elementarni dogadaj: w = (x,y) : x < 0,-30 < y < 50; Prostor elementarnih dogadaja
Q={w=(x,y) € R*:x<0,-30 < y <50}

Definicija 2.2 (SLUCAJNI DOGAPA])

Slucajni dogada je podskup prostora elementarnih dogadaja . Slucajni dogadaji
oznacavaju se velikim tiskanim slovima latinice A,B,...; A € Q.
(SIGURAN DOGADA])

Cijeli prostor elementarnih dogadaja C je siguran dogadaj koji se mora dogoditi u

svakom vrsenju pokusa.
(NEMOGUC DOGAPAJ)
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

Prazan skup 0 je nemogu¢ dogadaj koji se nikad nece dogoditi.
(POVOLJAN DOGADA])

Elementarni dogadaj koji pripada dogadaju A zove se povoljan za dogadaj A ako
pojavljivanje tog elementarnog dogadaja u pokusu povlacda se dogodio dogadaj A.

PRIMJER 2.5 Slucajni pokus=bacanje igrace kocke;

elementarni dogadaji: wy, = "pala 1”,..., we = "pala 6”;

Prostor elementarnih dogadaja: Q = {w1, w2, ..., we} = 1{1,2,3,4,5,6};
A="pao je paran broj”; A={w,, w4, we} = (2,4, 6}.

Elementarni dogadaji w;, w4, we su povoljni za dogadaj A.

OPERACIJE SA SKUPOVIMA

Slu¢ajni dogadaji su podskupovi od . Operacije sa dogadajima definiramo
pomocu operacija sa skupovima.

Podskup dogadaja: A C B : (dogodi se A = dogodi se B);

Razlika dogadaja: A\B : (dogadaj A\B se dogodi ako se dogodi A i ne dogodi B);
Suprotan dogadaj: A° = Q\A : (A° se dogodi & A ne dogodi);

Presjek dogadaja : A N B : (dogadaj A N B se dogodi & dogode se i A i B);
Unija dogadaja:A U B : (dogadaj A U B se dogodi & dogodi seili A ili B);

. AUB

T: Vrijede de Morganova pravila:
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2.1. PROSTOR ELEMNTARNIH DOGADAJA

(LkJ Ag) = QAC;
(Q ApF = LkJA;.

Definicija 2.3 (DOGAPAJI SE ISKLJUCUJU)
Za dogadaje A i B kaZemo da se medusobno iskljucuju ako je njihov presjek jednak @ .

Definicija 2.4 (POTPUN SISTEM DOGADAJA)
Skupovi A1Ay, ..., Ay Cine potpun sistem dogadaja ako se svi medusobno iskljucuju i
ako im je unija cijeli prostor elementarnih dogadaja:

n

ANAj=0Yi#ji=1.n| Ja=0Q
i=1

PRIMJER 2.6 Iz skupa jednoznamenkastih brojeva izabiremo jedan broj. Neka je dogadaj
A="broj je djeljivs 2" , dogadaj B="broj je djeljiv s 3".

Naci izraze za dogadaje C:

(a) C="broj djeljivis2is 3”;

(b) C="broj djeljiv ilis 2 ilis 3”;

(c) C="broj paran a nije djeljiv s 3”;

(d) C="broj nije paran a djeljiv s 3”;

(e) C="broj nije ni paran ni djeljiv s 3”.

Rjesenje: A = {2,4,6,8}, B = {3,6,9}
(a) C=ANB = {6};
(b)C=AUB=1{2,3,4,6,8,9};
(c)C=A\B =1{2,4,8};

(d) C=B\A = {3,9};

(e)C=(AUB) =A“NB°={1,5,7}.

PRIMJER 2.7 Iz tablice slucajnih brojeva izabran je jedan broj. Dogadaj A="broj je
djeljiv s dva”, dogadaj B="zadnja znamenka je 0”. Sto oznacava dogadaj C:

(1) C=ANB;

(b) C=A°NB;

(c)C=AUB;

RjeSenje:

(a) C="broj je paran i zadnja znamenka je 0”;

(b) C=0 nemogu¢ dogadaj;

(c) C=A ="broj je paran”.
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

PRIMJER 2.8 Slucajni pokus je gadanje u metu. Pokus se ponavlja 3 puta. Promatraju
sedogadaji A, B, C koji znace pogadanje mete u proom, drugom i trecem pokusaju. Pomocu
tih dogadaja opisati slijedece dogadaje:

(a) "sva tri pogotka”;

(b) "tri promasaja”;

(c) "bar jedan pogodak”;

(d) "bar jedan promasaj”;

(e) "najvise dva pogotka”;

(f) "najvise jedan pogodak”;

(g) "bar dva pogotka”;

(h) "do treceg gadanja nije bilo pogodaka”.

Rjesenje:

@ANBNCGC;

(b) ANB°NC*=AUBUCQC),

() AUBUC;

(d)A°UB°UC =(ANBNC),

() AAUANBYUANBNCY) =A“UB°UC%=(d)

A NB NCHYUANB NCHYUANB NC)U(A°NBNC;
8ANBNCUMANBUANCUBNC);

(h) A°N B = (AU B)“.

PRIMJER 2.9 Za koje dogadaje vrijedi:
(@) AUB = A;

(b) ANB = A;

(c) ANB=AUB;

(d) ANB = A°

(e) AUB = A°.

RjeSenje:
(@) BC A;
(b) A CB;
(c)A=B;
(d)A=Q,B=0;
(e)A=0,B=0Q.
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2.2. KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI (A PRIORI)

2.2 KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI (A PRIORI)

Francuski matematicar P. S. Laplace (1749.-1827.) objavio je 1812. djelo “Theorie
analitique des probabilities” u kojem uvodi pojam elemntarnih dogadaja i pojam
vjerojatnosti a priori i a posteriori. Vjerojatnost dogadaja a priori odreduje preko
omjera koji ovisi o prirodi dogadaja. Za homogeni nov¢i¢ prije bacanja moze
se odrediti da je vjerojatnost (a priori) da ¢e pasti pismo jednaka 1. Vjerojatnost
dogadaja a posteriori odreduje nakon velikog broja ponavljanja eksperimenta kao
omjer broja pojavljivanja dogadaja i ukupnog broja ponavljanja.

MOTIV 2.2 U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Kolika je vjerojatnost da izaber-
emo uzorak koji se sastoji od 5 dobrih i 3 neispravna proizvoda?

Definicija 2.5 (KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI A PRIORI)

Neka je prostor elementarnih dogadaja konacan skup |Q| = n, Q = {ws, ..., wn}.
Neka su svi elementarni dogadaji jednako moguci. Neka dogadaj A ima m povoljnih
elementarnih dogadaja, A C Q),|A| =
Vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja je P(w) = ﬁ

Vierojatnost dogadaja A definira se kao broj:

1Al

P(A) = aQr

T: SVOJSTVA:
D P =1,
(2) P(A%) =1 = P(A),

(3) P(0) =

4)0<PA<1,

(5) Ac B = P(A) < P(B),

(6) ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B),
(7) P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

D.

MPQ=2=1,

(2) P(A°) = 22t = 1 — 11 = | _ P(A),

(3) P©0) = P(Q“)—()=1—P(Q)=(1)=1—1=0,
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

4)AcCcQO0<|Al<n=0<PA) <1, prema(l)i(3)=0<PA) <L
1Al B
(5) IAl < Bl = £ < B = P(A) < P(B),
(6) |AUB| = |A| + |B| =
_ |AUB| _ |AI+IBl _ A | [Bl _
P(AuB) =22 = BHE = B4 Bl = p(4) + P(B),

(7)JAUB|=|A|+|B|-|ANB| =
_ |AUB| _ |AI+IBI-IANB] _ |Al | Bl _ |ANB| _
P(AuB) =2 = ¥ =4+ B Y8 = P(A) + P(B) - P(AN B).

n

SLABOSTI:

-restriktivna jer se moZe primijeniti samo na slucajne pokuse s kona¢no mnogo
elementarnih dogadaja;

-kruZna jer se u definiciji vjerojatnosti koristi formulacija “jednako moguci” tj.
”jednako vjerojatni”.

PRIMJER 2.10 Slucajni pokus: bacanje igrace kocke. Kolika je vjerojatnost (klasicna
apriori) dogadaja A="pao broj veci ili jednak 3”?

RjeSenje:
Q=1{1,2,3,4,56}, n=[Q| =6.
A=1{3,4,56} |Al =4
_ Al _ 4 _
P(A) = 5} = £ = 0.666.

PRIMJER 2.11 U kutiji je pet kuglica: dvije bijele i 3 crne. Iz kutije slucajno izvucemo
jednu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da e izvucena kuglica biti crna?

Rjesenje:

Slu¢ajni pokus: izvla¢imo kuglicu iz kutije u kojoj su 2 b i 3 ¢ kuglice; QO =
{b,b,c,c,c}, n=[Q| =5.

A="kuglicaje crna”; A = {c,c,c}, |A| =3,

P(A) =14l = ¢,

PRIMJER 2.12 U kutiji je n olovaka jedne vrste od kojih je nt ispravnih, a np = n —nr
neispravnih. Uzmemo slucajni uzorak od r olovaka. Kolika je vjerojatnost da je medu
njima rr ispravnih (0 < rr < r)i rp neispravnih?
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2.2. KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI (A PRIORI)

RjeSenje:

Sluéajni pokus: izbor od r elemenata (bez vrac¢anja) iz skupa koji ima n elemenata
n=nr+mnp, ¥ =rr+rp.

Q = {svi uzorci veli¢ine r iz n-¢l. skupa}, [Q| = (7);

Dogadaj A="uzorak ima rr ispravnih i rp neispravnih”;

|A| = Broj svih uzoraka veli¢ine r iz n-¢l. skupa bez vracanja koji imaju rt is-
pravnih i rp neispravnih:

Koristimo formulu za uzorak bez vracanja (koristimo teorem o uzastopnom pre-
brojavanju i broj kombinacija r;-razreda od n; elemenata).

lar=ciy- i’ = () - () = () - (=)

IAI n;,‘- [ n—nT
_ _\r r=rp
r

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 2.13 motiv
U skupu od 27 proizvoda 7 je neispravnih. Kolika je vjerojatnost da izaberemo uzorak
koji se sastoji od 5 dobrih i 3 neispravna proizvoda?

Rjesenje:

Sluéajni pokus: izbor od r elemenata (bez vrac¢anja) iz skupa koji ima n elemenata
n=mnr+np,r=rr+r1p.

n=27,r=8nr=20,np=7,rr =5, rp =3.

Q ={svi uzorci veli¢ine r = 8 iz n = 27-¢l. skupa};

10l = (1) = (¥) = 2220075;

Dogadaj A="uzorak ima r7 = 5 ispravnih i rp =3 neispravnih”;

|A| =Broj svih uzoraka veli¢inerizn-cl. skupa bez vra¢anja kojiimaju rr ispravnih
od nr irp neispravnih od np:

A= () () = (37)-(7=7) = (3) - (5) = 542640

_JAl _ 542640 _
P(A)=ll = 32640 = 024442,

Radni materijal 10



2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

2.3 KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI A POSTERIORI

MOTIV 2.3 Kolika je vjerojatnost sestice kod bacanja igrace kocke? Bacili smo kocku
1000 puta i 170 puta je pala Sestica.

Definicija 2.6 (KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI
A POSTERIORI)

Neka se slucajni pokus ponavlja n puta, n € N, i neka dogadaj A nastupi ny puta. Ako
slucajni pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija, tj. 7}1_{20 A=
p, onda se vjerojatnost a posteriori dogadaja A definira kao broj:

P(A) = hm”f:p, 0<PA) <1
n—oo
Cesto se P(A) zove STATISTICKA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI.

T: SVOJSTVA:

w1 = 0 = "nije se dogodio A”;

wy =1 ="dogodio se A”;

Q=1{0,1} x... x {0, 1}, n puta;

(1) P(Q) = lim "2 = lim 2 =1,

2) P(AY) =1 = P(A),

(3) P0) =0,

4)0<PA <1,

(5) A c B= P(A) < P(B),

(6) ANB=0= P(AUB) =P(A) + P(B),
(7) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B).

D: analogno kao klasi¢na definicija vjerojatnosti a priori.

SLABOSTI:

P(A)=lim 2,

Ye > 0,dny € N,¥Yn > ng = |P(A) — ’%l < €, ali ng ovisi o realizaciji slucajnog
pokusa.

Za konkretan slucajni pokus tesko provijeriti ima li svojstvo stabilnosti relativnih

frekvencija!

Prisjetimo se motivacijskog primjera:
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2.3. KLASICNA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI A POSTERIORI

PRIMJER 2.14 motiv
Kolika je vjerojatnost Sestice kod bacanja igrace kocke? Bacili smo kocku 1000 puta i
170 puta je pala Sestica.

RjeSenje: Slucajni pokus: bacanje kocke.

w1 =1 =" palabroj1”; ws = 6 = "pao broj 6”;

Q={12,.,6}x..x{1,2,.,6},n = 1000 puta;

Pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija ako jekocka

homogena.

P(w1)=1lim n:l’l =p = £ (iskustvo),...,
n—oo

P(we)=lim n% =p= % (iskustvo).

A = ws, Ny, =170

P(A) = " = 170 — 0.1705.

PRIMJER 2.15 Bacamo novci¢ n=24000 puta. Kolika je vjerojatnost a posteriori dogadaja
A="palo pismo” ako je pismo palo 12012 puta.

RjeSenje: Slucajni pokus: bacanje novcica.

w1 = 0 = "nije palo pismo”; w, = 1 = “palo pismo”;

Q={0,1} x ... x {0, 1}, n = 24000 puta;

Pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija ako je ho-

mogen.

P(w1)=1lim 2 = p = 1 (iskustvo),
n—oo

P(w2)=lim %2 = p =1 (iskustvo).

A = w), Ny, = 12012
P(A) = =2 = 12012 _ (1 5005.

n
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2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

24 GEOMETRIJSKA VJEROJATNOST

MOTIV 2.4 Miadi¢ i djevojka su dogovorili sastanak na trqu u 12 sati. Cekat Ce se
najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su oboje dosli
na trg od 12 do 13 sati?

Definicija 2.7 Neka se slucajni pokus sastoji u slucajnom izboru tocke u skupu Q0 € R"
za koji vrijedi u(CQQ) > 0, gdje je u geometrijska mjera skupa:

o n =1 duljina;
e 1 =2 povrsina;
e 1 = 3 obujam.

Neka je dogadaj A C Q) izbor tocke iz skupa A. Geometrijska vjerojatnost dogadaja A tj.
vjerojatnost da je izabrana tocka iz skupa A je broj

o)
u(Q)’

PRIMJER 2.16 U kvadratu stranice a slucajno je izabrana jedna tocka. Kolika je vjero-

P(A)

jatnost da je tocka s dijagonale kvadrata?

\*i

Rjesenje:
Slucajni pokus: slucajni izbor tocke u skupu Q = [0,a] X [0, a].
A=dijagonala kvadrata, A C Q, A ={(x,y) € Q:x =y}.

w(Q) = a?, u(A) =0, P(A) = 5% —0.

PRIMJER 2.17 U kvadratu stranice a slucajno je izabrana jedna tocka. Kolika je vjero-
jatnost da je tocka unutar upisanog kruga?

13 Radni materijal



2.4. GEOMETRIJSKA VJEROJATNOST

[
N

Slucajni pokus: slucajni izbor tocke u skupu Q = [0, a] X [0, a].
A=upisani krug u kvadrat, A c Q, A ={(x,y) € Q: x> + > = (%)%}

A) (52
B = @, w(A) = (P, P(A) = 14 - =

X

RjeSenje:

PRIMJER 2.18 Kolika je vjerojatnost da zbir dva slucajno izabrana broja unutar seg-
menta [0,1] bude manji od 1, a da njihov produkt bude manji od 2/9?

0

wl—
|

Rjesenje: Q =[0,1] X [0,1];A Cc Q,
A={x1y)eQ:0<x<1/3,0<y<1-x}jU
1 2
- <x< <y< —
{(x,y) €Q %_x_Z/B,O_y_gx}U
{(x,y)eQ:§$xsl,OSysl—x}.

A
1(Q) =1, u(A) =%+§ln2,P(A) = % =%+%1n2-

PRIMJER 2.19 Na brojevnom pravcu odaberem slucajno tocke a i b tako da je a €
[0,3],b € [-2,0]. Odredite vjerojatnost da je udaljenost tocaka a i b veéa od 3?

Radni materijal 14



2. KLASICNA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI

Rjesenje: ()= toc¢ka je unutar pravokutnika [0, 3] x [-2,0].

A = tocka je unutar trokuta {(x,y) € Q:x -y >3, x>1, y > -2}.
A

p@Q) =6, u(A) =2, P(A) = Ky =5 =1

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 2.20 motiv Mladi¢ i djevojka su se dogovorili sastanak na trqu u 12 sati i
ekat ¢e se najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su
oboje dosli na trg od 12 do 13 sati?

Rjesenje: Susret je unutar vremenskog razmaka od 60 minuta pa je Q = [0, 60] X
[0,60]. Treba odrediti vjerojatnost dogadaja A=par se susreo={(x,y) € Q: [x—y| <
20}.

_ HA) _ 5
P(A) = Q) = o
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2.5. Ponovimo

2.5 Ponovimo

Prostor elemntarnih dogadaja

Q= {a)ll ceer a)n}

Dogadaj A C Q

|A| broj povoljnih elem. dog. za A

Klasi¢na vjerojatnost a priori

P(A) = &

Klasi¢na vjerojatnost a posteriori

PA) = fim %

Geometrijska vjerojatnost

A
PA) = iy

Radni materijal
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