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Poglavlje 3

AKSIOMATSKA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

Klasi¢na definicija a priori i klasi¢na definicija a posteriri imaju nedostatke. Ruski
matemti¢ar A. Kolmogorov(1903.-1987.) smatra se ocem moderne terorije vjerojat-
nostiion uvodi aksiomatsku definiciju vjerojatnosti u monografiji Osnovni pojmovi
teorije vjerojantosti(1933.).

MOTIV 3.1 Vjerojatnost da jedna vrsta gume ima rok trajanja veci od 10000 km je 0.95.
Kolika je vjerojatnost da ¢e na autu

(a) sve gume trajati duZe od 10000 km?

(b) barem jedna guma puknuti prije predenih 10000 km?

MOTIV 3.2 (a) Tri bagerista su slucajno uzimali kljuceve svojih strojeva iz kutije. Ko-
lika je vjerojatnost da je bar jedan izabrao kljuceve svog vozila?

tko Zeli znati vise
(b)Ako je bilo n bagerista kolika je vjerojatnost da je bar jedan sjeo u svoj bager?

Definicija 3.1 (SKUP SVIH MOGUCIH DOGAPAJA SLUCAJNOG POKUSA)
Neka je Q) prostor elementarnih dogadaja. Partitivni skup ili skup svih podskupova

od Q, P(CY) zovemo skup svih mogucih dogadaja sluc¢ajnog pokusa.

Podskup ACP(Q) zovemo familija dogadaja iz €.

Definicija 3.2 (SIGMA ALGEBRA DOGADAJA)
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Neka familija dogadaja F CP(L2) ima svojstva:
(i)DeF
(i) AcF=ACF .
(iii) Ako je A; € F,i € N = UAi EF
Takvu familiju skupova zovem(l)_;igma algebra dogadaja (0-algebra).
Ako je Q) konacan skup onda je i svaka o-algebra ACP(QY) konacna i naziva se algebra

dogadaja.

PRIMJER 3.1 Familija skupova o = {0, QO} je o-algebra (minimalna).
Familija skupova ¥ = P(Q) je o-algebra (maksimalna).

T: SVOJSTVA:
@Qe¥F,
(b) Akoje A; € i € N = ﬁlAi eF.
D.
(a) Prema definiciji (i), (11) Q= (Z)C eF.
(b) Prema definiciji (iii) ﬂ A= (U A eF.

Definicija 3.3 (AKSIOMATSKA DEFINICIJA VJEROJATNOSTI)
Neka je Q) prostor elementarnih dogadaja slucajnog pokusa. neka je ¥ o-algebra
skupova na Q. Funkcija P:F — R zove se vjerojatnost na ¥ ako vrijedi:
(P1) P(A) > 0,A C F (svojstvo nenegativnosti);
(P2) P(Q) = 1 (svojstvo normiranosti);

(P3) Aie F,ie NNAINA; =0,i # ] = P(UA) = ZP(A) (svojstvo prebrojive
i=1
aditivnosti).

Definicija 3.4 (VJEROJATNOSNI PROSTOR)

Vjerojatnosni prostor zovemo uredenu trojku (QQ, ¥, P), gdje je F o-algebra na 3, a
P vjerojatnost na F .

Ako je Q prebrojiv ili konacan skup elementarnih dogadaja onda (Q, ¥, P) zovemo
diskretni vjerojatnosni prostor.

Ako je Q) konacan skup elementarnih dogadaja, |Q| = n, onda (Q, P(Q2), P) zovemo n
dimenzionalni diskretni vjerojatnosni prostor.

Definicija 3.5 (DOGADA])
Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor. Dogadaj A je element od F .
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TEOREM 3.1 (svojstva funkcije P)

Neka je (QQ, ¥, P) vjerojatnosni prostor. Tada za funkciju vjerojatnosti P vrijedi:
(a) P(0) = 0;
() Ase Frie(l,.,nl, AiNA;=0,i%j= P(A) = T, P(A)

(svojstvo konacne aditivnosti); = =
(c)A,BeF,AcCB= P(A) < P(B) (svojstvo monotonosti);
(d)AeF = P(A°) =1-P(A);
(e) A,BeF = P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB).

Dokaz:
(a) Nekaje A1 = Q,A; = 0,i > 2. Prema definiciji vjerojatnosti (P2)

[S¢] [o¢] (o8]

P JAa) =) P@A) = P@Q =P+ ) PO)=1=1+) P@)= P@)=0.
i=1 =2 =2

i=1
(b) Neka su A; = 0,i > n. Prema svojstvu (a) P(A;) = 0. Koriste¢i definiciju
vjerojatnosti (P2)

P(O Aj) = i P(A) = P(O Aj) = i P(A;).
=1 im1 i=1 im1

(c)ACB= B=AU(B\A). Prema svojstvu (b)
P(A U (B\A)) = P(A) + P(B\A) = P(B) = P(A) + P(B\A).

Prema definiciji vjerojatnosti (P1) P(B\A) > 0 = P(B) > P(A).
(dQ=AUA,=1=PAUA") =P(A) + P(A°).
(e) Uo¢imo slijedece relacije AU B = AU (B\A), B= (AN B) U (B\A).
Prema svojstvu (b) ra¢cunamo:
P(AUB) = P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A), i
P(B) = P((A N B)U (B\A)) = P(AN B) + P(B\A).
Zaklju¢ujemo da je P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

NAPOMENA 3.1 Vjerojatnost je funkcija P : ¥ — [0, 1].

NAPOMENA 3.2 vazno
T: Ako je € konacan i ako su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni onda je vjerojat-
nost dogadaja A prema aksiomatskoj definiciji jednaka vjerojatnosti a priori:

A
P(A) = H
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D:

Neka je Q = {w1, w2, ..., w,} konaéan skup elementarnih dogadaja koji su svi jednako
vjerojatni, a (Q, P(QQ), P) vjerojatnosni prostor. Prema svojstvu normiranosti i zahtjevu
da je vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja jednaka:

1
PQ)=1=n -P(w}) =1= P({w;}) = ,
Neka je dogadaj A = {wi1, @i, ..., wix}. Koristeéi svojstvo konacne aditivnosti vjerojatnost
dogadaja A C P(Q) je onda jednaka
_ 4]

PA) = Y P(iwi)) = k- Pllagl) = k- % -2
wik€EA

Uocimo da je P(A)= klasi¢noj definiciji vjerojatnosti a priori.

PRIMJER 3.2 Bacamo dvije kocke. Kolika je vjerojatnost da Ce pasti jednaki brojevi ili
paran produkt?

RjeSenje: Prema svojstvu (e) A,B € ¥ = P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), za
dogadaj A =palijednakibrojeviidogadaj B = produkt brojeva koji su pali je paran

broj ra¢unamo vjerojatnost P(A U B) = % + % - % = %.

PRIMJER 3.3 PokaZite da vrijedi

3 3
A eF,iefl,2,3},= P(U Ai) = Z P(AZ')—P(AlUAz)—P(AlﬂA3)—P(A2ﬂA3)+P(A1ﬂAzﬂAg).
i=1 i=1
RjeSenje:
tko Zeli znati vise
Koristimo svojstvo vjerojatnosti (e) A, B € ¥ = P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)
zaA=A1, B=A,UAs;.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 3.4 motiv
(a) Tri bagerista su slucajno uzimali kljuceve svojih strojeva iz kutije. Kolika je vjero-
jatnost da je bar jedan izabrao kljuceve svog vozila?

tko Zeli znati vise
(b)Ako je bilo n bagerista kolika je vjerojatnost da je bar jedan sjeo u svoj bager?
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3. AKSIOMATSKA DEFINICIJA
VJEROJATNOSTI

RjeSenje: (a) Dogadaj A; =i-ti bagerist je izabrao kljuceve svog vozila, i = 1,2, 3.
Dogadaj B =bar jedan bagerist je izabrao klju¢eve svog vozila; tj. B = A; UAy; UA3.

3
P(B) = P(A1UA,UA3) = ), P(A;))—-P(A1NA)—P(A1NA3)—P(A2NA3)+P(A1NANA3).

i=1

tko Zeli znati vise
() PA U UA) =1 - 280 4 W cqpG)
P(B)=1-e¢!~0.68,zan > 10.

Vjerojatnost je ista 0.68 ako je 11 bagerista ili ako je npr. 100 bagerista.

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 3.5 motiv
Ako je vjerojatnost da jedne vrsta gume ima rok trajanja veéi od 10000 km jednaka
0.95, kolika je vjerojatnost da ¢e na autu
(a) sve gume trajati duZe od 10000 km?
(b) barem jedna guma puknuti prije prdenih 10 000 km?

Rjesenje:

Dogadaj A =jedna guma je presla 10000 km; dogadaj B = sve Cetiri su presle 10000
km, dogadaj C = bar jedna guma je pukla prije 10000 km; tj. C = B.

(a) P(A) = 0.95P(B) = P(A)%;

(b) P(C) =1 - P(B) =1 - 0.95%.

NAPOMENA 3.3 tko Zeli znati vise
T: Svojstva funkcije vjerojatnosti P :

n
HDAeF,neN, AycAyC..CAL A =UA,
i=1

= P(lim A,) = P(UJ A;) = lim P(A,);
Nn—00 i=1 Nn—00
(svojstvo neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastuci niz);
n
(g9 AneF,meNA, CAp1 C... CALA = (A
i=1
n
= P(lim A,) = P(() A;) = lim P(A,),
n—oo i=1 n—o00
(svojstvo neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na padajuci niz);

D: tko Zeli znati vise
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n

(f) Za niz dogadaja A1 C Ay C ... C Ay, Ay = U A, definiramo pomoéni niz dogadaja
i=1

B, € ¥,n € N na slijed¢i nacin:

B1 = A1,By = A2\Ay, ..., By = Ay\Ay-1.

n
Lako se provjeri da se dogadaji isklju¢uju B; N B; = 0,1 # j,a A, = U B;.
i=1
Definirajmo A = lim A, = | B.
n—>eo n=1

Prema definiciji vjerojatnosti (P2) P(\J By) = Y. P(By),
n=1

n=1
00 n n
= P(lim A = ) PBy) = Jim, ), P(B) = ) = Jim P( ] B) = lim PCAn).
n= 1= 1=

(g) Za niz dogadaja A, C Ap—1 C ... CA1, Ay = (n] A, definiramo pomoéni niz dogadaja
Cy € ¥,n € N na slijedec¢i nacin: -

C1=A1\A1=0,C, = A1\Ay, ..., C,, = A1\A,.

Lako se provjeri da je dobiven monotono rastuci nizC; C Ca C ... C Cp, C Cyyq... i vrijedi
QCi =A\A,.iza A, = ﬁAi,A = ;}i_rf}oA"

i= i=

= fj C, = A1\A.

n=1
Prema definiciji (P2) i svojstou (d) vrijedi: P(A1\A) = P( fj Cn),
n=1
P(A1) — P(A) = lim P(C,) = lim P(A1\A,) = P(A1) — lim P(A,),
= P(A) = lim P(A,).
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3. AKSIOMATSKA DEFINICIJA
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3.1 Ponovimo

ALGEBRA DOGADAJA
Skup svih mogucih dogadaja | P(2)
Familija dogadaja F cP(Q)
sigma algebra dogadaja ¥ sa svojsvima
0eF
AcCF=ACcF
sadrzi prebrojive unije dogadaja iz ¥
algebra dogadaja ¥ ako je Q) konacan

AKSIOMATSKA definicija VJEROJATNOSTI

aksiomi vjerojatnosti

P(A)>0,ACF
PQ) =1

svojstvo prebrojive aditivnosti

vjerojatnost P:F —[0,1]

vjerojatnosni prostor | (QQ, 7, P)
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