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Poglavlje 4

UVJETNA VJEROJATNOST

Thomas Bayes (1702 — 1762) uvodi pojam uvjetne vjerojatnosti: vjerojatnost da se
dogodi dogadaj B ako se dogodio dogadaj A jednaka je kvocijentu vjerojatnosti
da se dogode dogadajii A i Bi vjerojatnosti dogadaja A.

MOTIV 4.1 Kontolor u tvornici daje nakon vizualnog pregleda tri tipa odluke: 1)
proizvod je defektan i salje se na daljnje pretrage 2) sumnja se da je proizvod defek-
tan i Salje se na daljnje pretrage 3) proizvod je ispravan. Pokazalo se dosada da je kontolor
bio u pravu kad je odlucio: o neispravnosti u 80% slucajeva, o sumnji na neispravnost u
50% slucajeva, a o ispravnosti proizvoda a u 90% slucajeva.

U toku jednog dana kontrolor donosi prou odluku kod 50%, drugu kod 20% i trecu
dijagnozu kod 30% proizvoda. (a) Odredite vjerojatnost neispravnosti proizvoda. (b)
Odredite vjerojatnost pogresne odluke tj. odluke kontolora da je proizvod ispravan a on
je zaista neispravan. (c) Odredite vjerojatnost nepotrebnih troskova ili slanja na daljnje
pretrage proizvoda ako je zaista ispravan.

Definicija 4.1 (UVJETNA VJEROJATNOST)
Neka je (Q3, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A € ¥ takav da je P(A) > 0. Tada
funkciju Py : F — [0, 1] zovemo uvjetna vjerojatnost a definiramo ¥ B € ¥ kao

P(BN A)

PA(B) = P(B/A) = PA)

vjerojatnost od B uz uvjet da se dogodio A.

P(A) = 0 = PA(B) = P(B).
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tko Zeli znati vise

TEOREM 4.1 Uujetna vjerojatnost je vjerojatnost. Zadovoljava uvjete
(UP1) P4(B) = 0,B C F (svojstvo nenegativnosti);

(UP2) P4(€Y) =1 (svojstvo normiranosti);

(UP3) A€ F, i€ N, AiNAj=0,i %] = Pa(JA)= Y, Pa(A)

i=1 i=1
(svojstvo prebrojive aditivnosti).

Dokaz: (UP3) A; € F, i€ N, AiNA;=0, i # j
> ANAET,ieN, (ANANANA)=0,i#]

. P(JANA)  PUMANA) T PANA)
PA(UAi) _ i=1 i=1 i=1
i=1

PA) P P@A)
v PANA) ¢
Z‘ ) ;PA(A»

NAPOMENA 4.1 vazno
T: Ako je ) konacan i ako su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni onda je uvjetna
vjerojatnost dogadaja B uz uvjet da se dogodio dogadaj A prema aksiomatskoj definiciji

jednaka vjerojatnosti a priori:
|A N B
Al

Pa(B) =

D:

Neka je (QQ,P(Q), P) diskretni vjerojatnosni prostor, gdje je () konacan prostor el-
ementarnih dogadaja i P({w;}) = %,i = {1,..,n}. Neka je A € P(Q), |Al =m > 01
P(A) = 7. Za B € P(Q) tako da je |A N B| = r, uvjetna vjerojatnost P4 : P(Q) — [0,1]
je definirana na slijede¢i nacin

P(BNA)

PA(B) = “PA)

SYEIEYE
3|~

PRIMJER 4.1 Bacamo kocku. Kolika je vjerojatnost da ¢e “pasti” paran broj pod uvjetom
da je je "pao” broj manji od 4?
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4. UVJETNA VJEROJATNOST

Rjesenje: Q = {wy, ..., e} = {1,2,3,4,5,6}, P({wi}) = £.

A=1{1,2,3}, P(A)>0, P(A) =2 B={2,4,6}, Pa(B)=?

P(BNA) _ P({2})
P(A) ~ P@A)

Pa(B) =

W |\
Q-

PRIMJER 4.2 Izabiremo slucajno dva broja izmedu brojeva od 1 do 9. Ako je njihov
zbroj paran broj kolika je vjerojatnost da su oba neparna?

RjeSenje:
Q = {{oj, wj} : wi # @), @1, ...,09 €1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}}, P({wi) = 3.
AcCQ, A=|w,,w;}, wi +w;, =paran,

(2 ) 4 5
P(A) = 4 +C5 :(2)4‘(2):4.3_'_5.4 32

c@ ) 9-8 72

4
9

B cQ, B =|w;,w,}, w;,w;, =neparni, P4(B) =?

c®

20 PBNA) & 5
PBNA) = — == Py(B)= ——~ = 22 = —

TEOREM 4.2 (FORMULA PRODUKTA VJEROJATNOSTI)
Vjerojatnost produkta (presjeka) dva dogadaja (ANB) jednaka je produktu vjerojatnosti
jednog od njih i uvjetne vjerojatnosti drugog, pod uvjetom da se prvi dogodio.

P(ANB) =P(A)-Pa(B), P(ANB)=P(B)-Pp(A).
Dokaz:
Ako je P(A) > 0, prema definiciji uvjetne vjerojatnosti P4 :
P(ANB)
PA(B) = = P(ANB)=P(A)-Pa(B).

P(A)
Akoje P(A) =0 = P4(B) = P(B) = P(ANB)=P(A)-P(B) = 0.

TEOREM 4.3 (FORMULA PRODUKTA VJEROJATNOSTT*)
Vijerojatnost produkta (presjeka) n dogadaja (A1 N Az N ... N Ay,) jednaka je

P )4
i=1

P(A1) - Pa,(A2) - Pia,nan)(A3) oo - Py (An)
(lDl Aj)
n-1
P(A1) - P(A2/A1) - P(A3/A1 0 Ag) - .- P(An/ ) A).
i=1
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Dokaz:Pomoéu AMI.

PRIMJER 4.3 Iz Spila karata (52 karte) izvla¢imo jednu za drugom dvije karte. Kolika
je vjerojatnost da obe karte budu pik?

RjeSenje: A="obje karte su pik”
Ai1="prvaje pik”, P(A;) = %
Ax="drugaje pik”, P(A2/A1) = %
A=A1NA.
Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti:
P(A) = P(A1 N A2) = P(A1) - P(A2 /A1) = &3 - 5 = 15
Ili direktno (pomocu formule za uzorak bez vrac¢anja):
C?.c0.cO. O oo
P(A] ﬂAz) — 13 13 13 13 — ) -
Cézz) 52.51 17

PRIMJER 4.4 U kutiji se nalazi 10 kuglica: 6 bijelih i 4 crne. Izvlacimo 3 kuglice jednu
za drugom. Kolika je vjerojatnost da ¢e bar jedna od njih biti bijela?

RjeSenje: A="izvucena bar jedna bijela”, A°="izvucene sve crne”,
Ai="prvaizvulena crna”, P(A;) = %

Az="druga izvucena crna”, P(A1/Az) = %,

Az="treta izvucena crna”, P(A3/A1 NAp) = %.

Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti

P(A) = P(A1) - P(Aa/A1) - P(As/A1 N Ag) = &5 - 3 - 3 = .

Ili direktno (pomocu formule za uzorak bez vrac¢anja):

ey _ () = 432

®) 10 10-9-
C10 (3

P(A°) =P(A1NA2NA3) =

P(A)=1-PA%) =%.

PRIMJER 4.5 U kutiji se nalazi 50 proizvoda: 20% neispravnih. Kontrolor izvlaci 5
proizvoda sukcesivno (bez vraéanja). Kolika je vjerojatnost da ée ocjena kontrolora biti
pozitivna (svi proizvodi u uzorku ispravni)?

RjeSenje: A="izvuceni svi ispravni predmeti”,
A1="prviizvuceni ispravan”, P(A;) = %
Ar="drugi izvuceni ispravan”, P(A>/A1) = Z—g,
Asz="treéi izvuceni ispravan”, P(A3/A1 N Ap) = %.
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4. UVJETNA VJEROJATNOST

Ayg="Cetvrti izvuceni ispravan”, P(A4/A1 N Ay N Az) = %,
As="peti izvuleni ispravan”, P(As/A1 N Ay NA3NAy) = i—g
Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti

P(A)

P(A1) - P(A2/A1) - P(A3/A1 N Ay)
P(A4/A1 N As N Az) - P(As/A1 N Ax N Az N Ag)

Ili direktno (pomoc¢u formule za uzorak bez vracanja):

c® . cO 40y 20
P(A) = P(AINANA3NALNAs) = 40 - 20 _ (5)50(0)
Céo) (5)

B 40~39~38~37~36_031
T 50-49-48-47-46

Definicija 4.2 (NEZAVISNI DOGADA]I)
Neka je (QQ, ¥, P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € ¥ . Za dogadaje A i B kaZemo
da su nezavisni ako vrijedi

P(A N B) = P(A) - P(B).

Definicija 4.3 (FAMILIJA NEZAVISNIH DOGADAJA)

Neka je (Q3, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A; € F,i € I familija dogadaja.
KaZemo da je to nezavisna familija dogadaja ako za svaki konacni podskup razlicitih
indeksa {iy, ..., ix} € I vrijedi

PRIMJER 4.6 Ako su A i B nezavisni dogadaji, takvi da P(A) > 0, P(B) > 0 onda vrijedi
P(B/A) = P(B) = Pa(B), P(A/B) = P(A) = Pp(A).

P(BNA) _ P(A)-P(B)
P(A) ~ P(A)

P4(B) = P(BJA) = = P(B).

PRIMJER 4.7 (a) Proizvoljan dogadaj A i siguran dogadaj su nezavisni.
(b) Proizvoljan dogadaj A i nemogué¢ dogadaj uvijek su nezavisni.
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RjeSenje:
@QnNnA=A, PQ)=1, P(QNA)=PA)=PA)-1=PA)-PQ).
b)dNA=0, P@) =0, PONA)=P®) =P®)-PA)=0.

PRIMJER 4.8 Ako su A i B nezavisni dogadaji onda su nezavisni dogadaji:
(a) A°i B,
(b) Ai B,
(c) A®i B,

RjeSenje:
(@ A°NB)N(ANB)=0, (ANB)U(ANB)=B
= P(B) = P(A°N B) + P(AN B)

= P(A°NB)

P(B) - P(A N B) = P(B) — P(A) - P(B)
P(B) - (1 — P(A)) = P(A°) - P(B).

b)(ANB)N(ANB) =0, (ANB)YU(ANB) = A,
= P(A) = P(A N B) + P(A N B),

= P(ANB) = P(A)-P(ANB)=P(A)-P(A) - P(B)
= P(A)-(1-P(B)) = P(A) - P(B°).
(c) (A*NB°) = (AU B),
= P(A°NB°) = P((AUB))=1-P(AUB)
= 1-(P(A)+P(B)- P(ANB))
= 1-(P(A) + P(B) - P(A) - P(B))
= (1-P(A))- (1 - P(B)) = P(A") - P(B").

PRIMJER 4.9 Motor pokrece elektricni generator. Vjerojatnost otkazivanja motora u
roku jednog mjeseca je 0.08, a generatora 0.04. Kolika je vjerojatnost da éemo morati
popravljati cijeli uredaj tijekom tog mjeseca?

RjeSenje: Prema svojstvu (e) vjerojatnosti
A,BeF = P(AUB) =P(A)+ P(B) - P(ANB)

za dogadaj A =pokvario se motor i dogadaj B = pokvario se generator, racunamo
vjerojatnost P(A U B). Budu¢i su dogadaji A i B nezavisni onda je

P(A N B) = P(A) - P(B).
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4. UVJETNA VJEROJATNOST

Vjerojatnost otkazivanja cijelog uredaja je
P(AUB) =0.08 +0.04 - 0.08 - 0.04 = 0.1168.
Vjerojatnost da ¢e trebati popravak je 11.68

PRIMJER 4.10 Ako su A i B nezavisni dogadaji pozitivnih vjerojatnosti onda se dogadaji
ne iskljucuju.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno: AN B = 0.

A i B su nezavisni i pozitivnih vjerojatnosti = P(A N B) = P(A) - P(B) > 0, §tojeu
kontradikciji s P(A N B) = P(0) = 0.

Zaklju¢ujemo da je pretpostavka kriva: = A N B # 0, dogadaji se ne iskljucuju.

TEOREM 4.4 (FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI)
Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, Hy, ..., H, € ¥ ¢ine potpun
sistem dogadaja. Tada

YVAeF = PA)= i P(H;) - P(A/H;).
i=1
Dokaz:
Skupovi Hy, Hy, ..., H, € F, ¢ine potpun sistem (familiju) dogadaja:
Hl‘ﬂHjZ(D, i # ], GHz‘:Q, iP(Hi):1~

Prema teoremu o Vjerojggnosti prodllzllkta (presjeka) dogadaja:
P(ANH;) = P(H)) - P(A/H;).
AeF,(ANH)N(ANH)) =0.

P(A)

PANQ) =PAN(_JH) =P(_JAnH)

i=1 i=1

) P(ANH) = ) P(H)- P(A/H)).
i=1 i=1

TEOREM 4.5 (BAYESOVA FORMULA)
Neka je (Q3, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, H, ..., H, € F ¢ine potpun
sistem dogadaja. Neka dogadaj A € F ima pozitivnu vjerojatnost P(A) > 0. Tada je Vi

P(H;) - P(A/H;)
P(A)

P(H;) - P(A/H,)

P(H;/A) = , P(H;i/A) =

'21 P(H;) - P(A/Hj)
pu
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Dokaz:
Definicija uvjetne vjerojatnosti i formula produkta vjerojatnosti povlaci da vrijedi:
o PHiNA) _ P(H;) - P(A/H)
P(Hi/A) = PA) bA)
Prema formuli potpune vjerojatnosti dobivamo:

P(H;/A) = nP(Hi) - P(A/H;)

Zl P(Hj) - P(A/H))
=

NAPOMENA 4.2 Bayesovu formulu koristimo kad Zelimo naci istinitu hipotezu iz
skupa od n postavljenih hipoteza H;,i = 1,...,n, ako znamo da se dogodio dogadaj A. Za
svako i =1,...,n, ratunamo P(H;/A). Hipoteza Hjo za koju je P(Hjy/A) = 1, uzima se da
je ispravna.

PRIMJER 4.11 Na nasem fakultetu je 4% studenata i 1% studentica koji nisu drZavljani
RH. Omjer studenata i studentica upisanih na fakultet je 40:60. Ako je slucajno izabrana
jedna osoba upisana na nas fakultet koja je strani drZavljanin kolika je vjerojatnost da je
to studentica?

Rjesenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:
H; ="izabrana osoba je studentica”, P(H;) = %.
H;, ="izabrana osoba je student”, P(H) = %.
HinH,=0, HiUH, =Q.

Radni materijal 10



4. UVJETNA VJEROJATNOST

Dogadaj A koji se dogodio: A="izabrana osoba je strani drzavljanin”.
Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet jedne i druge hipoteze:
P(A/H1) = 155, P(A/H>) = 135. Trebamo odrediti P(H;/A) =?

Koristimo Bayesovu formulu:

P(H))-P(A/Hy) 6 106

~ P(Hy) - P(A/H:) + P(Hp) - P(A/Ha)

P(H1/A) = -
'21 P(Hj) - P(A/H))
i

60 1

100 * 100 60 3
=—=—=0.27.
60 1, 40 4
10 10 tiw o 220 1

PRIMJER 4.12 Tri stroja S1, S2 i S3 ucestouju u ukupnoj proizvodnji u omjeru 60 :
30 : 10. Stroj S1 proizvodi 2%, stroj S2 3% i stroj S3 4% neispravnih proizvoda. Ako se
slucajno izabere jedan proizvod koji je neispravan, kolika je vjerojatnost da je bio napravljen
na stroju S3?

Rjesenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:

H; ="izabrani predmet je sa stroja S1”, P(H;) = %.

H, ="izabrani predmet je sa stroja S2”, P(H;) = %.00.

H3 ="izabrani predmet je sa stroja S3”, P(H3) = 11#.%
HiNnH;j=0,i#j HiUH;UH;=Q.

Dogadaj A koji se dogodio: A="izabrani proizvod je neispravan”.
Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet pojedine hipoteze:
P(A/H) = 155, P(A/H2) = 135, P(A/H3) = 1.

Trbamo odrediti P(H3/A) =?

Koristimo Bayesovu formulu:

P(Hs) - P(A/H3)

P(H3/A) = =
21 P(H;) - P(A/H})
p=
10 4
— 100 100
P(Hy) - P(A/H1) + P(Hz) - P(A/Hy) + P(H3) - P(A/H3)
- 100 " 00 2 _016

60 .2 .30 3 . 10 4
100 " 160 * 106 " To6 T 100 " 100 20

Prisjetimo se motivacijskog primjera:
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PRIMJER 4.13 motiv

Kontolor u tvornici daje nakon vizualnog pregleda tri tipa odluke: 1) proizvod je
defektan i Salje se na daljnje pretrage 2) sumnja se da je proizvod defektan i Salje se na
daljnje pretrage 3) proizvod je ispravan. Pokazalo se dosada da je kontolor bio u pravu kad
je odlucio: o neispravnosti u 80% slucajeva, o sumnji na neispravnost u 50% slucajeva,
a o ispravnosti proizvoda a u 90% sluCajeva.

U toku jednog dana kontrolor donosi prou odluku kod 50%, drugu kod 20% i trecu
dijagnozu kod 30% proizvoda. (a) Odredite vjerojatnost neispravnosti proizvoda. (b)
Odpredite vjerojatnost pogresne odluke tj. odluke kontolora da je proizvod ispravan a on
je zaista neispravan. (c) Odredite vjerojatnost nepotrebnih troskova ili slanja na daljnje
pretrage proizvoda ako je zaista ispravan.

RjeSenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:

H; ="prva odluka -proizvod je neispravan”, P(H;) = 0.5;

H, ="druga odluka - sumnja se da je proizvod neispravan ”, P(H;) = 0.2;
H3 ="tre¢a odluka- proizvod je ispravan”, P(H3z) = 0.3.

HiﬂH]‘ :Q,iij, H{ UH, UH; =Q.

Dogadaj A = “proizvod je neispravan”.

Dogadaj A® ="proizvod je ispravan”.

Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet pojedine hipoteze:
P(A/Hy) = 0.8, P(A/Hy) =0.5 P(A/H3) =0.1.
(a) Trebamo odrediti P(A)
(b) Trbamo odrediti P(H3/A) =?
(c) Trebamo odrediti P(H; U Hy/A°)

(a) Koristimo formulu potpune vjerojatnosti:

3
P(A) = Y P(Hj) - P(A/H))
=1

P(A)=05-0.8+0.2-0.5+0.3-0.1=0.53

P(A%) = 0.47.
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4. UVJETNA VJEROJATNOST

(b)Koristimo Bayesovu formulu:

P(H3/A)

(c) Koristimo Bayesovu formulu:

PH; U Hz/AC)

P(H3) - P(A/H3)
3

'21 P(H)) - P(A/H))
i

0.3-0.1

0.53
0.056.

P(H1) - P(A°/H,) + P(Ha) - P(A/Hy)

P(A°)

05-02+0.2-0.50

0.425.

0.47
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4.1. Ponovimo

41 Ponovimo

UVJETNA VJEROJATNOST

Uvjetna vjerojatnost od B uz uvjet da se dogodio A | P4(B) = P(B/A)

ako P(A) > 0 PA(B) = S5

ako P(A) =0 PA(B) = P(B)

formula produkta vjerojatnosti P(ANB)=P(A) - Pa(B)

nezavisni dogadaji A i B P(ANB)=P(A) - P(B)

n

formula potpune vjerojatnosti P(A) = 2‘1 P(H)) - P(A/H;))

Bayesova formula P(H;/A) = M
Y. P(H,)P(A/H)
f=
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