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Poglavlje 7

KONTINUIRANA SLUCAJNA
VARIJABLA

MOTIV 7.1 Neka je omjer prodaje i profita slucajna varijabla X = pig})ﬁ. Neka je

poslovanje takvo da je nemoguée da ée profit biti veci ili jednak 50% , a sigurno Ce profit
biti veci ili jednak 33.3%. Neka je vjerojatnost da ée omjer X poprimiti vrijednost manju

ili jednaku x zadan sa funkcijom F(x) = (XZS—_AI)

izmedu 40% 1 20%? Koliki je ocekivani profit?

. Kolika je vjerojatnost da Ce profit biti

MOTIV 7.2 Vrijeme trajanja sijalica je slucajna varijabla X. Uzimamo uzorak i 5%
sijalica traje do 100 sati. Kolika je vjerojatnost da ée nova sijalica trajati duze od 200 sati
tj. P(X > 200)?

Definicija 7.1 KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

Neka je (Q,F, P) vjerojatnosni prostor. Za funkciju X : QO — R kaZemo da je
kontinuirana sluc¢ajna varijabla ako je slika R(X) interval I C R, ako slika ne sadrZi
izolirane tocke i ako za svaki interval I C R praslika {w € Q : X(w) € 1} je familija
skupova u F .

Definicija 7.2 Za kontinuiranu sluc¢ajnu varijablu X : QO — R definiramo vjerojatnost

da poprimi vrijednosti iz intervala I C R :
P(Xel)=P(w e Q: X(w) €1});

P(X =a) = 0 za bilo kojia € R.



Definicija 7.3 (FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI SL. VAR.
engl. probability density function)
Neka je X : Q — R kontinuirana slucajna varijabla sa slikom R(X). Funkciju
f : R — R definiranu na sljedeci nacin:
P(x < X < x+ Ax)

fos= Jim, TEEZSEEE, e 00

zovemo funkcija gustoée vjerojatnosti kontinuirane slucajne varijable X.
Za funkciju gustoce vjerojatnosti slucajne varijable vrijedi

b
f f(x)dx = P(a < X < D).

NAPOMENA 7.1 Geometrijsku interpretaciju funkcije gustoce f dobijemo pomocu ge-
ometrijske interpretacije odredenog integrala funkcije f
P(a < X <'b) je povrsina ispod krivulje gustoCe vjerojatnosti f na segmentu [a, b].

T: SVOJSTVA funkcije gustoce vjerojatnosti slu¢ajne varijable X.
(i) f(x) >0, x € R(X)
(i) [ fx)dx =1.
D:
P(x < X < x+ Ax)

i C =1 >
(i) Zax e R(X), x€eICR, f(x) A131(13)10 — >0,

(ii) Za R(X) = R svojstvo (ii) slijedi iz ekvivalentne definicije od f i svojstva
(P2), normiranosti funkcije P: f_ O:o f(x)dx =P(X € R) =P(Q) =1.

NAPOMENA 7.2 Buduci da slika kontinuirane slucajne varijable ne sadrzi izolirane
tocke

P(X = a) = 0 onda vrijedi (za razliku od diskretnih slucajnih varijabli):
Pa@a<X<b)=Pa<X<b=Pa<X<b)=Pa<X<b).

NAPOMENA 7.3 tko Zeli znati vise
Svojstvo fa ’ f(x)dx = P(a < X < b) ekvivalentno je definiciji od f.
Promatramo segment [a, b] i gledamo subdivizije

a=x0<x1<..<x,=b, xjp1=x;+2x;, i=1,.,n.
Postoji t; € [x;, x; + Ax;] tako da P(x; < X < x; + Ax) = f(t;) - Ax;,
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

ZZ-P(XZ‘ <X <x+Ax) = Zif(ti) - AX;.
Ako promatramo limay, o po svim subdivizijama, na desnoj strani prepoznajemo
definiciju odredenog integrala funkcije f na segmentu [a, b], pa slijedi

b
P@a<X<b)= f f(x)dx.

PRIMJER 7.1 Kontinuirana slucajna varijabla je zadana sa svojom slikom R(X) € R.

f(x)_:{a-x, 0<x<5

Zadana je funkcija f:

0, x<0,x>5.
(a) Odredite konstantu a tako da funkcija f bude gustota vjerojatnosti slucajne varijable
X.
(b) Izracunajte vjerojatnost P(0 < X < 2).
(c) Skicirajte graf funkcije f.
Rjesenje:
(a) Da bi f bila funkcija gustoce vjel(:g)jatnosti slu¢ajne varijable ona mora imati

svojstva nenegativnosti i svojstvo fx)dx =1

00 5 > 1
Zato,izf f(x)dx:f a-xdx =1dobivamodajea = — == .
-0 0 fo xdx

Funkcija gustoce vjerojatnosti slu¢ajne varijable je

2

= 0<x<5
n=] 8% VSX=s
e { 0, x<0,x>5.

2 2
2 2 4 4
(b)P(0<X<2)_f0f(x)dx_f0gxdx_ﬁ.i_ﬁ

(c) Funkcija f je definirana na cijelom R, neprekinuta je na R\ {5}.

Definicija 7.4 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE KONTINUIRANE SLUCAJNE VARI-
JABLE, engl. distribution function)

Neka je X : Q) — R kontinuirana slucajna varijabla sa slikom R(X) € R. Funkciju
F : R — R definiranu na sljedeci nacin:

F(x) == P(X < x) = f ) f(t)dt

zovemo funkcija distribucije kontinuirane slucajne varijable X.
Veza funkcije vjerojatnosti i funkcije distribucije slucajne varijable je:

f(x) = F(x).
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T: SVOJSTVA FUNKCIJE DISTRIBUCIJE slucajne varijable:
(F1) lim F(x) =F(-0) =0

(F2) hm F(x) F(0) =1

(E3) 0 < F(x) <1

(F4) F je neprekinuta funkcija, F(x) := P(X < x) = P(X <x),
(F5)

( )

F5) P(a < X <b) = F(b) — F(a) = ff(x)dx abeR, a<b

F6) F je rastuca funkcija.

-

(F1) Kako je dogadaj X < —oco nemogu¢ dogadaj
F(—00) := P(X < —00) = P(0) =
(F2) Kako je dogadaj X < oo siguran dogadaj
F(00) := P(X < 00) = P(Q2) = 1.

(F3) tvrdnja slijedi iz svojstava (F1) i (F2).
(F4) 1z definicije kontinuirane sl. varijable, slika nema izoliranih vrijednosti, pa je
P(X = a) = 0 te na integral ne utje¢u tocke prekida funkcije f.
(F5) Neka sua,b € R, a < b. Ra¢cunamo
F(by = P(X<b)=P(X<a)U(@<X<b)
= P(X<a)+Pa<X<b)y=F@a)+Pla<X<b)

paslijedi P(a < X < b) = F(b) — F(a).

b b
F(b)—F(a)=I f(x)dx—f f(x)dx=ff(x)dx.

(F6) Neka sua,b € R, a < b. 1z svojstva (F5) slijedi da je F(a) < F(b), funkcija je
rastuca.

PRIMJER 7.2 Za funkciju distribucije kontinuirane slucajne varijable
F(x) = P(X < x) vrijedi:

Pa<X<b)=Pla<X<b)=Fb)-F@), a,beR.
RjeSenje:

F) = P(X<b)=P(X<a)U(@<X<b)

P(X<a)+Pla<X<b)=F@a)+Pla<X<b)
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

PRIMJER 7.3 Slucajnavarijabla X iz prethodnog primjera je zadana s funkcijom gustoce

vjerojatnosti
Zx, 0<x<5
n=] 8% VsSX=s
fe) { 0, x<0,x>5.
(a) Napisite funkciju distribucije.
(b) Izracunajte vjerojatnost da slucajna varijabla poprimi vrijednosti vece od 0 i manje od
2,P0<X<2)=?
(c) Skicirajte graf funkcije distribucije F(x).

RjeSenje:
(a)
X
F(x)::P(XSx):f f(t)dt
x<0 0, x<0
F(x) = f—tdt 0<x<b = % 0<x<b5

5<x 1, 5<ux

(b) P(0 < X <2)=F(2)-F(0) = 0——

(c) Funkcija F(x) je neprekmuta na ]R.

Definicija 7.5 (OCEKIVANJE KONTINUIRANE SL. VAR.,
engl. mean ili mathematical expectation)

Neka je X : Q) — R kontinuirana slucajna varijabla sa slikom R(X) i funkcijom vjero-
jatzzoosti f(x). Kazemo da kontinuirana slucajna varijabla X ima ocekivanje ako integral

x - f(x) dx konvergira i oznacavamo

—00

E(X) := Ioox-f(x)dx.

[ee]

Definicija 7.6 (VARIJANCA ILI DISPERZIJA KONTINUIRANE SL. VAR.,

engl. variance)
Neka je X : QO — R kontinuirana sluc¢ajna varijabla sa slikom R(X) i funkcijom
gustoce vjerojatnosti f(x). KaZemo da kontinuirana sluc¢ajna varijabla X ima varijancu

ako integral (x — E(X))? f(x) dx konvergira i oznacavamo

Var(X) := f m(x — E(X))*f(x) dx.
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MozZemo racunati varijancu i pomocu relacije

Var(X) := f ) X2 - f(x)dx — (E(X))%.

[o¢]

(Dokaz vidi kasnije - ocekivanje funkcije slucajne varijable).

Definicija 7.7 (STANDARDNA DEVIJACIJA, engl. standard deviation)
Standardna devijacija slucajne varijable X definira se kao

o(X) = yVar(X).

PRIMJER 7.4 Neka je zadana slucajna varijabla iz prethodnog primjera s funkcijom
Zx, 0<x<5

0, x<0 x>b5.
(a) Izracunajte ocekivanje slucajne varijable E(X).

gustoce vjerojatnosti f(x) =

(b) Izracunajte varijancu i standardnu devijaciju Var(X), o(X).

Rjesenje:
o) 5 5
_ _ 2. _2 2, _ 10 _
(a) E(X)—j:ooxf(x)dx—jo‘ x25xdx—25 ; x“dx = 3 =3.333
(b)
> >, 2 10
Var(X) = f 2 - f(x)dx — (E(X))? = f x? - —xdx — (=)?
oo 0 25 3
5
10, 25
_ 2 31p (22— 22
= ) YR F) g

o(X) = \Var(X) = \/§=2\/§:1.17&

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 7.5 motiv
Neka je omjer prodaje i profita slucajna varijabla X = p}g}’it.
da je nemoguce da Ce profit biti veci ili jednak 50% , a sigurno ée profit biti veci ili jednak

Neka je poslovanje takvo

33.3%. Neka je vjerojatnost da ée omjer X poprimiti vrijednost manju ili jednaku x zadan
2
sa funkcijom F(x) = @. Kolika je vjerojatnost da e profit biti izmedu 40% i 20%?

Koliki je ocekivani profit?

Rjesenje:
100
profit

Slu¢ajna varijabla X = poprima vrijednosti npr. za profit 50% vrijednost
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

X = 2, a za profit 33.3% vrijdnost X = 3. Zaklju¢ujemo da je zadana funkcija
distribucije P(X < x) = F(x)

0, x<2
Fy={ ¥4 2<x<3
1, 3<x

Vjerojatnost da ¢e profit biti izmedu 40% i 20% odgovara pitanju P(2.5 < X <5).
P25 <X <5)=F5)—-F25)=1- % = % = 0.55 Ocekivani profit odgovara
ocekivanoj vrijednosti od X.

Da bi izra¢unali o¢ekivanje moramo izraziti funkciju gustoce vjerojatnosti f. Veza

funkcije gustoce i funkcije distribucije je f(x) = F’'(x).

0, x<2
f)=4 &, 2<x<3
0, 3<ux

Rac¢unamo ocekivanje

E(X) = f xf(x)dx = fxz—xdx = 38 = 2.533.
oo > 5 15

Ocekivani profit je dakle 39.47%.
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7.1. FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE

7.1 FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE

2

MOTIV 7.3 Neka je X ~
01 03 06

]. Opisite slucajnu varijablu Y = 3X + 1.

Definicija 7.8 (FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE) Neka je zadana po dijelovima
neprekinuta funkcija h : R — R i slucajna varijabla X : QO — R. Funkcija slucajne
varijable X je sluc¢ajna varijabla Y : Q) — R definirana kao kompozicija ¥ = h o X.

TEOREM 7.1 Ako je h(x) strogo monotona i derivabilna onda funkciju sluc¢ajne varijable
Y = h(X) moZemo definirati pomocu slucajne varijable X :
(a) Ako je X diskretna slucajna varijabla

fr(y) =P(Y =y) = P((X) = y) = PX = h™\(y)) = f(h™'(y))-

Fy)=PY<y= Y fx).

xi; h(x;)<y
E(Y) = Z hx;) - ().

(b)Ako je X kontinuirana slucajna varijabla

| BT )Y, m<y <M
fY(y)_{ 0, y<m,y>M.
0, y<m

Firl(y), W) >0, m<y<M
1-Fh(y), W) <0, m<y<M
1, y=M.

Fy(y) =
gdje smo oznacili m = min h(x), M = maxh(x).

E(Y) =£ h(x) - f(x)dx.

Dokaz: tko Zeli znati vise
@ fr(y) = P(Y = y) = P((X) = y) = PX = " (y)) = fF(" ()

Fy(y) =P(Y <) = PI(X) < y) =PX <7y = ) flx).
xi: x;i<h~(y)
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

E(Y) = ) yife(y) = ) o) f () = ) ha) fxi).
(b) Ako je X kontinuirana slucajna varijabla

PX <hl(y),  W(x)>0,

Fy(y) = P(Y <y) = P(h(X) < y) = { 1-PX <h™(y), W@ <O

A) = FEy)r = Ext™ W) - B W)Y = fE ) - 10 @)l

E(Y) = I yfr(y)dy = I hx) fE ) (Y)Y dy = f_ h(x) f (x)dx.

o0 [o¢]

PRIMJER 7.6 Neka je zadana funkcija h(x) = a - x + b, i slucajna varijabla X. Neka je
Y funkcija slucajne varijable X, Y = h(X), tj. Y =a- X +b.
(a) Neka je X diskretna slucajna varijabla. Tada je Y definirana s:

-b
) = =),

Fy(y)=PY<y) = ) fx),

Y .
Xi; XS~

E(Y)=a-E(X)+b,
Var(Y) = a* - Var(X).

(b) Neka je X kontinuirana slucajna varijabla. Tada je Y definirana s:

y—=>b
a

Ay = f(

1
) o

FZY,  a>o,
Fy(y) = a
vy { 1-FY), a<o,

E(Y)=a-EX)+b,

Var(X) = a® - Var(X).
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7.1. FUNKCIJA SLUCAJNE VARIJABLE

Rjesenje:
-b -b
(@) fr(y) = P(Y = ) = P@X + b = y) = P(X = +—) = f(Z

ab a )'1
y- -1 r_ =
—, 07w ==

(b) h(x) je strogo monotona zaa # 0, k™ (y) =

Fy(y):P(YSy):P(a-X+bSy)={ P(X; 72; 70

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 7.7 motiv
2

Neka je X ~
01 03 06

). Opisite slucajnu varijablu Y = 3X + 1.

Rjesenje:
4 7 10
Y ~
[ 01 03 0.6 ]
PRIMJER 7.8 Neka je zadana slucajna varijabla X s funkcijom gustoce vjerojatnosti
2 0<x<5 0, x<0,
5% 0sxs<5 2
X) = F(x) = 5=, 0<x< 5,
f&) { 0, x<0x>5 (T H 0sx
1, 5<yx
E(X) = %, Var(X) = %. Opisite slucajnu varijablu Y = 3X + 1.

RjeSenje:
h(x) =3x+1,m=minh(x) =1, M = maxh(x) = 16, x € [0, 5].

Foly) = -3 m<y<m [ EE), 1<y<16
0, y<my>M 0, y<1l,y>16
0, y<m 0, y<1
Fy(y)={ F5h), m<y<M ={ L2 1<y<16
1, y=M 1, y>16
10
E(Y)=3-E(X)+1:3-?+1:11
25 25

Var(Y)=9-Var(X) =9- — = —.
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7. KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

PRIMJER 7.9 Varijanca slucajne varijable X je ocekivanje slucajne varijable Y = (X —
E(X))?

(a) Var(X) = E(Y) = E(X - E(X))?)

(b) Var(X) = E(X?) — (E(X))?

Rjesenje:
(a) slijedi iz defininicije varijance,

(b)
Var(X) = EX?-2X-EX) + (EX))?)

E(X?) =2 E(X) - E(X) + (E(X))* = E(X?) = (E(X))

Definicija 7.9 (k-TI MOMENT )
k-ti moment slucajne varijable X je oekivanje funkcije slucajne varijable X*:

uk = E(XY).
PRIMJER 7.10 Ocekivanje je 1. moment slucajne varijable:
p = E(X) = p.

Definicija 7.10 (k-TI CENTRALNI MOMENT )
k-ti centralni moment slucajne varijable X je oCekivanje funkcije slucajne varijable
(X = EX))*:
B = E((X = E))").

PRIMJER 7.11 Varijanca je 2. centralni moment slucajne varijable:

B2 = E(X — E(X))%) = Var(X) = ¢°.
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7.2. Ponovimo

7.2 Ponovimo

KONTINUIRANA SLUCAJNA VARIJABLA

slika kontinuirane slu¢ajne varijable RX)=ICR

P(x<X<x+AX)

funkcija gustoce vjerojatnosti kon. sl. var. | f(x) := limay—o —

funkcija distribucije kon. sl. var. X F(x):==P(X <x) = [ f(Hat
ocekivanje kon. sl. var. X E(X) := f_ O:ox - f(x)dx
varijanca kon. sl. var. X Var(X) := f_ O:o(x - E(X))? f(x)dx

FUNKCIJA OD SLUCAJNE VARIJABLE

Y je funkcija od slucajne varijable X | Y = h(X),
Y=a-X+b Y: Q- R
ocekivanje od Y EY)=a-EX)+b
varijanca od Y Var(Y) = a*Var(X)

FUNKCIJA od DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE Y =a-X +b

funkcija vjerojatnostiod Y | fy(y) = f (3/7‘!’)
funkcija distribucije od Y | Fy(y) = P(Y <y) =Xy f(xi)

FUNKCIJA od KONTINUIRANE SLUCAJNE VARIJABLE Y =a-X +b

funkcija gustoce vjerojatnostiod Y | fy(y) = f (yT_b) -1

F(X2Y), 0,
funkcija distribucije od Y Fy(y) = ( “yzb =
1- F(T), a< O,
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