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Poglavlje 9

DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

Pojam slucajne varijable generalizira se za dvije i n varijabli. U ovom poglavlju
posebno ¢e se obraditi diskretni dvodimenzionali slucajni vektor. Pojam n-dim

slucajnog vektora vazan je za definiciju slucajnog uzorka.

Definicija 9.1 (n-dim SLUCAJNI VEKTOR, engl. random vector)

Nekasusu X;: Q- R, X;: Q- R,..., X, : Q — R slucajne varijable definirane
na vjerojatnosnom prostoru (QQ, ¥, P). Funkciju (X1, X, ..., Xy) : Q — R" zovemo n-dim
slucajni vektor ako vrijedi Vx1,x2, ..., X, € R,

{weQ: Xi(w) <x1, Xo(w) £ x2, ..., Xp(w) < xy} CF
i oznacavamo (X1, Xo, ..., Xp)(w) = (X1(w), X2(w), ..., Xy(w)), w € Q.

Definicija 9.2 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE n-dim SLUCAJNOG VEKTORA, engl.
distribution function of random vector)
Neka je (X1,X3,..., Xy) : Q — R" n-dim slucajni vektor. Funkciju F : R" — R

definiranu na sljedeci nacin:
F(x1,x2, ..., %5) := P(X1 < x1, ..., X5 £ Xp)

zovemo funkcija distribucije diskretnog n-dim slucajnog vektora (X1, X, .., Xn).



9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

9.1 DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

MOTIV 9.1 Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i slucajnu varijablu X =
suma brojeva koji su pali i slucajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace
0. (a) Nadite funkciju vjerojatnosti slucajnog vektora (X, Y). (b)Izracunajte vjerojatnost
da je zbroj brojeva koji su pali ve¢i od 3 a manji ili jednak 6 i da su pali isti brojevi? (c)
Jesu li X i Y nezavisne varijable? (d) Izracunajte kovarijancu. (e) Jesu li X i Y korelirane
varijable?

Definicija 9.3 DISKRETNI n-dim SLUCAJNI VEKTOR
Ako su slucajne varijable X1, X», ..., X, diskretne slucajne varijable, onda za slucajni
vektor (X1, Xy, ..., Xy) kaZemo da je diskretni n-dim slucajni vektor.

Definicija 9.4 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI n-dim SLUCAJNOG
VEKTORA, engl. probability function of random vector)

Neka je (X1, X2, ..., Xn) : Q — R" n-dim diskretni slucajni vektor. Funkciju f :
R" — R definiranu na sljede¢i nacin:

P(X1 =x1, X0 =x2,.. X = x), (x1,..., %) € R(X1, X2, ..., Xp),
0, inace

flx1,x2,...,x,) = {
zovemo funkcija vjerojatnosti diskretnog n-dim slucajnog vektora (X1, Xa, ..., Xy).

Definicija 9.5 DISKRETNI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR
Ako su slucajne varijable X i Y diskretne slucajne varijable, onda za slucajni vektor
(X,Y) kazemo da je diskretni dvodimenzionalni slucajni vektor.

Definicija 9.6 (FUNKCIJA VJEROJATNOSTI diskretnog 2-dim SLUCAJNOG
VEKTORA)

Neka su X : Q — R, Y : Q — R diskretne slucajne varijable sa slikama R(X) =
{x1,x2,..}, R(Y) = {y1, y2, ...} Funkciju f : R?Z » R definiranu na sljede¢i nacin:

PX=x;,Y=y)), x=x€RX), y=y;eRX),
0, inace

Sl y) = {
zovemo funkcija vjerojatnosti diskretnog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

T: SVOJSTVA funkcije vjerojatnosti slucajne varijable X.
()0 < flx,yp) <1,
(i) X X fi,yp) = 1.
i=1 j=1
Dokaz: tko Zeli znati vise

(i) Za (x;, y)) € R?, P(X =x;,Y = yj) = P({lw : X(w) = x;, Y(w) = y;})
= 0< f(x,y) <1
(i) Za (x;, yj) # (X, y1) =
fw: X(w) = x;, Y(@) = yj} Mo : X(w) = x, Y(w) = yi} =0,
svojstvo (ii) slijedi prema svojstvu (P3), prebrojive aditivnosti funkcije P:

DY S = Y Y PO Y = ) = @) = 1.

i=1 j=1 i=1 j=1

NAPOMENA 9.1 Diskretni 2-dim slucajni vektor je zadan sa svojom slikom R((X, Y)) =
{(xi,yj),i =1,...;] = 1,..} i funkcijom vjerojatnosti f slucajne varijable, vrijednostima
{f(xi, y]), i= 1, veey ] = 1, }

U literaturi se zato moZe naci zapis slucajnog vektora (X, Y) kao uredene sheme:

X/Y 1 Y2 .. y]'

X1 P P12 P1j

(X,Y) ~ X2 pa P2j
Xi  Pi pij

gdjesupij = f(xi,y;), i,j €1{1,2,..}.

PRIMJER 9.1 Neka je (Q,P(C2), P) diskretni vjerojatnosni prostor slucajnog pokusa
bacanje igrace kocke. Q) = {w1, w2, w3, ..., we}, P({w;}) = %, i=1,..,6.

Neka je X : Q — R slucajna varijabla definirana na sljedeci nacin: X = broj koji je pao.
NekajeY : Q) — R slucajna varijabla definirana na sljedeci nacin: Y = 1 ako je pao paran
broj veci od 3, inace 0.

X je slu¢ajna varijabla. Slika slucajne varijable je skup R(X) = {1,2,3,4,5, 6}.

Y je slucajna varijabla. Slika slucajne varijable je skup R(Y) = {0, 1}.

Naci funkciju vjerojatnosti slucajnog vektora (X,Y).
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9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

Rjesenje: Funkcija vierojatnosti slu¢ajne varijable Xje f : R> > R

PX=x;,Y=y)), x=x€RX),y=y;jeRY)
0, inace.

fleoy) = {

s x:xi€{4/6}/y:yj€{]—}
, x=x€({1,2,3,5}, y=y; € {0}

O O\ o=

, inace.

Slucajni vektor (X,Y) moZemo za zadati s

(X, Y) ~

O\U1»I>(JJI\J>—\5
>~<

O ok O oo~ O
= O ol O O O =

PRIMJER 9.2 Neka je (X,Y) slucajni vektor za slucajni pokus izbora dva broja iz {1,2,3},
pri demu je X= prvi izabrani broj, Y= izabrani broj nije manji od prvog. Naci funkciju
vjerojatnosti slucajnog vektora.

RjeSenje:
X/Yy 1.2 3
1 5393
(X/Y)N 1 11
1
3 00 3

Definicija 9.7 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE DISKRETNOG 2-dim
SLUCAJNOG VEKTORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi,yj),i=1,..;j=1,..}. Funkciju F : R?2 > R definiranu na sljede¢i nacin:

Foy)=PX<xY<y =Y Y f,y)

XSX iy i<y
zovemo funkcija distribucije diskretnog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

T: SVOJSTVA funkcije distribucije diskretnog 2-dim slu¢ajnog vektora:
(FD) _ lim  F(x,y)=F(-o0,~0) =0

Jim F(x, y) = F(-00,y) =0

yl—i}zloo F(x,y) = F(x,—00) =0
(F2) lim F(x,y) = F(co,00) =1

X—00, y—00

(F3)0< F(x,y) <1
(F4)

P(ay < X < by,a2 <Y < b) = F(by, b2) — F(ay, bp) — F(by, a2) + F(ay, a2),
a1,b1,a2,b2 S ]R, a1 < bl, ay < b2.

(F6) F je rastuca funkcija po svakoj varijabli.

Dokaz: tko Zeli znati vise
(F1) Kako je dogadaj X < —oo, Y < —co nemogu¢ dogadaj

F(=00,-00) := P(X < =00, Y < —00) = P(0) = 0.
F(—o0,1) = P(X < —ooﬂYs y) :P((oﬂYs y) = P(0) = 0.
(F2) Budud¢i je dogadaj X < oo, Y < oo siguran dogadaj, onda je
F(co,0) = P(QQ) = 1.

(F3) tvrdnja slijedi iz svojstava (F1) i (F2).
(F4) Nekasua,b e R, a; < by, ap < by. Ratunamo
Pla < X <byap <Y < by)
= Pla <X<b,Y<b)—Pla1 <X<b,Y <a)
(F(b1,b2) — F(ay, b)) — (F(b1, a2) — F(a1, az)).

(F6) Neka suay, b1 € R, a1 < by.

Play <X <by,Y <) F(b1,y) — F(a1, y) — F(b1, —e0) + F(a, —0)

F(b1,y) - Fla,y) > 0.

1z svojstva (F5) slijedi da je F(a1, y) < F(b1, y), funkcija je rastu¢a po prvoj varijabli.
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9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

PRIMJER 9.3 Za slucajni vektor (X,Y) iz primjera zadan s

(Xr Y) ~

O\U‘I»-PQJI\J»—\E
>~.<

O ok O ool al O
= O ol O O O =

odredite vrijednost funkcije distribucije F(1,0), F(1,1), F(2,0), F(2,1), F(4,0). Izracunajte
vjerojatnost P(1 < X <2,0<Y<1)iP(1<X<4Y<0).

RjeSenje:

Fy)=PX<xY<y =), ) flxiy)

i <x ji Y <y

F(1,0) = f(1,0) = p11 = 2,
F(1,1) = f(1,0) + f(1,1) = p11 + p12 = &,
F(2,0) = f(1,0) + f(2,0) = p11 + p21 = %,
F2,1) = f(1,0) + f(1,1) + f(2,0) + f(2,1) = pr + pr2 +po1 +p2 = &,
F(4,0) = f(1,0)+ f(2,0) + f(3,0) + f(4,0) = p11 + p21 + p31 + pa1 = %
Koristimo formule

P(a1 < X < by, ap <Y < bp) = F(by, bp) — Fan, b2) — F(by, a2) + F(a1, a2)

P(ay < X < b1, Y < bp) = F(b1,b2) — F(ay, b)

P1<X<20<Y<1) F(2,1) - F(1,1) — F(2,0) + F(1,0)

ili
P1<X<20<Y<1)=P® =0,

P(L<X<4,Y<0)=P(lan)) + Plws)) = L+ 1 =

NN

1,1
6 6

PRIMJER 9.4 Bacimo istovremeno dva novciéa od 1 kune i od 5 kuna. Neka su XiY
slucajne varijable definirane:
X=1 ako je pao slavuj, inace 0

Radni materijal 8



9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

Y= 1 ako je pao medo, inace 0.
Promatramo slucajni vektor (X,Y). Napisite funkciju vjerojatnosti sluc¢ajnog vektora.
Odredite F(1,1), P0< X <1,0<Y<1)iP0<X<1Y<0).

Rjesenje: R(X) = {0,1}, R(Y) = {0, 1}.
RIX,Y)) ={(xi,y;), 1=1,2; j=1,2} ={(0,0),(1,0),(0,1), (1, 1)}

fx,y) ‘:{ %) x=xc0 1 y=ycl0l
, 1nace.
X/Y 0 1
XY)~1 0 3 1| f00=f10=f01)=f011)=]
LI

Fioy):=PX<xY<y =Y Y fa,y)

EXSX iy i<y
F(0,0) = f(0,0) = p11 = 1
F(1,0)= (0,00 + f(1,0) =pni +pn =5+ 3 =3

F(1,1) = f(0,0) + f(0,1) + f(1,0) + f(1,1
Koristimo formule

~

pui+pi2+pa +pn =1

P(a; < X < by,a2 <Y < bp) = F(by, b2) — F(ay, bp) — F(by,a2) + F(ay, a2)

P(a1 < X < b1,Y < by) = F(by,b2) — F(a1, b2)

PO<X<1,0<Y<1) F(1,1) = F(0,1) — F(1,0) + F(0,0)

-1 1 1.1
B 2 2 4 4
1 1 1
PO<X<1Y<0)=FL0)-F0,0=5-7=7
ili
P(0<XS1,0<Y§1):P({(slm)}):%-%:%,
PO<X<1,Y<0)=P(s5=3-3=1

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

9 Radni materijal



9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

PRIMJER 9.5 motiv

Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X = suma
brojeva koji su pali i sluc¢ajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace 0. (a)
Nadite funkciju vjerojatnosti slucajnog vektora (X,Y). (b) Izraunajte vjerojatnost da je
zbroj brojeva koji su pali ve¢i od 3 a manji ili jednak 6 i da su pali isti brojevi?

Rjesenje: (a) (X, Y) ~

*“"‘@ooqom»nwwﬁ
— O =

—_
N

O KRR L= L= KoK © o
g~ o o & o0& o8&k

b)PB<X<6Y=1)=f41+f51+f61)=%+0+%x=2.

Definicija 9.8 (MARGINALNA FUNKCIJA VJEROJATNOSTI
komponenata 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA, engl. marginal distribution)
Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi,yj), 1=1,...; j = 1,..} i funkcijom vjerojatnosti
f:R?>—[0,1]

P(X =X, Y = y])/ (x/ y) = (xir y]) € R((X/ Y))
0, inace.

fl,y) =={

Funkciju fi(x) = f(X = x, Y = proizvoljno) = Z f(x,y)), zovemo

]
marginalna funkcija vjerojatnosti komponente X sluc¢ajnog vektora (X, Y).
Funkciju f,(y) = f(X = proizvoljno, Y = y) = Z f(xi, y) zovemo

i
marginalna funkcija vjerojatnosti komponente Y slucajnog vektora (X,Y).

Radni materijal 10



9. DVODIMENZIONALNI

SLUCAJNI VEKTOR
XIY w1 Y2 oY f1(x)
X1 opn P2 Py Xipj
X2 pa p2j - Y p2j
Xi pi Pij L.;pij
fy) ZiPil ZiPij ZiZj pij = 1

PRIMJER 9.6 U prethodnim primjerima sluc¢ajnih vektora odredite marginalne funkcije
vjerojatnosti komponenti X i Y slucajnog vektora (X, Y).

RjeSenje:
X/Y 0 1 fi(x)
1 50 3
2 50 3
1 1
S I N S (Y
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
5 § 0 3
6 0 & 1
fly) ¢ 3 1
e XY 01 it
9 9 9 18 o 1 1 1
2 0 § & 3 (C)liii
300%% f()ilii
A & B o1 2z

11 Radni materijal



9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI

SLUCAJNI VEKTOR
X/Y 0 1 fi(x)
2 0 % =
2 2
3 % 0 5
2 1 3
4 5% 3% %
4 4
5 3 0 %%
6 &£ 1 5
36 36 36
@ 7 £ 0 2
8 4 1 5
36 36 36
4 4
P
11 2 0 2
1 1
2 0 <+ 4
A % % 1

Definicija 9.9 (MARGINALNA FUNKCIJA DISTRIBUCIJE
VJEROJATNOSTI komponenata 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA, engl. marginal dis-
tribution)

Neka je (X,Y) : Q — R2 diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi, yj),i=1,..; j =1,..} i funkcijom distribucije vjerojatnosti F : R* — [0,1]

Floy)=PX<sxY<y =Y, Y fy)

X SX i Y i<y

Funkciju Fq(x) := F(x,00) = P(X < x,—00 <Y < 00) = Z f1(u), zovemo marginalna
usx
funkcija distribucije vjerojatnosti komponente X slucajnog

vektora (X, Y).
Funkciju F(y) := F(oo,y) = P(~o0 < X <00, Y < y) = Zfz(u)zovemo marginalna funkcija

usy
distribucije vjerojatnosti komponente Y slucajnog

vektora (X, Y).

Definicija 9.10 (NEZAVISNE SLUCAJNE VARIJABLE 2-dim SLUCAJNOG VEK-
TORA, engl. independent variables)

Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor sa funkcijom distribucije vjerojatnosti
F(x,vy). Za slu¢ajne varijable X i Y kaZemo da su nezavisne ako je za svaki (x, y)

F(x,y) = F1(x) - F2(y).

Radni materijal 12



9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa funkcijom vjerojatnosti
f(x,v). Za slucajne varijable X i Y kaZemo da su nezavisne ako je za svaki (x, y)

fy) = A1) f2(y)-

Inace su X 1Y zavisne.

PRIMJER 9.7 U primjerima provjeri jesu li slucajne varijable u slucajnim vektorima
(X,Y) nezavisne.

RjeSenje:
(a)nisujerjenpr. f(4,1) # A(4)- L), fED =% A@) =1, H1)=2;
(b) nisu jer je npr. f(1,1) # f1(1)- fo(1), f(1,1) = %, fi4) = %, (1) = %;
(c)jesujerje f(xi,y;) = fi(x) - f2(yj), 1, =1,2;
(d) nisu jer je npr. £(6,1) # f1(6) - fo(1), f(6,1) = 5, f1(6) = 5,

H1) = £.

Definicija 9.11 (OCEKIVANJE 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)

Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slu¢ajni vektor i neka komponente X i Y su slucajne
varijable koje imaju ocekivnje E(X) i E(Y) onda se matematicko ocekivanje slucajnog
vektora definira s

E(X,Y) = (E(X), E(Y)).

Definicija 9.12 (OCEKIVANJE funkcije DISKRETNOG 2-dim SLUCAJNOG VEK-
TORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? diskretni 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)) =
{(xi,yj),i=1,.;j=1,..} i funkcijom vjerojatnosti
f:R?>—[0,1]

P(X = xl',Y = y])/ (x/ ]/) = (-xi/ y]) € R((XI Y))
0, inace.

fl,y) = {

Neka je zadana funkcija h : R> — R. KaZemo da je slucajna varijabla h(X,Y) funkcija

od slucajnog vektora (X,Y) i za nju definiramo ocekivanje ako red Z Z h(xi, yj) f(xi, )
i=1 j=1
konvergira i oznacavamo

E(i(X, Y)) := Z Zh(xi, Y f(xi ).

i=1 j=1

00
=1

13 Radni materijal



9.1. DISKRETNI DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

PRIMJER 9.8 E(X-Y) = Z Z xi-yif(xi, y) za h(x,y) = x - y.
i=1 j=1

PRIMJER 9.9 Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable onda je
E(X-Y) = E(X) - E(Y),
jer

E(X-Y)

i i xi - yif(xi yj) = i i Xi - yifi(xi) - f2(y;)

i=1 j=1 i=1 j=1

gk

xifi(x) - ) yifay)) = E(X) - E(Y).
j=1

i=1

PRIMJER 9.10 Ako je (X1, X2, ..., Xy) n-dim slucajni vektor i sve varijable nezavisne
onda
E(Xq - Xp - oo Xp) = E(X1) - E(X2) - ... - E(Xy).

PRIMJER9.11 E(X+Y)=EX)+E(Y)zah(x,y) =x+y.
PRIMJER 9.12 Ako je (X1, X2, ..., Xy) n-dim slucajni vektor onda
E(X1+ Xp + ... + X)) = E(X1) + E(X2) + ... + E(X},).

PRIMJER 9.13 Neka je (X,Y) diskretni 2-dim slucajni vektor takav da Y ne poprima
vrijednost 0. Odredi E(sin ).

Rjesenje: h(x,y) = siny
X 2 - o X
E(sin 7) = ; ; h(xi, y) f(xi, y;) = ; ]Z:; sm y—jf(xi, vj)

Radni materijal 14



9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

9.2 KONTINUIRANI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR

tko Zeli znati vise

MOTIV 9.2 Mladi¢ i djevojka su dogovorili sastanak na trqu u 12 sati. Cekat ée se
najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su oboje dosli
na trg od 12 do 13 sati?

Definicija 9.13 KONTINUIRANI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR
Ako su slucajne varijable X i Y kontinuirane slucajne varijable, onda za slucajni

vektor (X, Y) kazemo da je kontinuirani dvodimenzionalni slucajni vektor.

Definicija 9.14 (FUNKCIJA GUSTOCE VJEROJATNOSTI
kontinuiranog 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)
Nekasu X : Q) — R, Y : QO — R kontinuirane sluc¢ajne varijable sa slikama R(X) i
R(Y). Funkciju f : R> - R definiranu na sljedec¢i nacin:
(i) 0 < f(x,y)

i) [ [ fex, y)dxdy = 1.
zovemo funkcija gustoée vjerojatnosti kontinuiranog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).

Definicija 9.15 (FUNKCIJA DISTRIBUCIJE
kontinuiranog 2-dim SLUCAJNOG VEKTORA)

Neka je (X,Y) : Q — R? kontinuirani 2-dim slucajni vektor sa slikom R((X,Y)).
Funkciju F : R?> — R definiranu na sljedeci nacin:

Xy
Fix,y) =P(X<x,Y<y) = f f f(x, y)dxdy
zovemo funkcija distribucije kontinuiranog 2-dim slucajnog vektora (X, Y).

NAPOMENA 9.2 Neka je (X,Y) : Q — R? kontinuirani 2-dim slucajni vektor sa
slikom R((X, Y)) = [a, b] X [c, d]. Tada vrijedi

b
P(a<XSb,c<Y§d):ffdf(x,y)dxdy.

NAPOMENA 9.3 Neka je (X,Y) : Q — R? kontinuirani 2-dim slucajni vektor sa
slikom R((X, Y)). Neka je dogadaj A vezan uz slucajni pokus i vektor (X, Y). Ako oznacimo
podrucje u xy ravnini koje odgovara dogadaju A sa D, onda vjerojatnost dogadaja A
(geometrijsku vjerojatnost) moZemo racunati pomocu
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9.2. KONTINUIRANI 2-dim SLUCA]NI VEKTOR
tko Zeli znati vise

- [ [ e sty

MOTIV 9.3 Miadi¢ i djevojka su dogovorili sastanak na trqu u 12 sati. Cekat ée se
najdulje 20 minuta nakon dolaska. Kolika je vjerojatnost da se susretnu ako su oboje dosli
na trg od 12 do 13 sati?

RjeSenje:

Neka su X i Y slucajne varijable koje predtavljaju vrijeme dolaska djevojke i
mladic¢a. Pretpostavit ¢emo da jednaki vremenski intervali imaju jednaku vjero-
jatnost, pa su funkcije gustoce vjerojatnosti za obe varijable jednake:

1, 0<x<60
Akx) = { .
0, inace.
1, 0<x<60
fa(x) = { 0. inad
, inace.

Buduéi su slucajne varijable X i Y nezavisne mozemo odrediti funkciju gustoce
vjerojatnosti slucajnog vektora (X, Y) :

fx,y) = A f2(y)

1, 0<x<60,0<y<60
flxy) = { 0 inac /
, inace.
Rac¢unamo vjerojatnost dogadaja A = {(x, y) € [0,60] x [0,60] : |x — y| < 20} :

P(A) = P(X - Y| <20) = [ [, f(x,y)dxdy = 3.
(vidite PRIMJER ?? u 2. poglavlju.)
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

9.3 KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI RE-
GRESIJE

MOTIV 9.4 Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X =
suma brojeva koji su pali i slucajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace
0. (c) Jesu li X i Y nezavisne varijable? (d) Izracunajte kovarijancu. (e) Jesu li X i Y
korelirane varijable?

Definicija 9.16 (KOVARIJANCA SLUCAJNOG VEKTORA - engl.covariance of X and
Y)
Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor. Kovarijanca slucajnog vektora (X,Y)
je
txy = E(X = E(X))(Y = E(Y))) = E(X - Y) = E(X) - E(Y).

Ako su X 1Y nezavisne slucajne varijable onda je uxy = 0.

PRIMJER 9.14 (a) Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2uxy
(b) Ako su X 1Y nezavisne sluc¢ajne varijable onda je Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Dokaz: tko Zeli znati vise

Ako je h(x,y) = x + y onda je Z = X + Y slucajna varijabla, funkcija slu¢ajnog
vektora (X, Y).

Var(Z) E(Z*) - (E(Z))* = E(X + Y)*) - (E(X + Y))*
= EX?>+2X-Y+Y? - (EX) + E(Y))?
= E(X?) +2E(X-Y)+E(Y?) - (E(X))* + 2E(X) - E(Y) + (E(Y))?)

= E(X?) = (E(X)* + E(Y?) = (E(Y))* + 2(E(X - Y) = E(X) - E(Y))
Ako su X iY nezavisne slucajne varijable onda je uxy = 0 pa tvrdnja slijedi iz (a).

Definicija 9.17 (KOEFICIJENT KORELACIJE, engl. correlation coefficient )

Neka je (X,Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor Neka je uxy kovarijanca slucajnih
varijabli X 1Y, a 01 i 02 njihove standardne devijacije. Koeficijent korelacije komponenti
X 1Y slu¢ajnog vektora je definiran s

Uxy
o1 62'

Pxy =
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9.3. KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE

T: SVOJSTVA KOEFICIJENTA KORELACIJE pxy :

) pxy = pyx,

(i) -1 <pxy <1,

(iii) pxy =1akojeY =aX +b, a>0, pxy = -1l akojeY =aX+b, a <0,
(iv) puw = pxy,akojeU =aX+b, W=cY +d, a,c #0.

D: tko Zeli znati vise

(ii) Za slucajnu varijablu U = 0,X — 01Y , odredimo varijancu:

Var() = E(U?) - (E(U))*
= E(03X* = 20102XY + 07Y?) = (02E(X) — 01 E(Y))?
= 03E(X?) - 20102E(XY) + 01 E(Y?)
~(03(E(X))? = 20102E(X)E(Y) + 07(E(Y))?)
= o3Var(X) + o3Var(Y) — 20102(E(XY) — E(X)E(Y))

_ 2.2, 2 2
= 0,07 +07 05— 20102lxY

2 2
= 20705 — 201020xY-

Bududi je varijanca pozitivan broj zaklju¢ujemo da je pxy < 0102, pxy < 1.
Analogno, promatrajudi slucajnu varijablu U = 0,X+01Y dobit éemo nejednakost
Uxy = —0102, pPxy = —1.

(iii)

E(XY) — E(X)E(Y) = E(X(aX + b)) — E(X)E(aX + b)
aE(X?) + bE(X) — a(E(X))* + bE(X) = aVar(X) = ao?,

Uxy

a% = Var(Y) = Var(@X + b) = a®Var(X) = ach%,

2
Uxy aoy a
pXY = = = —.
01-02 o01-01lal al

Definicija 9.18 (NEKORELIRANE SLUCAJNE VARIJABLE)

Neka je (X, Y) : Q — R? 2-dim slucajni vektor Neka je uxy kovarijanca slucajnih
varijabli X 1Y, a 01 i 02 njihove standardne devijacije.
Za slucajne varijable X i Y kaZemo da su nekorelirane ako je koeficijent korelacije pxy = 0.
Ako je pxy # 0 slucajne varijable su korelirane.
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

PRIMJER 9.15 (a) Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable onda su one nekorelirane.
(b) Ako su X i'Y nekorelirane slucajne varijable onda one ne moraju biti nezavisne.

Dokaz:

(@) XiY nezavisne = uxy =0 = pxy =0 = XiY nekorelirane.

(b) X'i Y nekorelirane = pxy = 0 ali ne moraju biti Xi Y nezavisne (mogu se naci
primjeri).

NAPOMENA 9.4 Neka je zadan slucajni vektor (X, Y) s funkcijom vjerojatnosti f(x, y),
ili funkcija gustoce vjerojatnosti. TraZimo funkcijsku vezu izmedu slucajnih varijabli X
iY npr. Y = ¢(X) tako da E((Y — g(X)?)) — min. Tada se krivulja dana jednadzbom
y = g(x) zove regresijska krivulja od Y po X (u smislu najmanjih kvadrata) i odreduje se

kao
y=gx) =E(Y|X=x) = ; yﬂ%
il )
y=g@=EMX=x= | 4L ;f(x y))

Ako pretpostavimo linearnu ovisnost Y od X tako da je g(x) = ax + b onda kao regresijsku
krivulju dobijemo pravac:

02
Y= 2 = pxy - —(x—p1)
o1

je pravac regresije Y po X.
.. 02  HUXY . . ..
Koeficijent a = pxy - = e koeficijent regresije Y po X.

1 0]

PRIMJER 9.16 Nekaje(X,Y) : Q — IR? 2-dim slucajni vektor. Neka je pxy kovarijanca
slucajnih varijabli X i Y, pxy koeficijent korelacije, o1 i 02 njihove standardne devijacije,
a i, Uz njihova ocekivanja. Pretostavimo da su X i Y zavisne slucajne varijable takve da
je Y = aX +b. Parametre a i b moZemo odrediti metodom najmanjih kvadrata tako da

E((Y = (aX + b))?) ima minimalnu vrijednost.
a= pPxy - 2 V—XZY je koeficijent regresije Y po X.
01 0]
02 Hxy
b=po—pxy - —H1 =t~ — - .
01 07
XY
y—p2= #—z(x— p1),
o3
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9.3. KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE

Y= l2 = pxy ?(x — U1) je pravac regresije Y po X.
1

Analogno, ako je X=aY+b

a=pxy - Z—; = % je koeficijent regresije X po Y
2
XY
x— = S - ),
2

X— U1 = pxy - Z—l(y — U2) je pravac regresije X po Y.

Dokaz: tko Zeli znati vise
(metoda najmanjih kvadrata)

Oznacéimo

K(a, b) E((Y —aX = b)) = E(Y — pa —a(X — pi1) = b + 2 — auy)?

ag + uZG% —2auxy + (u2 —b— ayl)z

K(a, b) je funkcija od 2 varijable i traZimo njen ekstrem. Nuzni uvjeti su

oK oK
5 2003 — 2uxy — 2(u2 — b —auy) = 0, 5 —2(u2 —b—ay) = 0.

RjeSavanjem ovog sustava od 2 jed. s 2 nepoznanice dobit éemo

a=”—X2Y, b=uz—au1=uz—#—xzy-u1-
07 o1

NAPOMENA 9.5 Pravci regresije sijeku se u tocki (u1, pi2) koja se zove centar zajednicke
distribucije X i Y.

2
1=pxy o1-0

2 2°
Pxy 0]+ 05

Kut izmedu pravaca regresije tgp =

Ako je pxy = 1 ili —1 pravci regresije se poklapaju i tada postoji potpuna linearna
zavisnost izmedu X iY.

Ako je pxy = 0 onda su pravci regresije y = lp, x = [y okpmiti, a ne postoji linearna
zavisnost slucajnih varijabli Xi'Y.

PRIMJER 9.17 Za primjer slucajnog vektora (X,Y) nadite kovarijancu, koeficijent ko-
relacije i pravce regresije.
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9. DVODIMENZIONALNI

SLUCAJNI VEKTOR
XY 1 2 3 A Xyjpij xiXypi
1 11 1 s 6 6
9 9 9 18 9 9
11 6 5 10
2 0§ & 1 5 ©
1 6 3 9
3 00 35 3 3
Ay F & B 1 %
Trpy 3 % K
yiLXpi 5 1 15 1
6 6 6 36
m=EX) =) xifil)=1 o +2- 5 +3 2=
2 5 11 45
uz—E(Y)—Z]/jfz(]/j)—l'1—8+2'E+3'E =13
6 6 6 84
2\ _ 2606 =1 — +4. — 4+9. > ==
B = ) Al =1 g +4- 5 +9- 5= 35
2 5 11 121
2 = 2 ) = - —_ [—  _ = —
B =) ViAW) =1 +e 5 +9 5= 3
84 36 2
2 _ _0* (96n <
or=VarX) =15 - (g =3
121 45 17
2 _ _tel o
o2 =Vart) = 5 ~(1g)" = 3
. . 9% 36 45 1
Kovarijanca je uxy = E(XY) — E(X)E(Y) = B 18 18-3
1
Pravac regresije Y po Xje y — 2 = ‘u—Xzy(x -u1), Y- v %(x - %),
o 18 2 18
S P
STty
1
Pravac regresije X po Yje x — uj = ‘ua—Xg(y —U2), X— i—g = fjg(y - %),
BEVARE VAR VAR
Pravci se sijeku u tocki (u1, t2) = (2, g).
-3 22
tgp = % = ==, Kut izmedu pravaca regresije je ¢ = 28.2°.
1+ v 41
1
Koeficijent korelacije je pxy = BXY 3~ 0.59409.
0102 2. 17
3736

21 Radni materijal



9.3. KOVARIJANCA, KORELACIJA, PRAVCI REGRESIJE

(,Ul,lla)=(2, i)

\©

2

3 x

Slika 9.1: Pravci regresije slucajnog vektora (X, Y).

Prisjetimo se motivacijskog primjera:

PRIMJER 9.18 motiv

Promatramo slucajni pokus bacanje 2 igrace kocke i sluc¢ajnu varijablu X = suma

brojeva koji su pali i slu¢ajnu varijablu Y = broj 1 ako su pali jednaki brojevi, inace 0. (c)

Jesu li X i Y nezavisne varijable? (d) Izracunajte kovarijancu. (e) Jesu li X i Y korelirane

varijable?
X/Y 0 1
2 0 %=
2
. T
5 40
4 1
6 % 3%
RjeSenje: (c)| 7 % 0
g 4 1
3 36
9 £ 0
2 1
11 £ 0
12 0 =%
LW % %

fix)
1
36

2
36

36

W

36

N

36
1
36
1

Varijable nisu nezavisne jer je npr. f(6,1) # f1(6) - f2(1),
f6,1) =5, f1(6) = 5, (1) = 5.
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9. DVODIMENZIONALNI
SLUCAJNI VEKTOR

(d) EX) =7, E(Y) = §, E(XY) = ;5 Xy f(xi, yj) = §
Kovarijanca je uxy = E(XY) — E(X) - E(Y) = 0, pa je i koeficijnt korelacije jednak
pxy =0.
(e) Varijable su nekorelirane jer je koeficijnt korelacije jednak pxy = 0.
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9.4. Ponovimo

9.4 Ponovimo

DISKRETNI 2-dim SLUCAJNI VEKTOR

diskretni 2-dim sl. vek.

(X,Y): Q — R2

funkcija vjerojatnosti

fxi,yj) = PX =x;,Y =y)), (xi,y) € RUX, Y))

funkcija distribucije vj.

Fx,y) =P(X<x,Y<vy)

marginalne funkcije vj.

po X

fi() =X, f,y)

poY

L) =X fxi, )

nezavisne sl. var.

fxi, yj) = fi(xi) - fo(y;), za sve (xi, y;) € R((X, Y))

funkcija 2-dim sl. vek.

Z=h(XY)), h: R >R

ocekivanje od Z = h((X, Y))

E(Z) = Zi Z] h(xil yj)f(xi/ y])

EX-YV)=Y;Yixi Y fxiy))

E(X+Y) = EX) + E(Y)

ako su XiY nezavisna

E(X-Y) = E(X) - E(Y)

KOVARIJANCA - KORELACIJA PRAVCI REGRESIJE

kovarijanca od (X, Y)

uxy = E(XY) — EX) - E(Y)

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2uxy

koef. korelacije od (X, Y) | pxy = %
nekorelirane sl. var. pxy =0

pravac regresije Y po X

XY
Y=l = y—z(x—m)
o3
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