4 UVJETNA VJEROJATNOST

Definicija 4.1 (UVJETNA VJEROJATNOST)
Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A € F tako da je P(A) >
0. Tada funkciju Py : F — [0,1] zovemo uvjetna vjerojatnost a definiramo

za VB € F kao
P(BNA)

PA(B) = P(B/A) = =g,

vjerojatnost od B uz uvjet da se dogodio A.
P(A) = 0= P4(B) = P(B).

TEOREM 4.1 Uvjetna vjerojatnost je vjerojatnost. Zadovojava uvjete
(UP1) Po(B) > 0,B C F (svojstvo nenegativnosti);
(UP2) Pa(Q2) = 1(svojstvo normiranosti);
(UPS)) Aief,iEN,AiﬂAj:Q),i%j

= PA@1 A) = iPA(Ai)

(svojstvo prebrojive aditivnosti).

Dokaz:
(UP3) A, e Fie N,AzﬂAJ :@,Z %3
= ANAcFieN,(ANANANA) =0,i#j

0 P(U AinA)
PaU4) = =5

T PUz,(Ana)

P(A)
> P(AinA)

=

_ P(A;NA)
=2 P(A)

i=

_ iPA(AZ—) .
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PRIMJER 4.1 Neka je (2, P(R2), P) diskretni vjerojatnosni, gdje je 2 konacan
prostor elementarnih dogadja i P({w;}) = %,z’ = {1,..,n}. Neka je A €
P(), |Al =m > 01i P(A) = ™. Za B € P(Q) tako da je |[ANB| = r,
uvjetna vjerojatnost Py : P(Q2) — [0,1] je definirana na slijedeéi nacin

P(BNA
Py(B) = 53(2)) =

r
pon

313k

PRIMJER 4.2 Bacamo kocku. Kolika je vjerojatnost da ce "pasti” paran
broj pod uvjetom da je je "pao” broj mangi od 4%

Rjesenje:

Q = {wl, ...,w6} = {1,2,3,4, 5,6},
P({wi}) = ¢

A={1,2,3}, P(A)>0,P(A) =3
B = {2a4a 6}7 PA(B> =7

_ P(BnA) _ P({2})
Py(B) = P(A) — P(A)

olwlol—
|

PRIMJER 4.3 Izabiremo slucajno dva broja izmedu brojeva od 1 do 9. Ako
je njihov zbroj paran broj kolika je vjerojatnost da su oba neparna?

Rjesenje:

S ={w,...,wo} ={1,2,3,4,5,6,7,8,9},

P({wi}) = 3.

Q=258

AcC QA=Aw;,w,},wi, +w;, =paran,
P+ (;1 + g 43454 _ 32 _ 4

P(A) = @ T @ T~ 98 729

% (2)

B C Q,B = {w;,,wi, },wi,,w;, =neparni, Py(B) =7
(2
P(BNA)=%; =2

oD T 72
P(Bﬂi\) 2 _ 5
Ps(B) = 50A) :?:g.

TEOREM 4.2 (FORMULA PRODUKTA VJEROJATNOSTI)

Vjerojatnost produkta (presjeka) dva dogadaja (ANB) jednaka je produktu
vjerojatnosti jednog od njih i uvjetne vjerojatnosti drugog, pod uvjetom da se
prut dogodio.

P(ANB) = P(A) - Pa(B)

P(ANB)= P(B)- Pg(A).



Dokaz:
Ako je P(A) > 0, prema definiciji uvjetne vjerojatnosti Py :
Pa(B) = Z557 = P(AN B) = P(A) - Pa(B).
Ako je P(A) =0 = Pa(B) = P(B)
= P(ANB)=P(A)- P(B)=0.

TEOREM 4.3 (FORMULA PRODUKTA VJEROJATNOSTI*)
Vjerojatnost produkta (presjeka) n dogadaja
(A1NAsN...NA,) jednaka je

P(ﬁ A) = P(Ay) - Pay(As) - Playeuay)(As) o Pyt ay(An)
= P(A)) - P(Ay/A)) - P(A3/A N Ay) - .- P(An) N1 Ay).

=1
Dokaz:
Pomocéu AMI.

PRIMJER 4.4 Iz spila karata (52 karte) izvla¢imo jednu za drugom dvije
karte. Kolika je vjerojatnost da obe karte budu pik?

Rjesenje:

A="obe karte su pik”
A;="prva je pik”, P(A;) = %
Ay="druga je pik”, P(Ay/A;) = £

A=A NA,.

Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti:

Ili direktno (pomoc¢u formule za uzorak bez vra¢anja):

_ o000l _ 1312 _ 1
P(A N Ay) = ) — 5251 1T

PRIMJER 4.5 U kutipi se nalazi 10 kuglica: 6 bijelih v 4 crne. Izvlacimo
3 kuglice jednu za drugom. Kolika je vjerojatnost da ce bar jedna od njih bits
bijela?

Rjesenje:

A="izvucena bar jedna bijela”,
A°="izvucene sve crne”,

A;="prva izvuéena crna”, P(4;) = -t
Ay="druga izvuena crna”, P(A4;/A;) = 3,
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As="treca izvutena crna”. P(A3/A; N Ay) = 2.
Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti
473 2

0 9°8
1

30"
Ili direktno (pomocu formule za uzorak bez vracanja):

P(A¢) = P(A; N Ay N As)

c®).c©
T
_ )0
A
- 110-9-8
_r
P(A)=1— P(A°) = 2.

PRIMJER 4.6 U kutiji se nalazi 50 proizvoda: 20% neispravnih. Kon-
trolor izvlaci 5 proizvoda sukcesivno (bez vracanja). Kolika je vjerojatnost da
ée ocjena kontrolora biti pozitivna (svi proizvodi u uzorku ispravni)?

Rjesenje:

A ipvuceni svi i  oredmoeti”
="izvuceni svi ispravni predmeti”,

A;="prvi izvuceni isprivan”, P(A;) = %

Ay="drugi izvuceni ispravan”, P(A;/A;) = 23,

As="tredi izvuteni ispravan”, P(As/A; N Ay) = 2.
Ay="¢etvrti izvuceni ispravan”, P(Ay/A; N Ay N A3) = 31
As="peti izvuceni ispravan”. P(A;/A1 N AN A3NA,) = %
Prema formuli produkta (presjeka) vjerojatnosti

P(A) = P(Ay) - P(Ay/Ay) - P(A3/A1 N Ag)

‘P(Ay/A1 N As N Az) - P(A5/A1 N Ay N A3 N Ay)
— 40 39 38 37 36

50 49 48 47 46
=0.31

Ili direktno (pomocu formule za uzorak bez vracanja):
p(A) :P(AlﬂAgﬂAgﬂA4ﬂA5)
oo
- 4océg) 20
_ G)GE)
50
40-8048.37.36

50-49-48-47-46
=0.31



Definicija 4.2 (NEZAVISNI DOGADAJI)

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F. Za dogad aje
A 1 B kaZemo da su nezavisni ako vrijeds

P(ANB)= P(A)- P(B).

Definicija 4.3 (FAMILIJA NEZAVISNIH DOGADAJA)

Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A; € F,i € I familija
dogadaja. KaZemo da je to nezavisna familija dogadaja ako za svaki konacni
podskup razlicitih indeksa {iy,...,ix} € I vrijedi

k

P A = T PA,).

PRIMJER 4.7 Ako su A i B nezavisni dogadaji, takvi da P(A) > 0,
P(B) > 0 onda vrijedi

P(B\ A) = P(B) = PA(B)

P(A\ B) = P(A) = Pg(A).

P(BNA)  P(A)-P(B)

= P(B).

PRIMJER 4.8 (a) Proizvoljan dogadaj A i siguran dogadaj su nezavisni.
(b) Proizvoljan dogadaj A i nemogué dogadaj uvijek su nezavisni.

Rjesenje:
(a) QN A=A, P(Q) =1,

PQNA) = (A) P(A)-1=P(A)- P(Q)
(b) 0N A =0, P0) =

0,
PBNA)=P®)=PW®)-PA) =0.

PRIMJER 4.9 Ako su A i B nezavisni dogadaji onda su nezavisni dogadaji:
(a) A¢ i B,
(b) A i B,
(c) A® i B°.

Rjesenje:
(a) (A°NB)N(ANB)=0,(A°NB)U(ANB) =B,
= P(B) = P(A°NB)+ P(AN B),
= P(A°NB) = P(B) — P(ANB)
= P(B) — P(A) - P(B)
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= P(B)- (1 - P(4))
= P(A°) - P(B).
(b) (ANB)N(ANB)=0,(ANB°)U(ANB) = A,
= P(A) = P(AN B°) + P(AN B),
= P(ANB¢) = P(A) — P(AN B)
= P(A) — P(A)- P(B)
= P(4) - (1 - P(B))
= P(A) - P(B°).
(¢) (A°N B%) = (AU B)*,
= P(A°N B) = P((AU B)°)
=1—-P(AUB)
=1—(P(A)+ P(B)— P(ANB))
=1—(P(A)+ P(B)— P(A)- P(B))
= (1= P(4)-(1-P(B))
= P(A°) - P(B°).

PRIMJER 4.10 Ako su A i B nezavisni dogadaji pozitivnih vjerojatnosti
onda se dogadaji ne iskljucuju.

Rjesenje:

Pretpostavimo suprotno: AN B = (.

A i B su nezavisni i pozitivnih vjeojatnosti, == P(ANB) = P(A)-P(B) >
0, sto je u kontradikciji s

P(AN B) = P()) =0.

Zakljucujemo da je pretpostavka kriva:

= AN B # 0, dogadaji se ne iskljucuju.

4.1 FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI

TEOREM 4.4 (FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI)
Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, Hy, ..., H,, € F
cine potpun sistem dogadaja. Tada

VAe F = P(A)=> P(H;) - P(A/H;).
i=1
Dokaz:
Skupovi Hy, Hs, ..., H, € F, ¢ine potpun sistem (familiju) dogadaja:
i=1 i=1

6



Prema teoremu o vjerojatnosti produkta (presjeka) dogadaja:
P(ANH;) = P(H;) - P(A/H;).

AeF, (AnH,)N(ANH;) =0.

P(A)=P(ANQ)

= P(an (U H)

= P(

7

Cs

(AN H,;))

1

(AN H,;)

Il
NE

.
I

P
1
P

Il
M=

(H;) - P(A/H,).

.
Il

TEOREM 4.5 (FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI ZA UVJETNU
VJEROJATNOST)

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, Hs, ..., H, € F
cine potpun sistem dogadaja. Tada

VA, B e F
= Pi(B) = P(B/A) = Z P(H;/A)- P(B/AN H;).
Dokaz:

Prema formuli potpune vjerojatnosti za uvjetnu vjerojatnost i definiciji
uvjetne Vjerojatnosti vrijedi:

Pa(B) = E:RM i) - Pa(B/H;)

P4(BNH;
= 3 Pa(H) -

P(BNHiNA)/P(A)
—ZHHM)—WWWT

_ P(BNH,;NA)
—;PWWUﬁﬁmT

_ il P(H;/A) - P(B/(H; N A)).

TEOREM 4.6 (BAYESOVA FORMULA)
Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, Hs, ..., H, €
F ¢ine potpun sistem dogadaja. Neka je dogadaj A € F ,ima pozitivnu

vjerojatnost P(A) > 0. Tada je Vi, P(H;/A) = %,



P(H;/A) = nP(Hi)‘P(A/Hi) )
Zl P(Hj)-P(A/Hj)
=

Dokaz:
Definicija uvjetne vjerojatnosti i formula produkta vjerojatnosti povlaci
da vrijedi:
— PHiNA) _ P(Hi)-P(A/Hi)
P(H;/A) = =pay~ = —"paj
Prema formuli potpune vjerojatnosti dobivamo:
P(H;/A) = _P(H) P(A/H:)
ZlP(Hj)'P(A/Hj)
=

NAPOMENA 4.1 Bayesovu formulu koristimo kad Zelimo naci istinitu
hipotezu iz skupa od n postavljenih hipoteza H;,i = 1,...,n, ako znamo da
se dogodio dogadaj A. Za svako i = 1,...,n, racunamo P(H;/A). Hipoteza
Hyy za koju je P(H;o/A) = 1, uzima se da je ispravna.

PRIMJER 4.11 Na naSem fakultetu je 4% studenata i 1% studentica koji
nisu drzavljani RH. Omger studenata i studentica upisanih na fakultet je
40:60. Ako je slucajno izabrana jedna osoba upisana na nas fakultet koja je
strani drzavljanin kolika je vjerojatnost da je to studentica?

Rjesenje:
Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:
H, =”izabrana osoba je studentica” ,P(H;) = %.

H, ="izabrana osoba je student”, P(H,) = 7.
Hlﬂngw, H1UH2:Q
Dogadaj A koji se dogodio:
A="izabrana osoba je strani drzavljanin”.
Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet jedne i druge hipoteze:
P(A/Hy) = 2k, P(A/Hy) = 1.
Trbamo odrediti P(H;/A) =?
Koristimo Bayesovu formulu:
P(H/A) = 2P(H1)'P(A/H1)

j; P(H;)-P(A/H;)

= p(ngbp(/lx/Hl)+P(H2)-P(A/Hz>




PRIMJER 4.12 Tri stroja S1, S2 i 83 ucestvuju u ukupnoj proizvodnji u
omjeru 60:30:10. Stroj S1 proizvodi 2proizvod koji je meispravan kolika je
vjerojatnost da je bio napravljen na stroju S3¢

Rjesenje:

Postavljamo hipoteze-potpun sistem dogadaja:

H, =”izabrani predmet je sa stroja S1”7 ,P(H;) = %'
H,y ="izabrani predmet je sa stroja 527, P(Hy) = %'
Hjz ="izabrani predmet je sa stroja S3”,P(H3) = %

HZmHJ:Q),’l#], H1UH2UH3:Q
Dogadaj A koji se dogodio:
A="izabrani proizvod je neispravan”.
Zadane su uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz uvjet pojedne hipoteze:
P(A/Hy) = %»P(A/Hz) = %aP(A/H?)) - %-
Trbamo odrediti P(Hj3/A) =?
Koristimo Bayesovu formulu:
P(H;/A) = SP(Hs)'P(A/Hs)
3 PUH;)PATH))

10 4
= PUL) PO+ P () PUATH2)+ PO PATTS)
_ 100 100

— 60, 2 , 30 3 , 10 4
ioo 100 7100 700 700 100

25
= 0.16.



