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Sazetak

Atomske bazne funkcije (ABF) posjeduju svojstvo univerzalnosti vektorskog prostora kao kla-
sicne bazne funkcije i svojstvo finitnosti (konac¢na duljina nosaca) kao splineovi te na taj nacin
popunjavaju skup elementarnih funkcija. U ovom radu ukratko su opisana svojstva eksponen-
cijalnih ABF EFup (&, ), koji za razliku od algebarskih ABF EFup (<), sadrze parametar ili
frekvenciju w koja im omoguéava dodatna aproksimacijska svojstva. Problem izbora vrijednosti
parametra w u numerickoj analizi rijeSen je primjenom tzv. trostruke baze. Primjena atomskih

baznih funkcija EFupn(é o) ilustrirana je na primjeru rje$avanja singularno perturbiranog rub-
nog problema (SPRP) i to koristenjem trostruke baze u metodi kolokacije uz primjenu multire-
zolucijskog postupka.

Kljucne rijeci: ABF eksponencijalnog tipa, frekvencija, trostruka baza, SPRP

Solving the SPRP by using a triple base ABF

Abstract

Atomic basis functions (ABF) possess the property of universality of the vector space as a cla-
ssical basis functions and finiteness as splines, and thus filling a set of elementary functions. In

this paper basic properties of exponential ABF EFupn(é‘, ) are described briefly, which, unlike

the algebraic ABF EFupn(ﬁ), contain a parameter or frequency w which gives them additional
approximation properties. The problem of selecting parameter value w in numerical analysis

has been solved using the so-called triple base. The application of the basis function EFupn(f,

) is illustrated in the example of solving the singularly perturbated boundary problem (SPBP)
by using a triple base in the collocation method using the multi-resolution procedure.

Keywords: ABF of exponential type, frequency, triple base, SPBP
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1 Uvod

Atomske bazne funkcije (ABF) eksponencijalnog tipa EFup (&, o) finitne su funkcije iz
klase C~ s kompaktnim nosacem, a elementi su linearnog vektorskog prostora Eup_
[1, 2, 9], te zadrZavaju sva svojstva materinske bazne funkcije Eup (&, ®). Indeks n
oznacava najveci stupanj eksponencijalnog polinoma koji se moZe prikazati tocno u
obliku linearne kombinacije medusobno pomaknutih funkcija EFup (&, @) na odsjecku
duljine, A =2"[1, 2].

ABF eksponencijalnog tipa u odnosu na bazne funkcije algebarskog tipa sadrze i pa-
rametar o, ili analogno trigonometrijskim funkcijama, frekvenciju w. S obzirom na
apsolutnu vrijednost parametra ili frekvencije @ bazne funkcije mijenjaju svoj oblik,
odnosno imaju otklon u lijevu ili desnu stranu ovisno o njegovom predznaku (slika 1.).
Upravo ovo svojstvo Cini ih “podatljivima“ i daje im prednost u odnosu na algebarske
ABF, i to narocito u opisivanju rjesenja s velikim gradijentima gdje su opcenito alge-
barske bazne funkcije podloZne tzv. Gibsovom efektu.

Za vrijednost parametra @ = 0 eksponencijalne ABF “prelaze” u algebarske ABF, tj.
EFup (x,0) = Fup (x).
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Slika 1. Funkcija za razliite vrijednosti parametra

—

Medutim, u prakti¢noj primjeni eksponencijalnih ABF nema, opcenito gledano, jedin-
stvenog kriterija za izbor parametra u problemima aproksimacije zadane funkcije i rje-
Savanju diferencijalnih jednadzbi ako on nije zadan unutar same jednadzbe. S obzirom
na to da eksponencijalne ABF to¢no opisuju eksponencijalne polinome za koje vrijedi

V=oyoo=yly (1)
gdje je eksponencijalni polinom, jedan od kriterija izbora parametra u odredenim pri-

mjerima aproksimacije funkcije je upravo (1), dok u drugim primjerima moze pomodi
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u odredivanju intervala vrijednosti parametra. Kada su problemi opisani diferencijal-
nom jednadzbom, parametar o odreduje se iz fizikalnih karakteristika problema.

2 Raspored baznih funkcija u trostrukoj bazi ABF

Buduci da ne postoji jedinstveni kriterij za izbor parametra @, formira se baza u vektor-
skom potprostoru koji sadrzi eksponencijalne ABF s pozitivnom i negativnhom vrijed-
nosti parametra @ tj. bazne funkcije EFup (x,+®) i EFup (x,-o). Time se postiZe opéeni-
tost u smislu izbora predznaka frekvencije na razini dimenzije odabranog potprostora.
Takoder, osim eksponencijalnih ABF formirana baza sadrzi i algebarske ABF Fup (x)
kako bi se ispunio kriterij “razvoja jedinice”. Naime, vektorski prostor EUP_koji tvore
ABF EFup (x ) ima stanovite sli¢nosti s vektorskim prostorom trigonometrijskih funk-
cija. Particija jedinice u oba prostora moguc je samo u slucaju @ = 0.

Tako formirana baza, [1], koja uz eksponencijalne ABF EFup (x,+®) i EFup (x,-®) sadrZi
i algebarske ABF Fup (x), naziva se trostruka baza. Primjerice za n = 2, priblizno rje3e-
nje problema trazit ¢e se u sljedec¢em obliku (slika 2.):

~ ni6.4 X i n+5,2 X ]
f(x)= z A - EFup, ——Z,+a) + z B, - EFup, 2——7,0
x - X

i=—6 2 i==5 2 4

n+4,4
+ z C, -EFup, (;—i,—a)J

i=—4 2

(2)

Izraz (2) predstavlja linearnu kombinaciju medusobno pomaknutih baznih funkcija
EFup (x,@"), @ = +®,0,-o gdje su istovrsne bazne funkcije medusobno pomaknute za
duljinu karakteristicnog odsjecka Ax,, pri tome je duljina karakteristicnog odsjecka al-
gebarskih, ili tocnije eksponencijalnih ABF za vrijednost parametra @ = 0, upola manja
od baznih funkcija EFup,(x+w), zbog Cega je broj baznih funkcija u bazi dvostruko veci
(slika 2.). Prostoru koji sadrZi pozitivne i negativne frekvencije potrebno je dodati jos
toliko baznih funkcija kako bi dimenzija 2" porasla na 2. Medusobni razmak tjemena
baznih funkcija je prema tome Ax, = Ax,/4.
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Slika 2. Raspored baznih funkcija EFup,(x,®*) u trostrukoj bazi: a) Bazne funkcije s pozitivnom frekvencijom o <
0, b) Bazne funkcije s neutralnom frekvencijom ® = 0, c) Bazne funkcije s negativhom frekvencijom © >0

Jednadzbe za odredivanje nepoznatih koeficijenata u linearnoj kombinaciji (2) su slje-

dece:

e Za bazne funkcije s tjiemenima u podrucju i na rubu podrucja u kolokacijskim toc-
kama zadovoljavaju se vrijednosti zadane funkcije (ili diferencijalna jednadzba).

e Za bazne funkcije ¢ija su tjemena izvan podrucja dodatne uvjetne jednadzbe na
oba ruba su zadovoljavanje vrijednosti prve derivacije zadane funkcije (rubnog
uvjeta) na pojedinom rubu, a preostale jednadzbe su rekurzivne formule iz [1].

2.1 Multirezolucijski postupak

U pojedinim problemima, bilo da se radi o aproksimaciji funkcije ili rjeSavanju diferen-
cijalne jednadzbe, grafovi rjeSenja na ve¢em dijelu podrucja mogu biti jednostavne
funkcije (npr. konstanta ili polinom nekog nizeg stupnja) koje bi se mogle to¢no opisati
i s malim brojem baznih funkcija, dok tek na malom dijelu podrucja mogu biti sloZzene
funkcije s izrazenim gradijentima gdje je potreban veliki broj baznih funkcija kako bi se
rjeSenje aproksimiralo sa zahtjevanom tocnosti.
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U takvim slucajevima, umjesto povecéavanja broja baznih funkcija na cijelom podrucju,
Sto je s aspekta trajanja proracuna skup postupak, pogodne su tzv. multirezolucijske
metode.

Podrugje definicije zadane funkcije

k k+1 k+2 k+3 k+4 k+5 k+6 k+7 k+8

Ax Ax, Ax, Ax,  Axy Axg Ax, Axy

Podrugje "A" Podrucje "B"

Baza "A"

k+8 Bk+9

Axy Axy Axy Axy

Slika 3. Raspored baznih funkcija EFup?(x,0) u multirezolucijskoj metodi

Kod multirezolucijske metode podrucje se, ovisno o obliku rjeSenja, dijeli na odredeni
broj intervala. Na pojedinom intervalu bira se odgovarajuéa podjela podrucja kao i
prikladna vrijednost parametra o, a u tocki “spoja” izmedu dvaju intervala postavlja
se uvjet neprekinutosti derivacija.

Na slici 3. prikazan je raspored baznih funkcija u multirezolucijskom postupku za ba-
zne funkcije Fup (x) iz izraza (2). Podrucje definicije zadane funkcije podijeljeno je na
dvaintervala, Ai B.

3 Singularno perturbirani rubni problem (SPRP)

Primjena eksponencijalnih splineova, kao “srodnih® eksponencijalnih funkcija u nu-
merickoj analizi, Cesto se u literaturi pokazuje na primjeru tzv. singularno perturbi-
ranog rubnog problema (SPRP) (npr. [3-5]), koji se Cesto javlja u mnogim podrucjima
dinamike fluida (prijelaz iz Navier-Stokseove u Eulerovu jednadZzbu u modelima toka
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fluida). SPRP je problem konvekcije-difuzije ili reakcije-difuzije s difuznim koeficijen-
tom vrlo blizu nule Sto daje visoke gradijente blizu granice podrucja.
Pretpostavlja se da je zadan jednodimenzionalni SPRP:

gu"(x)+(1+x) -u'(x)= f(x)

u(0)=2 (3)
u(l)=0,125-¢7> 4 ¢**

s poznatim analitickim rjeSenjem

— e . —_y
e(l (I+x)")/(4-¢) te xi2 (4)

4=y
Na slici 4. prikazana je usporedba analitickog rjesenja (4) i aproksimacije dobivene
metodom kolokacije u tocki pomodu trostruke baze (2) multirezolucijskom metodom.
Podrucje je podijeljeno na dva intervala /, = [0,0.0625] i /, = [0.0625,1]. Prvi interval
I, podijeljen je na 4 karakteristicna odsjecka i odabrana je maksimalna vrijednost pa-
rametra, a da se ne prekoraci to¢nost raCunala @ = -2048. Drugi interval /, je takoder
podijeljen na 4 karakteristicna odsjecka, a odabrana je minimalna vrijednost parame-
tra w = -32 s obzirom na duljinu karakteristicnog odsjecka.

U literaturi [5] je pokazano rjesenje problema (3) za vrijednost parametra ¢ = 103
dobiveno koristenjem eksponencijalnih splineova E,(&,@) kombiniranjem dva pristu-
pa za rjeSavanje SPRP (“fitted” operatori konacnih razlika i po dijelovima ujednacene
“fitted” mreZe) te se usporedbom rjesenja jasno moZe uociti prednost prikazanog po-
stupka.

_ Totno rjesenje

= = = Priblizno rjesenje
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Slika 4. Singularno perturbirani rubni problem
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4 Zakljucak

Pokazana je prednost eksponencijalnih ABF u odnosu na one algebarskog tipa, po-
sebno u rjeSavanju problema s velikim gradijentima jer jedino one nece davati izraze-
ne oscilacije numerickog rjeSenja. Naime, eksponencijalne ABF posjeduju dodatno
svojstvo “podatljivosti“ koje im omogucava parametar ili frekvencija @. Primjena ek-
sponencijalnih ABF EFup (&,®) pokazana je na primjeru rjeSavanja singularno pertur-
biranog rubnog problema koristenjem trostruke baze u metodi kolokacije s multirezo-
lucijskim pristupom.
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