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Sazetak

Implementacije mnogih metoda diskretne matematike, posebice teorije grafova i teorije kom-
pleksnih mreza, te metode rudarstva podataka, imaju vaznu ulogu u rjeSavanju NP — teskih
problema iz podruéja kombinatorne optimizacije. Dosadasnja istraZzivanja su pokazala kako
znacajnu ulogu o ovim problemima imaju istraZivanja vaznosti pojedinog vrha unutar grafa,
te konstruiranje maksimalno balansirane particije u grafu. Takvi problemi u praksi nisu rijetki,
ali nisu ni predmet istraZivanja isklju¢ivo matematicara, veé ih izu€avaju i istrazivaci iz drugih
podrucja znanosti, inZenjerstva, ekonomije, obrazovanja.

Kljucne rijeci: graf, maksimalno balansirana povezana particija u grafu, pohlepni algoritam,
cluster analiza

Structure of maximally balanced connected partition
in graph

Abstract

The implementation of various discrete mathematics methods, especially graphs, complex
network theory, and the data mining methods, play an important role in solving NP—difficult
problems in the field of combinatorial optimization. Previous research has shown that these
issues are greatly influenced by study of the importance of a single vertex within the graph,
and the design of maximally balanced connected partitions in graph. These problems are not
rare in practice, and are not studied solely by mathematicians, but also by researches from
other areas of science, engineering, economy, and education.

Keywords: graph, maximally balanced connected partition in graph, greedy algorithm, cluster
analysis
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1 Uvod
1.1 Uvodne definicije

Mnogi se problemi u suvremenoj znanosti mogu modelirati uz pomoc¢ grafova, i vrlo
Cesto se svode na nalaZenje putova unutar grafova. Ugrubo, graf se moZe predstaviti
kao familija tocaka, koje nazivamo vrhovima, zajedno sa spojnicama izmedu tocaka,
koje nazivamo bridovima. Precizna definicija grafa glasi [1]:

Graf je uredena trojka G = (V, E, @), gdje je V neprazan skup vrhova, E skup bridova koji
je disjunktan s V, a ¢ funkcija koja svakom bridu iz E pridruZuje dva, ne nuzno razli¢ita
vrha iz V. Graf ¢esto zapisujemo kao par G = (V, E) ili samo G.

Svaki brid e € E spaja dva vrha u, v € V. Kazemo jos kako su u i v krajevi brida e, te da
su u i v susjedni vrhovi, i piSemo e = uv. Bridovi Ciji se krajevi podudaraju zovu se pet-
lje, a bridovi kod kojih su krajevi razliciti zovu se pravi bridovi ili karike. U ovom radu
¢emo proucavati samo konacne grafove. Konacan graf je onaj u kojem su Vi E konacni
skupovi. Graf je jednostavan ako nema petlje i ako ne postoje dva brida koji spajaju
isti par vrhova [2]. Graf koji moZe sadrZavati petlje i viSestruke bridove nazivamo pse-
udograf.

Podgraf grafa G = (V, E) je svaki graf G’ = (V’, E’) sa svojstvom: V' < Vi E’ < E. To jo$
zapisujemo s G’ < Podgraf G’ grafa G sa svojstvom V(G’) = V(G) naziva se razapinjuci
podgraf grafa G. Takoder, neka je V' < V neprazan podskup vrhova grafa G, podgraf
grafa G Ciji je skup vrhova V7, a skup bridova je podskup skupa bridova grafa G i sastoji
se od onih bridova iz E Cija su oba kraja u V’ naziva se podgraf induciran s VV’. Nadalje,
put se definira kao poseban slucaj Setnje [1, 2].

Setnja W u grafu G = (V, E) je netrivijalni konaéni niz v,ev.ev,.v. e v Cijisu clanovi
naizmjenice vrhovi i bridovi grafa Vrhovi su na pocetku i na kraju Setnje. Vrhovi koji
nisu na pocetku ili kraju, zovu se unutarnji vrhovi. Duljina Setnje k je broj bridova u
Setnji. Ako su svi vrhovi u Setnji medusobno razli¢iti, Setnju nazivamo put.
Pseudograf je povezan ako i samo ako postoji Setnja izmedu bilo koja dva njegova
vrha.

Inace, piSemo v, ~ v, ako postoji Setnja u grafu koja povezuje vrhove v, i v, tog grafa.
Bududi da je ~ relacija ekvivalencije na skupu V svih vrhova grafa G, na skupu V postoji
particija tog skupa na disjunktne, neprazne pod skupove — klase (ekvivalencije).

Graf G u kojem se skup vrhova moZze particionirati u k nezavisnih skupova zovemo k-
partitivnim ili viSepartitivnim grafom s k nezavisnih skupova.

k—partitivni graf G je potpun ako za bilo koja dva vrha grafa G vrijedi da su susjedni ako
i samo ako pripadaju razli¢itim klasama particije skupa vrhova V grafa G.
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1.2 Matematicka definicija problema

Sada ¢emo dati matematic¢ku definiciju problema:

Nekaje G=(V, E),V={1, 2, .., n}povezan grafi [E[ =m. Neka su w, teZine u vrhovima.
Za proizvoljan V’ < V uvedimo oznaku w(V’) za sumu teZina svih vrhova (¢vorova) iz
V.

W(V') = ZW,- (1)
ieV

Problem maksimalno balansirane povezane particije u grafu jest odredivanje par-

ticije skupa vrhova iz V/ < V u dva disjunktna, neprazna skupa, V, i V,, takva da su

podgrafovi grafa G inducirani s V, i V, povezani, a sume teZina vrhova iz V, iV, su

po vrijednosti Sto blize jedna drugoj, tj. razlika izmedu suma teZina je najmanja

moguca.

2 Algoritmi za konstrukciju maksimalno balansirane povezane particije

U ovom radu primijenjene su dvije strategije (algoritma, tehnike) za konstrukciju mak-
simalno balansirane povezane particije u grafu: pohlepni algoritam, tzv. Greedy, i clu-
ster analiza.

2.1 Pohlepni algoritam

Izbor pohlepnog algoritma se nametnuo zbog Cinjenice Sto takvi algoritmi koriste
metaheuristiku za rjeSavanje problema, te su obi¢no jednostavnog oblika i daju brzu
aproksimaciju najboljega rjeSenja. Prema Singeru [3], opéi oblik pohlepnog algoritma
je:
procedure greedy (C : skup; var S : skup; var OK : boolean)

{ Cje u pocetku skup svih raspolozivih kandidata. }

{ U skupu S akumuliramo rjesenje problema. }

{ OK kaZe da li je nadeni S rjeSenje. }

begin
S:=0;
while not rjesenje(S) and (C # @) do
begin
x := element iz C koji maksimizira vrijednost izbor(x);
C:=C\{x};
if dopustivo(S U {x}) then S :=S U {x};
end;
OK :=rjeSenje(S);
end.
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Nadalje, isti autor [3] istice kako pohlepni algoritam ne mora nadi rjeSenje problema.
Cak i ako ga nade, to rje$enje ne mora biti optimalno, jer pohlepni algoritam nigdje
ne koristi funkciju cilja, ve¢ samo funkciju izbora. Da bi ovakvo nadeno rjesenje bilo i
optimalno rjesSenje, treba dokazati da pohlepni algoritam korektno rjesava problem
optimizacije.

2.2 Cluster analiza

Prema Vukicevicu [4] Cluster analiza nije statisticka tehnika, ve¢ skup metoda (algori-
tama) koji nam omogucuju da klasificiramo promatrane podatke. Sto je promatrana
klasa manja, to su razlike medu objektima manje, a Sto je promatrana klasa veéa, to
su razlike medu objektima veée. Dakle, moZemo redéi kako Cluster analiza za svrhu ima
otkrivanje strukture nekog pocetnog skupa podataka (npr. gradiva ili sadrZaja nekog
predmeta na studiju) njegovim dekomponiranjem (particioniranjem) u manje, homo-
genije podskupove.

Prvi problem Cluster analize je kako utvrditi (tj. brojcano izraziti) slicnost izmedu dvaju
objekata a i b opisanih nekim svojstvima s, s, ..., s. Neka je vrijednost svojstva s, za
objekt a jednaka x, a za objekt b jednaka y. Tada se neka od udaljenosti (s obzirom na
slicnost) objekata a i b moZe mijeriti na vise nacina.

1) Euklidska udaljenost:

d(ab)= Z(x,- -yi)? (2)
i1

2) Kvadrirana euklidska udaljenost:

d(ab)=" (x -y, (3)
i=1

3) Manhattan ili taxi udaljenost:
n

d(a’b)zz|xi—}’i| (4)
i=1

4) Cebigevljeva udaljenost:

d(a,b)=max|x; -y, | (5)

5) Minkowski udaljenost:
n

d(ab)=p> 1%~y (6)
i=1
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6) Udaljenost s obzirom na postotak neslaganja:
d(a,b)=card{i:x; #y;} (7)

U ovom radu je koriStena samo euklidska udaljenost. Nadalje, potrebno je utvrditi
kako formirati klastere, te kako utvrditi konacan broj klastera. Prema matematickoj
definiciji problema, konacan broj klastera je dva. Inace, uvrijeZeno je kako istrazivac
sam treba prosuditi, u kontekstu svog istrazivanja, koji broj klastera i s kakvim karakte-
ristikama mu je potreban. Dakle, preostaje rijesiti pitanje utvrdivanja udaljenosti dva-
ju skupova objekata, a postoji nekoliko nacina na koje to moZemo uciniti, primjerice,
1) jednostrukom povezanoséu:

d(A.B)=min{d(a,b):acAbeB} (8)
2) potpunom povezanoscu:

d(A.B)=max{d(a,b):acAbeB} (9)
3) neuteZzenom prosjecnom povezanoscéu:

d(AB)=( Z d(a,b))/ (cardA -cardB) (10)
acAbeB
Nakon Sto je odabran nacin na koji ¢emo mijeriti udaljenost medu skupovima objeka-
ta, te nakon Sto je utvrden konacan broj klastera, prema [4] primijenit éemo sljededi
algoritam:
1) Ako se u familiji skupova nalaze barem dva skupa,
1.1) pronadi dva skupa kojima je udaljenost najmanja
1.2) smjesti ta dva skupa u isti klaster
1.3) izbaci ta dva skupa iz familije promatranih skupova
1.4) u familiju promatranih skupova dodaj skup koji je unija dva izbacena skupa
1.5) vrati se na liniju 1).
2) Ako se u familiji skupova nalazi samo jedan skup,
2.1) kraj algoritma.

Vaino je napomenuti kako razli¢iti izbori racunanja udaljenosti medu objektima i

medu skupovima rezultiraju razlicitim klasteriranjem objekata. Jedan primjer tehnike
algoritma cluster analize prikazan je na slici 1.
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Slika 1. Tehnika algoritma cluster analize
3 Implementacija

Postupak rjesavanja nekog problema uz uporabu racunala obi¢no se sastoji od sljedece
tri faze: formulacija problema, odnosno formiranje matematickog problema, definicija
postupka, odnosno algoritma rjeSavanja, koji razumijeva precizan niz radnji koje treba
obaviti kako bi se doslo do rjesenja problema, te implementacija, odnosno programi-
ranje, danog algoritma u nekom od (visih) programskih jezika. Prilikom definiranja al-
goritma preporucuje se uzeti u obzir da ée taj problem biti rijeSen uz pomoc racunala, i
da ¢e taj algoritam sadrzavati jednu ili viSe numerickih metoda, pa se trebaju osigurati
odredeni ulazni podaci, izvrsiti odgovarajuca testiranja i predvidjeti u kojoj ¢e formi biti
prezentirani rezultati proracuna. Jasno je kako postoji niz medudjelovanja ovih triju faza,
jer kako se program razvija, dobiva se sve vise informacija o problemu koje mogu sugeri-
rati odredene promjene u formulaciji problema, u usvojenom algoritmu, ili u programu.
Implementacija algoritama za konstrukciju maksimalno balansirane povezane par-
ticije u grafu izvedena je u objektno orijentiranom programskom jeziku C#, unutar
softverskog paketa Microsoft Visual Studio 2015. Izraden je programski modul GC-
maxPart, prema shemi [8], koji u pripremnoj fazi konstruira graf, tj. zadaje vrhove i
bridove (veze) te teZine u vrhovima. Nakon toga slijedi izvrSna faza u kojoj ¢e korisnik
imati moguénost konstrukcije maksimalno balansirane povezane particije u grafu po-
mocu dviju (u tocki dva) opisanih strategija (pohlepni algoritam i cluster analiza) i
imati, na samom kraju, mogucnost validacije dobivenih rezultata (ispitivanje je li dobi-
vena particija odgovarajuca) kao i evaluacije ¢itavog postupka. Dobiveni rezultati ned-
vojbeno pokazuju kako su implementirane modifikacije strategija (tehnika) pogodne
za konstrukciju maksimalno balansirane povezane particije u grafu. Na slici 2. prikazan
je jednostavan primjer (malog) grafa i maksimalno balansirane povezane particije u
njemu.
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Slika 2. Graf i rjeSenje problema maksimalno balansirane povezane particije u njemu [8]

4 Zakljucak

Problem konstrukcije maksimalno balansirane povezane particije u grafu vezan je uz
teoriju grafova, a ima Cestu primjenu u znanosti, posebice u inZenjerstvu, ekonomiji i,
u posljednje vrijeme sve ¢e$ce, obrazovanju (organiziranje lekcija tecaja u dvije pove-
zane cjeline koje su ujednacene po tezini [8]). Buduci da kardinalnost skupa vrhova V
u grafu G moZe biti velika i buduci da je poznato kako se problem maksimalno balan-
sirane povezane particije u grafu karakterizira kao NP—teZak problem (vrlo zahtjevan
za rjesavanje), logicno je bilo odluciti se pribjeci koristenju pohlepnih algoritama i
tehnika cluster analize u konstrukciji. Provedena implementacija, u obliku program-
skog modula GCmaxPart, daje izuzetno efikasne konstrukcije u razumnom vremenu
(sloZenost algoritma je O(n?)).

Literatura

[1] Kalebi¢, F., Mandic, J., VukiCevic, D., Brai¢, S.: Prebrojavanje savrsenih sparivanja, Hrvatski
matematicki elektronicki asopis math.e, 27 (2009).

[2] Divjak, B., Lovrenci¢, A.: Diskretna matematika s teorijom grafova, Sveuciliste u Zagrebu,
FOI, Varazdin, 2005.

[3] Singer, S.: SloZenost algoritama, SveuciliSte u Zagrebu, PMF — Matematicki odjel, Zagreb,
2005.

[4] Vukicevié, D.: Uvod u statistiku, Sveuciliste u Splitu, Split, 2005.

[5] MacKay, D.: Information Theory, Inference, and Learning Algorithms, Version 7.2, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2005.

135



ZAJEDNICKI TEMELJI 2017

[6] McMillan, M.: Data Structures and Algorithms Using C#, Cambridge University Press,
Cambridge, 2007.

[77 Newman, M.: Networks, An Introduction, Oxford University Press, Oxford, 2010.

[8] Mati¢, D., Bozi¢, M.: RjeSavanje nekih organizacionih problema u nastavi primjenom pro-
nalaZenja maksimalno balansirane povezane particije u grafu, SIMPOZIJUM Matematika
i primene, Mateljevi¢ M., Beograd, Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet, (N61 —
N67), 2012.

136



