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Sazetak

Tecenje vode u kriu predstavlja kompleksan hidrauli¢ki sustav zbog ¢ega se vecina postojecih
numerickih modela bazira na pojednostavljenim matematickim modelima. U ovom radu se
prikazuje razvoj novog numerickog modela koji bi trebao predstavljati iskorak prema realnijem
modeliranju te¢enja u krSu. Poseban problem s kompleksnim 3D modelima tecenja u krsu je
njihova verifikacija zbog nepoznatih parametara vodonosnika, posebno pozicije, oblika i dimen-
zija krskih kanala. Stoga se u ovom radu prikazuje moguénost verifikacije numeri¢kog modela
u laboratorijskim uvjetima na posebno izgradenom fizikalnom modelu krskog vodonosnika.

Kljucne rijeci: krs, tecenje podzemnih voda, fizikalni model, numeri¢ki model

Physical and numerical flow modeling in karst aquifers

Abstract

Because groundwater flow in karst is very complex hydraulic system, most of existing models
are based on simplified mathematical models. This work represents attempt toward more re-
liable modeling of flow in karst. Particular difficulty with complex 3-D karst flow models is its
verification due to lack of input data such as parameters of aquifer, especially position, shape
and dimensions of conduit network. Therefore, this work shows possibility to verify karst flow
models under the laboratory controlled conditions on specially build karst physical model.

Keywords: karst, groundwater flow, physical model, numerical model
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1 Uvod

Opcenito od 20 % do 25 % svjetske populacije koristi vodu iz krskih vodonosnika [1].
Osim dostupnih koli¢ina, vrlo je bitna kvaliteta vode. Kako voda u krSu zbog postoja-
nja mreze krskih kanala tece vrlo brzo prema izvorima, krski vodonosnici su posebno
ranjivi na Sirenje onecis¢enja. Stoga numericko modeliranje te¢enja u krsu nije samo
izazovno vec i potrebno [2].

difuzna infiltracija

Slika 1. Primjer krskog vodonosnika [3]

Slika 1. prikazuje konceptualni model krskog vodonosnika [3]. Na slici je prikazan ka-
nalski sustav u kojem se uglavnom odvija turbulentni tok koji, ovisno o trenutacnim
hidrodinamickim uvjetima, moze biti sa slobodnim vodnim licem ili pod tlakom. Drugi
dio toka se odvija kroz sustav manjih pukotina i pora koji zajedno nazivamo matri-
com i gdje se u pravilu odvija laminarno, difuzno strujanje (procjedivanje). Najveci dio
akumulirane vode se skladisti u samoj matrici dok se glavni dio protoka prema izvoru
odvija kroz sustav kanala. Veza izmedu kanala i matrice postoji u oba smjera. Tijekom
kisnih razdoblja jedan dio oborina direktno ponire te jako brzo povecdava tlakove i
protoke u kanalima, dok se drugi dio oborina infiltrira kroz epikrs u nesaturiranu zonu
i akumulira se u matrici u kojoj su promjene znatno sporije nego u kanalu. Naglo po-
vecanje tlakova u kanalu dovodi do toga da kanal jedno vrijeme prihranjuje matricu.
Nakon prestanka oborina, tlakovi i protoci u kanalu brzo opadaju te kanal pocinje
funkcionirati kao dren podzemne vode akumulirane u matrici i kavernama.

Kod modeliranja krSa moZemo definirati dva glavna problema: teoretski i prakti¢ni.
Teoretski problem je taj Sto kr$ predstavlja kompleksan hidraulic¢ki sustav koji se ne
moze jednostavno matematicki opisati. Takoder tecenje u kanalima i matrici fizikalno
je dosta razlicito, Sto se prenosi na matematicke jednadzbe koje su razli¢itog karaktera
i Cija se rjeSenja mijenjaju na razli¢itim vremenskim i prostornim skalama Sto stvara
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ozbiljne probleme za stvaranje robusnih numeri¢kih modela.

Prakti¢ni problem je taj sto je kod realnih krskih vodonosnika dosta podataka nepo-
znato, tj. ulazni podatci kao Sto su geometrija i pozicija kanala, parametri tla, stvarna
raspodjela kiSe, itd. uvijek su ograniceni i ¢esto nedovoljni za realne simulacije.

U ovom radu je teZiSte na teoretskom problemu, odnosno na pitanju ako su poznati
svi ulazni podatci, kako realno opisati takav sloZeni sustav te kako verificirati dobivene
rezultate. Zbog toga je odluceno izgraditi trodimenzionalni fizikalni model koji ujedno
predstavlja i konceptualni model jednog krskog vodonosnika. Stoga prvi korak prema
realnijem modeliranju tecenja u stvarnim krskim vodonosnicima jest razvoj novog nu-
meri¢kog modela te njegova verifikacija s eksperimentalnim rezultatima.

Fizikalni model

Opisat ¢e se eksperimentalni model koji je shematski prikazan na slici 2. Model se
nalazi u dvori$tu laboratorija Fakulteta gradevinarstva, arhitekture i geodezije u Zr-
novnici.

I
| Nizvodni
NN NN NN NN NN RN 1,1 rezervoar
Uzvodni
rezervoar M
WA LT,
/Ay . 0
| TH Llé;‘: . 0
2 22 0
% Qs
- Qkanal

Slika 2. Shema fizikalnog modela za modeliranje tecenja u krsu

Model se sastoji od betonske konstrukcije s dva spremnika (uzvodni i nizvodni) u ko-
jima se odreduju razine vode, tj. piezometarske razine kao rubni uvjeti. lzmedu spre-
mnika se nalazi heterogeni porozni medij (matrica) ispunjen uglavnom kvarcnim pi-
jeskom razlicitih frakcija, a na vrhu se nalazi 25 cm Sljunka (epikrs). Unutar poroznog
medija postavljene su perforirane plasti¢ne cijevi (krski kanali) s ugradenim vertikal-
nim cijevima (ponorima). Na vrhu bazena ugradene su prskalice za simulaciju oborina.
Pomocu posebno napravljenih ostrobridnih trokutnih preljeva, tijekom eksperimenta
se mjere protoci iz matrice (Sto u praksi gotovo nikad nije mogude) i na kraju krskih
kanala (izvori). Takoder, unutar samog modela ugradeni su piezometri te se uz jos
odreden broj pomicnih tlacnih senzora mjere tlakovi u poroznoj matrici u priblizno
50 tocaka.

lako navedeni fizikalni model nije potpuno realan model stvarnog krskog vodonosni-
ka, ¢injenica da se u praksi isti matematicki modeli koriste za opisivanje tec¢enja u krsu
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i u jednom ovakvom sustavu Cini ga dosta atraktivnim i otvara moguénost provjere
ispravnosti numerickih modela krsa.

]

o

Slika 3. Fotografija fizikalnog modela

2 Matematicki model tecenja u krsu

2.1 Tecenje u poroznoj matrici

Tecenje u varijabilno saturiranim poroznim sredinama moze se opisati jednadzbom
kontinuiteta nestisljivog strujanja i Darcyevim zakonom. Kombiniraju¢i navedene dvi-
je jednadZbe dolazi se do mjesovite formulacije Richardsove jednadzZbe koja glasi [4]:

00(h
%w-(mmm)w B

gdje je O[L*/L°] obujamska vlaZnost tla, h_[L] piezometarska razina u matrici, K [L/T]
tenzor hidrauli¢ke propusnostii g [1/T] je izvorni ¢lan koji moZe sluZiti i za uspostavlja-
nje veze izmedu matrice i kanala. lako konstitutivni odnosi [4] izmedu 0ih_omogu-
¢uju da se jednadzba (1) napise kao funkcija samo jedne nepoznanice (@ili h ), nume-
ricki je najpovoljnije aproksimirati direktno izraz (1). Linearizacija obujamske vlaznosti
0 preko piezometarske razine h omogucuje da je nepoznata varijabla pri rjeSavanju
problema samo piezometarska razina h_.

Zbog izrazite nelinearnosti parametara tla u nesaturiranoj zoni, navedeni problem ce-
sto zahtijeva vrlo finu prostornu i vremensku diskretizaciju, kao i odredene tehnike
stabilizacije u svrhu osiguranja konvergencije numerickog postupka.
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2.2 Tecenje u krskim kanalima

Tecenje u kanalima zapravo je potpuno opisano sustavom Navier-Stokesovih jednadz-
bi [5]. Medutim, kako je rjeSavanje punih 3D jednadzbi racunalno veoma zahtjevno i
kako mogucénost strujanja sa slobodnim vodnim licem dovodi do problema modelira-
nja ili viSefaznog tecenja (vode i zraka) ili nepoznate geometrije vodnog lica (geome-
trijska nelinearnost), tako i problem postaje jo$ zahtjevniji. Da bi razvijeni model bio
primjenjiv (na skali realnog krskog vodonosnika), potrebno je pojednostavniti mate-
mati¢ki model te¢enja u kanalu. Jedna od mogucnosti je koristiti 1D Saint-Venantove
jednadzbe koje opisuju tecenje u otvorenim koritima, ali uz manje modifikacije mogu
aproksimirati i teCenje u cijevima pod tlakom. Sustav Saint-Venantovih jednadzbi je
definiran jednadzbom kontinuiteta

o, ) _ (2)
ot Ox

te jednadZzbom ocuvanja kolicine gibanja

ou ou oh
—tu—+g—=+g(S,-8)=0 3
o o S ox 85,9 3

gdje su: A [L?] povrsina poprecnog presjeka toka, u = Q/A [L/T] je srednja brzina u
presjeku, g [L?/T] izvorni €lan, h_[L] dubina vode u proracunskom presjeku kanala kod
tecenja sa slobodnim vodnim licem ili piezometarska visina kod tecenja pod tlakom, S
[L/L] nagib energetske linije, a S [L/L] nagiba dna kanala.

f

2.3 Interakcija izmedu matrice i krskih kanala

Dva najcesc¢a pristupa u literaturi za uspostavljanje veze izmedu matrice i kanala je
jednakost tlakova te izraz za fluks na granici izmedu dviju domena [2]. Prvi pristup
uglavnom se primjenjuje kada su obje domene potpuno saturirane, te stoga nije po-
godan za postavljeni konceptualni model. Kod drugog pristupa volumetrijski protok
izmedu razli¢itih domena definira se izrazom

Q. =alh.—hy) (4)

gdje su h_i h piezometarske visine u kanalu i matrici, a « je parametar koji nema
svoje potpuno fizikalno znacenje, te se u pravilu kalibrira. Uspostavljanje fizikalno
relevantnije veze izmedu matrice i kanala zasigurno bi bio iskorak prema realnijem
modeliranju krskih vodonosnika.
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3 Numericki model tecenja u krsu

Numeric¢ki model koristen za diskretizaciju navedenog matematickog modela bazi-
ra se na integralnoj formulaciji kona¢nih volumena (direktnom zadovoljenju zakona
odrzanja na diskretnim konac¢nim volumenima) te Fup baznim funkcijama. Fup bazne
funkcije ubrajaju se u klasu atomskih baznih funkcija i mogu se definirati kao besko-
nacno derivabilne krivulje [6]. RjeSenja u matrici i kanalu se opisuju umnoskom nepo-
znatih koeficijenata i baznih funkcija:

hM(x’y’Z):Z aj'Wj(X,yaZ) (5)

hc(l):z ﬂk'q)k(l) (6)

3D bazne funkcije @, opisuju rjeSenje u poroznoj matrici, a 1D bazne funkcije f u
krskim kanalima, gdje su ai B, Fup koeficijenti koji definiraju rjeSenje u matrici i kana-
lima. Opisani pristup zasnovan na Fup baznim funkcijama omoguduje aproksimaciju
viSeg reda, te aproksimativna rjeSenja definirana kao kontinuirane funkcije s kontinu-
iranim i glatkim derivacijama.

4 Rezultati

U ovom radu se daje primjer hidrograma izmjerenog na fizikalnom modelu (slika 4).
Mjerenja pocinju od postignutog stacionarnog stanja u matrici za zatvoreni zavrSetak
krskog kanala (izvor). Priblizno nakon 5 minuta od pocetka mjerenja kanal se otva-
ra. Protok u kanalu (Q, ) vrlo brzo raste dok protok u matrici (Q,__, ) opada (kanal
funkcionira kao dren podzemne vode). U 14. minuti od pocetka eksperimenta pocinje
simulacija kise (Q, ), a u 25. minuti se ukljuCuje direktno prihranjivanje vode (Q,, . )
kroz ponor u kanal. U 50. minuti se prekida kisa i direktno prihranjivanje te se protoci
nakon odredenog vremena vracaju na stanje prije kise.

Hidrogram: Matrica i kanal ®50mm

3
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0
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Slika 4. Rezultati fizikalnog modela: hidrogram
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5 Zakljucak

U ovom radu je opisan fizikalni i numericki model za tec¢enje vode u krsu. Osim manjeg
broja dvodimenzionalnih modela, ovakav tip eksperimentalnog modela u literaturi
nije pronaden, pa stoga nudi mogucénost za provjeru ispravnosti postoje¢ih numeric-
kih modela krsa. Takoder opisani numericki model uzima potpunije (fizikalnije) jed-
nadzbe od postojec¢ih numerickih modela u krsu te bi zajedno s novom numeri¢kom
metodom, koja se razvija za potrebe ovog modela, trebao predstavljati iskorak prema
boljemu razumijevanju i realnijem modeliranju svih procesa vezanih uz te¢enje vode
u krskim vodonosnicima.
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